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|: L'anneau Z

1- Diviseurs communs, PGCD

On appellediviseurcommunde deuxentiersa et b un nombred tel qued divise a et d divise b. On
s'intéressen particulierau plus grandd'entreeux, le PGCD (plus grand commundiviseur). Cette
notion intervient courammentquand on cherche a simplifier une fraction rationnelle. Il est
avantageux de diviser numérateur et dénominateur par leur PGCD.

A noter que les Grecsse posaientun problemecomparablepour des grandeursgquelconquesLe
probléme était le suivant : étant données deux grandeurs AatdBieursaires,maisaussientiers),
trouverunequantitéX mesurecommunea A etB, i.e.trouverX tel queA et B soientdesmultiples
entiersde X. A I'époquepythagoricienngV1°™ siécleavantJ.C.)I'existencede X ne faisait pasde
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doute.Un algorithmepour trouver X existaitprobablementiéja. Il est clairementexposédansles
Elémentdd'Euclide (315-255 avant J.C.) :

Si A > B, retrancher B de A autant de fois que possible.
S'il reste une quantité R a A, recommencer sur B et R.
S'il ne reste rien, X est la plus petite des deux quantités considérées.

Pour desquantitésA et B quelconquespn peut se poserla questionde savoir si 'algorithme se
termine. Si oui, les quantitésA et B sont dites commensurablegAujourd'hui, on dirait A/B est
rationnel), sinon, elles sont incommensurable¢A/B est irrationnel). La découvertede grandeur
incommensurable a été un événement marquant des mathématiques grecquepdexemplee

cas de|/2.

C

C

Prenonsaun petit carrésur la pointe, et construisonan grandcarrédontle c6téa pour longueurC,
sommedeslongueursdela diagonaled et du cotéc du petit carré.OnaungrandcétéC = d + ¢, et
une grande diagonale D. On a

D=2 +d(car O'= 2C = 2¢% + 4cd + 2d° = (2¢ + d)? puisqued® = 2¢?)

C=c+d.
On va chercher la mesure commune a A = C + D et a B = @oibqueC va deuxfois dansC + D.
Doncle premierquotientestégala 2. Le premierresteestc carC+ D —2C=D - C =c. Onest
doncmaintenantamenéa comparerC et ¢, c'est-a-direc + d et c. Ainsi, ayantfait I'opérationune
fois, on trouve pour quotient2, et les deuxnouvellesquantitésa considérersontc et le grandcété
C =c +d. C'estexactemenla mémechoseque ce donton était parti, car, par homothétie Jes deux
rapportssont égaux. Par conséquentles quotientssuccessifsvalent tous 2, jusqu'alinfini. Ceci
démontre que le rapport est irrationnel.

PROPOSITION
Pour deux entiers, l'algorithme d'Euclide se termine nécessairement et donne le PGCD

Démonstration

Soitdeuxentiersa et b. L'algorithmed'Euclideconsistesuccessivemerit divisera parb, puisb par
le resteobtenuprécédemmenipuis les deuxrestesentreeux, etc....Poura = 1236 et b = 96, on
obtient successivement :

1236 96 1236 =982 + 84
84 96 96 =84+ 12
84 12 84 =17

bY

Sur cet exemple, on observe bien que la "mesure commune™" a 1236 et 96 est 12.
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Plus généralement
Soita etb deux entiersa>b. On a :

a=bq+t+n avec(=ry <b
b =riq+r; avec xr,<r;
ri=ryQs+rs3 avec O£r3<ry

M-1=rn0n+1 T et avec Oy <1y
jusqu'aobtenir un reste nul (par exempler,.;). L'algorithme est nécessairemerini, sinon (ry)
formerait une suite strictementdécroissantal'entiers,ce qu'on sait impossible.Montrons que le
dernier reste calculg est le PGCD :

O r, divisea et b. En effet, r, divise r,_; puisqu'ona r,.; = 0. Il sedivise égalementui-méme.Par
récurrence descendanter siliviserp.s etr,, il diviser,_; (carrp_1 = rgQp1+ rp1). DoNcr, diviser; et
r,, puisr; etb, puisa etb.

[0 undiviseurd communa a et b divise également; (carr,; = a — bay). Il divise également; (carr;
= b - riqy). Parrécurrenceascendantesi d diviserp etrp, il divisery., (Carrge = o1 — Qpealp). d
divise dona.

Ainsi, r,, estun diviseurcommuna a etab et tout diviseurcommuna a et b diviser,. r, estbienle
plusgranddiviseurcommunde a et b, ausensde la relationde divisibilité. C'estle PGCDdea etb,

noté PGCD4, b) oua [b.

L'algorithme est le suivant. La fonction mod (mod pour modulo) donnele reste de la division
euclidienne :

lire(A,B); # A= A0, B =B0,
# AO et BO valeurs initiales.
# PGCD(A,B) = PGCD(A0,B0)

tant que B # O faire # invariant de boucle : PGCD(A0,B0) = PGCD(A,B)
R « Amod B; #PGCD(A0,B0) = PGCD(A,B) = PGCD(R,B) car (A, B) et (B, R) ont
# mémes diviseurs communs donc méme PGCD

A < B; # PGCD(A0,B0) = PGCD(A,R)

B - R; # PGCD(A0,B0) = PGCD(A,B)
fin faire # On quitte la boucle quand B = 0 donc quand PGCD(A0,B0) = A
resultat — A;

Sid =1, ondit quea et b sontpremiersentreeux ce qu'onnotea [0 b = 1. On peut également
définir le PGCD den nombres. Si celui—ci vaut 1, ces nombres sonpdésiiers entre eudansleur
ensembléexemple: 6, 10, 15)

2— Egalité de Bézout
Soita etb deuxentiers,etd leur PGCD.On cherchea exprimerd sousla formeax + by, avecx ety
élément dé&. Est—ce possible ? On part de :

axl+bx0=a

ax0+bx1=b

a—-bg=r;
Silona:

%1+ bYps =Tpa

ax +by, =rp



[ou (rp) est la suite des restes de la division euclidienrsepdeb], on retranchey,., fois [ou (q,) est
la suite des quotients] la deuxieme de la premiere pour obtenir :
a1 T byp+1 =Tpn
avecCry 1 = Qp+1lp t INp+
Xp+1 = Xp-1— Op+1%p
Yp+1 = Yp-1— Qp+adp

Si I'on définit les vecteursW, = (rp, X, Yp) avecW_; = (a, 1, 0) et Wy = (b, 0, 1) alors, les trois

égalités précédentes s'interpretent vectoriellement par :
W1 = Wp-1 = GorsWp

On continue jusqu'au dernier reste non nul, obtenantragiGCD dea etb.

EXEMPLE:

a=123 etb = 27

1xa+0xb=123 [L4]

Oxa+1xb=27 L2 or 123 = 2% 4 + 15
g a-4b=15 [Ls=1L;—4L] or27=151+12
0 -—a+5=12 [La=Lo— Ly or15 =12« 1 + 3
U 2a— D=3 [L5:L3—L4]

dernier calcul puisque 3 divise 12.

En particulier, si deux entieesetb sont premiers entre eux, alors il exigtety tels queax + by = 1.
Réciproquement, si cette relation est vérifiée, alors tout diviseuetidivise 1 doncvaut1, doncle
PGCD dea etb est 1, et etb sont premiers entre eux.

Un algorithme de l'identité de Bézout est le suivant :
X1,Y1,X2,Y2 sont des entiers, coefficients utilisés dans deux lignes successives de calcul
R,Q sont des entiers, reste et quotient provisoires
Temp est un entier, variable temporaire de transfert

Les commentaires prouvent la validité de l'algorithme.

lire(A,B) # A = A0, B = BO, valeurs initiales
# PGCD(A0,B0) = PGCD(A,B)
X1l1
Y10 #A0.X1+B0.Y1=A
X2 ~0
Y2 1 # A0.X2 +B0.Y2=B
tant que B # 0 faire # Les invariants de boucles sont :
#A0.X1+B0.Y1=A
# A0.X2 + B0.Y2=B
# PGCD(A0,B0) = PGCD(A,B)
R -« AmodB
Q - AlIB # on note ainsi le quotient de A par B
Temp ~ X1 #A0.X1+B0.Y1=AetTemp =X1
# A0.X2 + B0.Y2=B
X1 «~ X2 #A0.Temp + BO.Y1=A
# A0.X1 +B0.Y2=B et X1 =X2
X2 « Temp — X2*Q # A0.Temp + BO.Y1=A

# A0.X1 + B0.Y2 =B et X2 = Temp — X1.Q
# ce qui implique :
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# A0.Temp + BO.Y1=A

# A0.X1+B0.Y2=B

#A0.X2 + AX1.Q+B0.Y1=A
Temp - Y1 #Temp=Y1

# A0.X1+B0.Y2=B

# A0.X2 + A.X1.Q + BO.Temp =A
Y1 < Y2 #Y1=Y2

#A0.X1+B0.Y1=B

# A0.X2 + A.X1.Q + BO.Temp = A
Y2 - Temp —-Y2*Q #Y2=Temp-Y1.Q

#A0.X1+B0.Y1=B

# A0.X2 + AX1.Q +B0.Y2+B0.Y1.Q=A

# ce qui implique

#A0.X2 +B0.Y2=A-B.Q

# PGCD(A0,B0) = PGCD(A,B) = PGCD(B,R)
A-B #A0.X1+B0.Y1=A

#A0.X2+B0.Y2=R

#PGCD(A0,B0) = PGCD(A,R)
B R #A0.X1+B0.Y1=A

# A0.X2 + B0.Y2=B

# PGCD(A0,B0) = PGCD(A,B)

jusqu'aB=0 # lorsque B =0, le PGCD est A.
On a bien obtenu les coefficients (X1, Y1) de I'égalité de Bézout

Nous pouvons énoncer :
PROPOSITION
Soit a et b deux entiers. Il existe x ety entiers tels que :
ax+by=d
oudestle PGCD de a et b.
La conditionnécessairet suffisantepour quea et b soientpremiersentreeuxestqu'il existex ety
tels que ax + by 4.

On remarquera que, si on p@se da etb = db, alorsa’ etb' sont premiers entre eux.

3- Le théoreme de Gauss
Le fait qu'un entieu divise un entiev est notéu | v.

PROPOSITION
Soit trois entiers a,b et c tels qu¢ab, et que ¢la= 1 Alors c|b.

Démonstration
Puisquec [Da = 1, il existex ety telsqueax + cy = 1 doncabx+ bcy= b or g, ab = cq donc
b = c(gx + by) doncc diviseb.

COROLLAIRES :
() Sionaunesolution(x, y), comments'obtiennentes autres? Soita' tel quea = da et b' tel que
b =db, avecd =a [Ob. Soit {, y') une autre solution de l'identité de Bézout. On a:

Dax+ by=d . Ea‘x+ by=1

nax +by =d gaxX +by =1
0 a(x —x) =b'(y—y). Ora' est premier avelg, donc divisey —V'. Il existek tel quey =y + ka. En
remplacant, on obtiemt = x + kb'. Les solutions sont donc :

a(x + kb) + b(y —ka) =d
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Le raisonnement précédent applique=2123 etb = 27 pour qui 8 — % = 3 donnera :
a2+ % —b(9+4k) =3

(i) OnOZ,al0b=al(b+na)
En effet, un diviseur commuma et b estdiviseurcommuna a etb + na, etinversementCetteregle
permetparfois de calculerle PGCD de deux nombresplus vite qu'avecl'algorithmed'Euclide.Par
exemple, par l'algorithme d'Euclide, on a :
1441189 = 891155 =550134 =34121 =211113=1308=805=503=302=201=1
alors que :
1447189 = 891034 obtenu en remplacant 144 par80 — 144 = 34

=34113 obtenu en remplacant 89 par3} — 89 = 13

=1315 obtenu en remplacant 34 parI8 - 34 =5

=512 obtenu en remplacant 13 par3— 13 =2

=211 obtenu en remplagant 5 par 52=1
soit cing calculs au lieu de neuf.

... Halb=1 _
(iii) Bcdivisea OcOb=1

En effet, il existad tel quea =dc, et il existeu etv tel que :

au+hbv=1
O cdu+bv=1
O clOb=1

(ivycOa=10 alOb=al(bc)

En effet, un diviseurcommunde a et b estévidemmentdiviseurcommunde a et bc. Inversement,
soitd diviseurcommundea etbc. On a, d'apreda propriétéprécédentel [1c = 1. Or d divise bc. I
résultedu théoremede Gaussqued divise b. Ainsi a et b ont mémediviseursque a et bc et donc
méme PGCD. Cette régle permet également d'accélérer les calculs de PGCD. Par exemple :
144189 = (4x 36) 189 or 40189 = 1 donc le PGCD cherché est égal a8, ou a 9189 = 1.

(vbOc=10 albc=(@0Ob) x (alc)
Soitd=allbc,g=albetr =alc. Il existeu, v, X, y tels que :

ax+by=q

aut+cv=r
donc (ax+ by)(au+ cv) =qr =a(axu+ xcv+ byu) +bcvy=aX + bcY
doncqr est un multiple del.
Par ailleurs, g divise a et b, doncdivise a et bc doncdivise d. De méme,r divise d. Enfin, q est
premieravecr carun diviseurcommundeq etr estaussiun diviseurcommunde b (quediviseq) et
dec (que diviser). Commeqg etr divised et sont premiers entre euy,divised (cf viii ci-dessous).
Doncqr =d.

(vi) Si a est premier avea nombresb,, by, ...,b,, alorsa est premier avec leur produit
Par récurrence, on a:

alb;..by=1
Cette propriétéest vraie pour k = 1. Soit k quelconque Supposongque a [1 by...by = 1. Alors
alby..bdb; = a O by..by = 1 puisquea O by = 1, (en utilisant la regle (iv) du paragraphe
précédent).
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(vii) Si a etb sont premiers entre eux, alors, pour tout etp, a" et b sont premiers entre eux.
ab =1, donc en appliquant (v) spifois b, on obtienta b = 1, puisenappliquantm fois (v) sur
a, on obtien@™ O b° = 1.

(viii) Siaestdivisible par by, by, ..., b, estque lesb; sont premiers entre eux deux a deux, alors
a est divisible par le produit degb;.

a =b,q; etb,q; est divisible pab,. Orb; est premier avels, doncb, diviseq, d'apres lehéoremele
Gauss.Donc il existe g, tel que g = b, et a = byb,g,. Par récurrence,supposonsque
a = byb,.. bk b divise a doncdivise b;b,...bqk, maisby., estpremieravechb,...by (d'apresvi)
donc, d'aprésle théoremede Gauss,by.1 divise gc donc il existe w1 tel que gk = biQea et
a = bibs.. b1

(i) Si py, ..., px sont des nombres premiers, et ﬂ'n' divise a, alorsa est divisible par le produit.
On appellenombrepremiertout entier naturelstrictementsupérieura 1, divisible uniquemenpar 1
et par lu—méme. Les premiers entiers premiers sont :

2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41
Un nombre qui n'est pas premier estcdinpose

Le (ix) estuneapplicationdirectedu (viii), en remarquantquelespini sontpremiersentreeuxdeuxa
deux d'apres (vi).
Par exemple : 4 diviseet 9 divisen O 36 divisen.

(x) Sip est premier et ne divise pas, alorsp eta sont premiers entre eux.
Un diviseur commun a etp est un diviseur dp, donc vaut 1 op. Or ce n'est pgs donc c'est 1.

(xi) Si p est premier et divise un produit de facteurs, alorg divise I'un des facteurs.

Sinon,p seraitpremieravecchacundesfacteursdoncavecle produit. Si on raisonnemodulop (i.e.
aun multiple entierde p prés),celasetraduitde la faconsuivante: si un produitde facteursestnul
modulop premier,alorsl'un desfacteursestnul modulop. On chercheraun exempleprouvantque
ce résultat est faux pin‘est pas premier.

Voici uneapplicationqui généralisd'irrationalité de~/2. Soit n entier. Alors A/n estsoit irrationnel
(par exemplg/3,/5,4/6, ...), soit entier (par exemplfl6,/25 ...)

En effet, si\/n estrationnel,é alad avec qu'onpeutsupposeirréductible,on anb’ = &. Or a est
gatap, aveey

premieravechb, donc(vi) a® estpremieravech’. Mais b” divise a’. Donc le PGCDde a” et b” est
égal d'une part a 1, d'autre pab?aAinsi b? = 1,n = & ety/n est entier.

4— PPCM

On appelle multiple commun de deux enteert b un entierm qui estmultiple de a et multiple de b.

On s'intéressau plus petit d'entreeux, le PPCM (plus petit communmultiple). Le PPCMintervient
courammentguand on cherchea additionnerdeux rationnels. Il est intéressantde minimiser le

dénominateufinal en prenantcommedénominateucommunle PPCMdesdénominateurslesdeux
fractions.

PROPOSITION
Soit m lePPCMet d IePGCDde a et b. Alors ab md.
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Démonstration

Posonsa = da, etb=db aveca Ob' = 1. Posonan :an_ Onadoncm=dab' = ab = ba ce qui
montre quam est multiple commun a et ab. Soit maintenant multiple dea etb. On a :
n=ax=bhy - n=dax=dby 0 ax=Dby. Ainsi, b' divise ax. Or b' estpremieraveca’. Donc b’
divisex. Il existedoncq tel x = b'q doncax = ab'qg doncn = dab'q = mg Donctout multiplen dea
etb est multiple dem. m est bien le plus petit multiple commun.

Le PPCM de etb est noté PPCN( b) oua [b.

On notera que s etb sont premiers entre eux, le PGCD vaut 1 et le PPCMalaut

5— Les nombres premiers

Rappelongjue I'on appellenombrepremier tout entier naturelsupérieura 1, divisible uniquement
par 1 et par lu—méme. Les premiers entiers premiers sont :

2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41
Un nombre qui n'est pas premier estcdinpose

PROPOSITION
Tout entier naturel supérieurstrictementa 1 se décompose&le maniereunique (& commutativité
pres) en produit (éventuellement réduit & un seul terme) de nombres premiers.

Démonstration
Montrons I'existencede la décomposition.Nous donnonstrois démonstrationautilisant les trois
principes équivalents fondamentauxie

a) Principe de la descenteinfinie de Fermat : Si n estun nombrene se décomposanpas en
facteurspremiersalorsn n'estlu-mémepaspremier(sinon,n = n estunedécomposition)Donc, n
s'écritn = ab, avecl < a < netl < b < n n nesedécomposanpas en facteurspremiers,
nécessairemend, ou b ne sedécomposgasen facteurspremiers.On trouve donc, pour tout entier
ne sedécomposanpasen facteurspremiers,un entierstrictementplus petit ne sedécomposanpas
en facteurspremiers.Ce qui estimpossible,car en itérant le procédé,on construiraitune suite
strictement décroissante d'entiers.

b) Principe du bon ordre : Soit A 'ensembladesentiersn‘admettanpasde décompositionNous
voulonsmontrerqueA estvide. S'il étaitnonvide, il y auraitun plus petit élémenta. Si a n‘admet
pour diviseur que 1 et lui-méme,a est premier.a = a est une décompositionde a en facteurs
premiersce qui estcontrairea I'hnypothéseDonc a admetau moinsdeuxdiviseursb et c. a étantle

minimumde A, b et ¢ ne sontpasélémentsde A, et se décomposentionc en produit de facteurs
premiers. Il en est donc de mémeade

c) Principe de récurrence : On supposeque tout entier inférieur ou égala n se décomposeen
produits de facteurs premiers (ce qui est vrai pauf). Considérona + 1.

[0 Sin+ 1 est premier, alors+ 1 =n + 1 est une décomposition.

00 Sinon,n+ 1 =ab, avecl<a<n+1,etl<b<n+ 1. Lhypothesede récurrence
s'appliquesur a et b, qui sedécomposentionc en produitsde facteurspremiers.ll en estdoncde
méme den + 1.

Montrons l'unicité de la décomposition. Si :
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" n 51 Sn s
Pr ..pn =P ..pn avecr; = 0ets = 0 (on completeéventuellementes deuxmembregar
desp® pour avoir les mémesfacteurspremiersdansles deux membres).Le théorémede Gauss

. r .. . . . .. S
permetdedire quep; * divise le membrede droite, maisestpremieravecps, ..., p., doncdivisep;
doncr, < 5. Symétriquement; < r;. Ainsis; =r;, et de méme pour les autres puissances.

PROPOSITION

Sia= plrl...pnrn etb = plsl...pnr”, ou lesp; sont des nombres premieedors :
le PGCDest égal a ﬁl...pnt“, out; = Min(s, ry).
le PPCMest égal a ﬁl...pnt“, out = Max(s, ).

Par exemple :
156 =2 x 3x 13
24=2x3

Donc le PGCDvaut2x3=12:156=1213et24 =122
le PPCM vaut 2x 3x 13 =312 = 156 2 = 24x 13

La puissancele p intervenantdansla décompositiord'un nombren s'appellevaluationp-adiquede
n, votéevy(n). Les notations précédentes se traduisent donc sous la forme :

Vp(a Ob) = Min(vy(a), vp(b)) pour tout facteur premigy

vp(a Ob) = Max(yy(a), vy(b))

Démonstration

Soitd = pltl...pnt“. Comme,pourtouti, t < r; ett; < s, il estclair qued divisea et b. Montronsque

c'estle plus granddiviseur. Considéronaun diviseur g quelconqueet décomposons-len facteurs
: . . Vo@ . Vp(@
premiers.Commeq divise a, pour tout nombrepremierp, p divise q doncdivise a, doncp
V(@)

divise p P doncvy(Qg) < vy(a). De mémevy(q) < vy(b). Donc vp(g) < Min(vp(a), V(b)) = vy(d). Le
méme raisonnement ayant lieu pour tout facteur prgmian aqg diviseur ded.
Sim=PPCM@, b), commem :a_cja’ on a, pour toup premier :
V(M) = V(@) + vp(B) —vip(d) = (@) + vp(b) — Min(v(a), vo(b)) = Maxp(a), vi(b))
comme on le vérifiera aisément

PROPOSITION
L'ensemble des nombres premiers est infini

Démonstration

La démonstratiorestconnuedepuisEuclide.En effet, soit p;, ..., pn N nombrespremiers.Montrons
gu'il en existe nécessairemenin autre.On considerela quantitép;p,...p, + 1. Soit g un nombre
premierdivisantcettequantité Alors g estnécessairemewlifférentde tousles p;. Cars'il existei tel
queq = p;, q divise p1p»...p, d'une part, et divispip,...p, + 1 d'autrepart, doncdivisela différencel,
ce qui est impossible. Ainsi, la famille de nombres premiers ne peut étre finie.

On noteraqu'il se peutque pip...pn + 1 lui-mémesoit premier.En fait, on ignore si la quantité
p1P2...pn + 1 prenduneinfinité de fois unevaleurpremiére,ou si elle prenduneinfinité de fois une
valeur non premiere.Par ailleurs, si p, = 2 et si on posep, le plus petit premier diviseur de
P1P2...Pr-1 + 1, ONn construitune suiteinfinie de nombrespremiersdistinctsdeuxa deux. Voici les
premiers termes de la suite :
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2,3,7,43, 13,53, 5, 6221671, 38709183810571, 139, 2801, 11, 17,...
On conjecture que tous les nombres premiers apparaissentlans la liste ci-dessus La méme
conjectures'appliqueégalement la variantesuivante: on prendq, = 3 et on définit g, commele
plus petit premier de la suitgq....q—1 — 1 dont les premiers termes sont :
3,2,5,29,11, 7,13, 37, 32222189, 131, 136013303998782209, 31, 197, 19, 157, 17...

Les démonstrationgle l'infinitude des nombrespremierssont innombrablesEn voici une autre,
datantde 1955(preuvede Furstenberg)Pourtout a et b entiers,notonsa + bZ = {a + nb, n 0 Z}.

Pour tout entien, I'ensemble des non-multiples mest :
NM(n) = {m, mne divise pas} = (1 +nZ) 0 (2 +nZ) O ...0 (-1 +nZ)
On notepar ailleursque, pour toute famille finie (r;) et (n), i O I, n; étantnonnuls, () ri + n’Z est

vide ou infinie. Car si x appartienta cette intersection,alors il en est de méme de tous les

X+ K [] m, kOZ. Supposonsnaintenanguela famille desnombrespremierssoit une famille finie
idl

P. L'ensemble\p‘DWP NM(p) est constituée des entiers relatifgltiplesd'aucunnombrepremier.ll s'agit

donc simplement de I'ensemble constitué de deux éléments {1, 1}. Mais on a également :

p@P NM(p) :p@PE k+pZ

Or n estdistributif parrapporta O de sortequ'uneintersectionfinie de réunionfinie de k + pZ est

égalementune réunionfinie d'uneintersectionfinie de tels ensemblesMais nousavonsvu qu'une
telle intersectiorestvide ou infinie. Il enesta fortiori vraie pour la réunionqui, vide ou infinie, ne
peut en aucun cas étre égale a {-1, 1}.

Les records de nombres premiers sont (en 2016) :
280248 _q qui posséde 25 962 chiffres (1983 par Slowinski)
2132099 _q qui posséde 39 751 chiffres (1984 par Slowinski)
2210091 _q qui posséde 65 050 chiffres (1985 par Slowinski)
391581x 2°*'%3_ 1 qui posséde 65 087 chiffres (1989 par Brown)

27°08%9_q qui possede 227 832 chiffres (1992 Slowinski et Gage)
255948 _q qui posseéde 258 716 chiffres (1994 Slowinski et Gage)
212°57787_ 1 qui posséde 378 632 chiffres (1996 Slowinski et Gage)
21398269_ 1 qui posséde 420 921 chiffres (1996wengaud/[Gimps])
229702219 qui posséde 895 932 chiffres (1997 Spence/[Gimps])
23021877_ 1 qui posséde 909 526 chiffres (1998 Clarkson/[Gimps])
20972593_ 1 qui posséde 2 098 960 chiffres (1999 Hajratwala/[Gimps])

913466917_ 1
920996011 _ 1
924036583_ 1
925964951_ 1
930402457_ 4
932582657_ 1
243112609 1
957885161_ 1
Q74207 281_ q

qui posséde 4 053 946 chiffres (2001 Cameron/[Gimps])

qui posséde 6 320 430 chiffres (2003 Shafer/[Gimps])

qui posséde 7 235 733 chiifres (2004 Findley/[Gimps])

qui posséde 7 816 230 chiffres (2005 Nowak/[Gimps])

qui possede 9 152 052 chiffres (2005, Boone, Cooper/[Gimps])
qui possede 9 808 358 chiffres (2006, Boone, Cooper/[Gimps])
qui posséde 12 978 189 chiffres (2008, Cooper/[Gimps])

qui possede 17 425 170 chiffres (2013, Cooper[GIMPS])

qui possede 22 338 618 chiffres (2016, Cooper[GIMPS])
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On pourraconsulterle siteinternethttp://www.mersenne.orgpour de plus amplesrenseignements.
On voit quela plupartde cesnombressontde la forme 2" — 1. Ce sontles nombresde Mersenne,
pour lesquelsLucas a défini au XIXéme un algorithme efficace permettantde déterminerleur
primalité.

On consulterd'annexeV pour de plus amplesrenseignementsur les difficultés a déterminersi un
nombre est premier ou composeé.

6— Le petit théoreme de Fermat

Il s'‘énonce comme suit :

PROPOSITION

Soit p premier et a non multiple de p. AloPs'a 1 modp.

On peutaussil'énoncersousla forme suivante: pourtout a, on a a8® = a mod p. Cettedeuxieme
formulationestéquivalentei la premiérecara’ = a mod p signifie quep divise a” — a et doncdivise
a(@ "' —1). Donc, a étantpremieravecn, le théorémede Gausspermetde conclureque p divise
at-1

Démonstration
La relationa” = a mod p semontreparexemplepar récurrencesur a. Elle estvraiepoura = 1, et si
elle est vraie pour un nombagon a :

(a+ 1)":é0 @Ea“:ahlﬁzgﬁak

Or @ = plp— 1)"I.<|(D —K*1) estun entierdonck! divise p(p —1)...(0 — k + 1). Parailleursp > k

donc p ne divise aucunnombreinférieur ou égal a k, donc p est premieravectous les nombres
inférieurs ou égaux a k donc p est premier avec leur produit kl. Puisque k! divise

p(p—1)...0 —k + 1) etquek! estpremieravecp, k! divise(p—1)...(0 —k + 1). Donc @ E: p x un

entier, donﬁ EE 0 modp. Il en résulte que :
(@a+1f=a"+ 1 modp=a+ 1 modp en appliquant I'hypothése de récurrence.

On consulterd'annexeVIl sur les testsde primalité pour voir commenton utilise ce théoremede
Fermat dans la recherche de nombres premiers.

Il : L'anneau des polyndmes KI[X]

Les propriétésdespolyndmessonten tout point comparables cellesdesentiers.C'estpour cette
raison que ce paragraphea été placé dans le chapitre Arithmétique et non dans le chapitre
Polyndbmes

1- Algorithme du calcul du PGCD

On cherchde plusgranddiviseurcommuna deuxpolynémesA et B, le plusgrandsignifiantpour le
momentde degrémaximal. L'algorithme d'Euclide, appliquéa deux entiers,admetune traduction
pour les polynémes. Cherchons le PGCDXde 2X° — X — 2et deX*+4X +3 Ona:

X2+ 2XF =X —2=(X*+4X +J(X —2) +4X + 4
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X2+ 4X + 3= (4X + 4)(§+%’)

Le PGCDestdonc4X + 4, ou plutdt X + 1, I'habitudeétantde donnerle polynémenormaliséou
unitaire,i.e. celuidontle coefficientdu termede plus hautdegrévaut 1. Prouvonsquela démarche
suivie donne bien le PGCD. La démonstration pourra étre comparée avec ce qui se pdsse dans

Soit A et B deux polyndmes, deg(A)deg(B). On a:

A =BQ+R avec deg(R < deg(B)
B=RQ+R avec deg(R < deg(R)
Ri=RQ:+ R avec deg(B) < deg(R)

Rn-1= RiQn+1 + Ry1 avec deg(R1) < deg(R)
jusqu'aobtenirun restenul (par exempleR.,). L'algorithmeestnécessairemeffini, sinon(deg(R))
formerait une suite strictementdécroissantel'entiers,ce qu'on sait impossible.Le dernier reste
calculé R est le PGCD. La démonstration est identique a celle des entiers.

Les diviseurscommunsde A et B sontexactementes diviseursde R,. Le PGCD estdoncR,. Le

PGCD esten fait défini a une constantenon nulle multiplicative pres(car les diviseursrestentles

mémes). On choisit donc le polynéme unitaire correspondawnjualéicatif de plus grand s'applique
non seulementau sensde diviseur communde plus haut degré mais égalementaussiau sensde

diviseur commun multiple de tout autre diviseur commamme pour les entiers.

Si D =1, on dit que A et B sont premiersentre eux On peut égalemendéfinir le PGCD de n
polynémes.Si celui—ci vaut 1, ces polyndmessont dits premiers entre eux dans leur ensemble
(exemple : (X +1)(X +2), X+ 1)(X + 3), (X +2)(X + 3))

On appelle polyndme irréductible tout polynéme de degré supérieurou égal a 1, divisible
uniguemenpar 1 et parlu—méme(a uneconstantemultiplicative prés).Les polyndmesrréductibles
jouent dan¥[X] le méme rdle que les nombres premiers déns

2— Egalité de Bézout

Soit A et B deuxpolynédmesget D leur PGCD.On cherchea exprimerD sousla forme AP + BQ,
avecP et Q élémentde K[X]. Est—cepossible? Il suffit de reprendrd'algorithmedonnédansZ, qui
s'adapte mot a mot.

EXEMPLE :
A=X*"+X*-2X+1etB=X+X+1.0na:
A+0B=X+X-2X+1
OA+B=X+X+1 or X*+X32X+1 = C+X+1)(X*=1) = X + 2
O A-(X*-1)B=-X+2 or X+X+1 =(-X+2)(-X-3) + 7
O X+3)A-(XC+3X¥-X-4)B=7
Les deux polynbmes sont premiers entre eux.

On retiendraen particulierque deuxpolynémesA et B sontpremiersentreeuxsi et seulemensi il
existe P et Q tels que AP + BQ = 1 (ou égale une constante non nulle).

Nous pouvons énoncer :
PROPOSITION
Soit A et B deux polyndmes. Il existe P et Q polyndmes tels que :
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AP + BQ=D
ou D estle PGCD de A et B.
La conditionnécessairet suffisantepour que A et B soientpremiersentreeuxestqu'il existeP et
Qtelsque AP + BG L

On remarquera que, si on pose A = DA' et B = DB, alors A' et B' sont premiers entre eux.

3— Le théoreme de Gauss

PROPOSITION
Soit trois polyndmes A,B et C telseC divisele produit AB, et que C soit premieravecA. Alors C
divise B

Démonstration
Identigueaux entiers.On peutla rappelerapidement il existeP et Q telsque AP + CQ = 1 donc
ABP + BCQ = B. On voit alors facilement que C divise le premier membre, donc divise B.

Tous les corollaires énoncés dans le cas des entiers s'appliquent ici. Citons par exemple :

i) Si A est premier avec n polynébmesB, ..., B, alors A est premier avec leur produit

i) Si A estdivisible par By, B, ..., B, estqueles B; sontpremiersentre euxdeuxa deux,
alors A est divisible par le produit des B

i) SiPy, ..., Pk sontdespolyndmesrréductibles,et si P." diviseA, alors A estdivisible par
le produit.

iv) Si P est irréductible et ne divise pas A, alors P et A sont premigeseix.

v) Si P est irréductible et divise un produit de facteurs, alors P divise I'un des facteurs.

Voici une application de ce qui précede :

PROPOSITION

Soit P un polynémenon nul de degrén. Alors le nombrede sesracines,comptéesvecleur ordre
de multiplicité est inférieur ou égal a n.

Démonstration

Soita de multiplicité k; lesracinesAlors P estdivisible par (X — a)ki. Or cesfacteurssontpremiers
entre eux deux a deux. Donc P est divisible par le produit. Le degré du produit ne pouvant excéder le
degré de P, on en déduit que la sommekdest inférieure ou égale au degré de P.

COROLLAIRE
Soit P un polynéme de degré inférieur ou égal a n, et admettant plus de n racines. Alors P est nul.

COROLLAIRE
Soit P un polynémea coefficientsdans un sous—corpsde €. Alors, si la fonction polynomiale

associée a P est identiquement nulle, P a tous ses coefficients nuls.
Démonstration

Si la fonction polynomialeest nulle, elle admetune infinité de racines.Le polynbmene peutdonc
qu'étre nul.
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4— Les polynémes irréductibles
On appelle polyndme irréductible tout polynéme de degré supérieurou égal a 1, divisible
uniquementpar 1 et par lu—-méme (a une constantemultiplicative prés). Voici des exemplesde
polynémes irréductibles :

DansC[X]: X =2, X +1i

DansR[X]: X -2, X* + 1

DansQ[X] : X —2, X?+ 1, X — 2
On voit que la condition d'irréductibilité dépend du corps sur lequel on travaille.

PROPOSITION

Tout polyndmeunitaire de degré supérieurou égal a 1 se décomposede maniére unique (a
commutativitépres) en produit (éventuellementéduit a un seulterme)de polyndmesrréductibles
unitaires.

Démonstration analogue a celle des entiers :

Montrons I'existencede la décomposition.Soit E I'ensembledes polyndmesn‘admettantpas de
décompositionNousvoulonsmontrerque E estvide. Raisonnongar I'aburde.S'il étaitnonvide, il

y auraitun polyndbmede plus petit degréA. Si A n‘admetpour diviseurque 1 et lui-méme,A est
irréductible. A = A est une décompositionde A en facteurs premiers,ce qui est contraire a
I'hypothéseDonc A admetaumoinsdeuxdiviseursB et C. A étantde degréminimumdansE, B et
C nesontpasélémentgle E, et sedécomposentioncen produit de facteursirréductibles.ll enest
donc de méme de A, ce qui conduit a une contradiction.

Montrons l'unicité de la décomposition. Si :
! n 1 Sn
P."..P, =P "...B "avecri=0
le théoreme de Gaupsrmetde dire que P, divisele membrede droite, maisil estpremieravecP,,

. .. S . . . ~
..., P, doncil divise P, ", doncr; < s;. Symétriquements; < r;. Ainsi s; = r;, et de mémepour les
autres puissances.

SiA=P, '.P,"etB =P, *..R", ollesP sontdespolyndmesrréductiblesalorsle PGCDestégal
aPL.P" ou u = Inf(s, r). Par exemple, le PGCD de (X — 2)%X + 1¥ et de
(X — 2P(X + 1)%(X + 3) estégala (X — 2)*(X + 1)°, maisengénéralon ne possédgasd'algorithme
pourdécomposeun polyndmeenfacteursirréductibles.l estplus efficacede calculerle PGCD par
I'algortihme d'Euclide donné plus haut.

L'ensemble des polyndmes irréductibdssinfini. Une fois de plus,la démonstratiorestparfaitement
identiquea celle de Z. En effet, soit Py, ..., P, n polynbmesirréductibles.Montronsqu'il en existe
nécessairemenin autre. On considérela quantité P,P,...P, + 1. Soit Q un facteur irréductible
divisant cette quantité.Alors Q estnécessairememtifférent de tousles P,. Carsi Q = P, Q divise
P:P,...P, d'une part, et divise P,P,...R, + 1 d'autrepart, donc divise la différencel, ce qui est
impossible.

5—- PPCM

On appellePPCM de A et B (respectivemente A;, Ay, ..., Ay) le polyndGme unitaire multiple
commun a A et B (ou a/A..., A) de plus bas degré.
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SiA=P,..P,"etB=P,..R" ollesP sontdespolynémesdrréductiblesalorsle PPCMestégal
a PL.P" ol t = SupE, r). Par exemple,le PPCM de (X — 2%X + 17 et de
(X = 2Y(X + 1)*(X + 3) estégala (X — 2)*(X + 1)%(X + 3). OnaégalemenAB = MD, ou D estle
PGCDdeA et B, et M le PPCM (Si les polynbmesne sont pasunitaires,il y a une constanteen
facteur). La démonstration est identique a celle des entiers.

Les annexesqui suivent sont de lecture difficile. Elles montrent diverses applications de
l'arithmétiqueet mettenten évidencde fait que ce chapitre n'estqu’'unemaigreintroductiona ce
vaste domaine.

Annexe | : Le numéro INSEE

[0 Le numéro INSEE est constitué de 15 chiffres. Le nombre A constitué des treize piclamtdies
la personnealors que le nombreB constituédes deux dernierschiffres sert de contrdle. On peut
détecterune erreur sur un chiffre, ou bien on peut détecterla permutationde deux chiffres
consécutifsB estdéfini parla formule B = 97 — (A mod 97). Considérongar exemplele nombre
purement fictif A= 0630215012026. Alors B = 34.

Pourtesterla validité du numéro063021501202634n calcule A + B, soit 63021501206t on
vérifie que c'estun multiple de 97. Si tel estle cas,le numéroestconsidérécommevalide. Dansle
cas contraire, il y a une erreur.

Ceserale cassi un chiffre estfaux. En effet, dansce cas,A + B estenfait égalmodulo97 &
un nombredela forme x10", ou x estun chiffre de 0 a 9. Celui-ci n'étantpasdivisible par 97, I'erreur
est détectée.

Il enestde mémesi on a permutédeuxchiffres consécutifsEn effet, dansce cas,A + B est
égal modulo 97 & un nombrede la formey x 10" + x x 10" — x x 10" — y x 10" soit
9x 10" x (y —X) qui n'est pas divisible par 97.

[0 Un procédécomparableest utilisé pour le relevé d'identité bancaire(RIB) : les deux derniers
chiffres forment une clef choisie de fagon que le nombreformé par la suite des différents codes
(établissement, guichet, compte, clef) soit divisible par 97.

[0 Quantau codelSBN deslivres (International StandardBook Numbey, il estconstituéde dix
chiffresa;, 1 <i < 10, dontlesneufspremiersidentifientl'éditeuret le livre, et le dernierestuneclef

10
choisie defagonque ) ia;1; soitdivisible par 11. La aussiuneerreursurun chiffre estdétecteeSi
1=1

la clef doit se voir attribuer la valeur 10, elle sera notée X. Par exemple :
0-387-97993-X
(code ISBN d'un livre remarquable dont on ne peut que recommander la xture

Annexe Il : Utilisation d'un corps fini dans le codage des transmissions

Le Minitel estun objet devenuobsolétedepuisle développemend'Internet,maisla descriptionde
sonmodede communicatiorestreprésentatitle procédésncoreutilisésactuellementianstousles
moyensde communicatiomumériquesnodernegtéléphoneportable téléviseur,...). Les messages
envoyeés par Minitel étaient coddsfacona pouvoirdétectemuneerreuretla corriger.Pourcela,on
utilise FF1,g, corps fini possédant 128 éléments.

F125 se construit de la fagon suivante.On considereF, = Z/27. Ce dernier ensembleposséde

uniguementesdeuxélément® et 1, avecla régledecalcul 1 + 1 = 0 (O peutétre considérécomme
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représentanies nombrespairset 1 les nombresimpairs. On a alorsimpair + impair = pair). Dans
l'anneaudes polyndémeskF;[X], on prouvequele polyndmeX’ + X® + 1 estirréductible. De méme

qu'on construilC & partir deR. en introduisant un symboleacine de X+ 1, nous construisor; s
en introduisantun symbolea racinede X’ + X* + 1. Les élémentsde Fi,s sont de la forme
a0’ + a0° + ... + a0 + ag, lesa étantélémentsie F.. a vérifie donc: o’ + a® + 1 = 0. On montre
que :

i) @ isomorphisme pré#; s est unique.

i) Fi2s — {0} estun groupemultiplicatif cyclique, engendrépar a, c'est-a-direque I'on a
Fis={0, 1,0, 0? ...,a"% (et o™= 1}

Ainsi, les éléments dB;,s peuvent étre considérés indifféeremment :

0 commedespolynémesena & coefficientO ou 1, avecla régledecalcula’ + a®* + 1 = 0 et
1+1=0.

0 commedesélémentsde la forme a¥, 0 < k < 126, auquelon adjoint 0, avecla régle de
calcula™’ = 1.

A titre d'exemples plus simplesici ci-dessousa descriptionprécisede corpsfinis plus petits.Pour
cela, il nous faut trouver des polynédmes irréductiblelB£¢]. Il suffit de partir desdeuxpolynémes

élémentairesX et 1+X, puis de chercherleurs produits. On obtient ainsi tous les polynémes
réductibles. Les autres sont irréductibles. On obtient ainsi :

degré polynébmes polynébmes
réductibles irréductibles

1 X, X+1

2 XZ, XP+X, XZ+X+1
X%+1 = (X+1Y

3 XP(X) ... X3+X%+1
X3+1 = (X+1)(OC+X+1) X3+X+1
X3HX*4X+1 = (X+1)

4 XP(X) (8 polynémes) XXX+ X+1
X*+1 = (X+1) XA4+X3+1
XXX +1 = (X+LP(X*+X+1) X*4+X+1

XHXH4X+1 = (X+1)OC+X3+1)
XXX+ = (X+1)(C+X+1)
XH4X%+1 = (C+X+1)

5 XP(X) (16 polynémes) XX+ X3+ X2+
(X+1)P(X) (8 autres polyndémes) XXX+ X+1
XP+X+1 = (C+X+1)(X3+X%+1) XXX+ X+1
XP+XH1 = (C+X+1)(X3+X+1) XXX+ X+1
Xo+X3+1
Xo+X2+1

etc ...
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On définit alors :
F,=F,Ja] aveca® =a + 1
={0, 1,a, 0%} ={0, 1, a, 1 +a}

Fs = F;j[a] aveca® =a + 1, par exemple.
Les éléments dEg sont :

0

1

a

GZ

a®=a+1
a*=a’+a
a’=a’+a+1
ab=a’+1

(a’=1)
Les racines de %+ X + 1 sont, o, o’
Les racines de %+ X? + 1 sont®, a®, a®.

Fis = Fj[a] aveca®’ =a + 1, par exemple.
Les éléments dE;s sont :

+1 o=+’ +a+1
13 _ 3 2

+0 aB¥=0*+0%+1

a=a’+1

oo aQQQkro

Onao>=1.
Les racines de %+ X° + X* + X + 1 sont®, a®, a® eta*?
Les racines de %+ X° + 1 sont’, a*!, a*® eta* Les racines de %+ X + 1 sont, a?, o eta®

Fs, = F,[X] aveca® = a® + 1.
etc ...

Revenonsau Minitel et a Fi,s Pour envoyerun messagele 15 octets(soit 120 bits) de la forme
M =bobs...b11e, OU les by sont des bits, élémentsde F,, on considérel'élémentde Fi,s €gal a
T=boa'®® + ... + byea’. Cet élémentest en fait égal & un élémentde Fi,5 de la forme

b1200° + ... + bios0 + bioe ON envoiele messagegh;...b1ddize. b1z SOIt 127 caractéres(Si on
ajoute également un bit de parité, on obtient exactement 16 dibetsn'entenonspascompteici).
Le message envoyé correspond donc dagpsau nombre :
S :b0G126+ +b1190(7 + blzoae + ... +b1250( + b126: T+T= (1 + 1)T =0
(qui est nul puisque 1 + 1 = 0). Le message regu est :
S' :b'o G126+ +b'1190(7 + b'lzoae + ... +b'1250( + b'126
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ou certainsh; sontsusceptiblesl'avoir été changésnb ala suited'uneerreurde transmissionLes
120 premiers bitb'...b'119 forme un message M' que I'on souhaite étre égal au message initial M.

A l'arrivée,on calculeS' dansF;,s Si S'= 0, on consideregu'il n'y a paseud'erreurde transmission
et que M' = M. Sinon, on supposeque les erreursde transmissionsont suffisammentrares pour
gu'une seule erreur se soit produite, par exemple &u®it a donc :

b'i = bi pOUI’i £k

by=hb+1
DesortequeS'=S+a puisqueS = 0. Or connaissanta valeurde S' (il y a 127 valeurs
possibles non nulles daliig,g), il suffit de déterminer parmi les 127 puissances posdiidéactesde

a celle qui est égalea la valeur de S'. Une et une seule puissancede a convient. L'indice k
correspondant permet de corriger I'erreur de transmission.

126k _ 126k
=a

La démarche suivie par le Minitel avEgs peut s'appliquer avec n'importe quel corps du méme type.

Si le corpspossede2” élémentspn envoiedesmessaged! constituésde 2" — n — 1 bits. Ceux—ci
sontcomplétéspar n bits. Le choix de 2'*° estastucieuxcar il permetde coder15 octetspar un
octet supplémentaire.

Voici des exemples plus élémentaires et abordables manuellement :
0 DanskF,, aveco® = o + 1.

On souhaite transmettre le message 8M.#ra,0” = ag(a + 1). D'ol :
S =a’ + a0 +ay=0
On envoie donc le messag@oa. AiNsi :
0 est codé 000
1 est codé 111
S'ily auneerreur,elle estfacile a corriger.Ce codeestpeuperformant;l multiplie les messagepar
3.

0 DansFg aveca® =a + 1

On souhaite transmettre le message 8aza,as. Il correspond au polynéme :
a00® + ay0° + a0 + a0’ = a*(agtastay) + O(a+as+ag) + (agtas+as)

On envoie donc le messagaa;a,as[aota; tay][ antazt+as][ aptastag)

Par exemple, on veut envoyer 0110. On envoie effectivement 0110001.

On recoit 0111001 &° +a* +a® + 1 =a® O erreur sugg
On recoit 0110101 &° + a* + a® + 1 =0 O erreur susy
On recoit 0100011 &° + o + 1 =a® O erreur sugy (I'y a en fait deux erreurs)
On recoit 0010001 &* + 1 =a® +a + 1 =a° O erreur sug.

Dansle casde Fg qui n'estpastrésgros,on peutcomprendrei la main pourquoila recherched'une

erreur sera possible. Notons :

A=a,B=a,C=a,D=a3, E=zap+tay+ta, F=ay +tap +a3, G=ap+a; +a
Le messagestconstituéde ABCD, le codecorrecteurde EFG. On voit que celui-ci a été construit
de facon que :

0 A+B+C+E=0
(ii) B+C+D+F=0
(i) A+B+D+G=0

Si ces trois égalités sont en défaut, cela signifie qu'une erreur porte sur B
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Si les égalités (i) et (ii) sont en défaut, I'erreur porte sur C

Si les égalités (i) et (iii) sont en défaut, I'erreur porte sur A
Si les égalités (ii) et (iii) sont en défaut, I'erreur porte sur D
Si I'égalité (i) seule est en défaut, I'erreur porte sur E

Si I'égalité (ii) seule est en défaut, I'erreur porte sur F

Si I'égalité (iii) seule est en défaut, I'erreur porte sur G

Plusgénéralementiutilisation de k bits de correctionsconduita la miseau point de k telleségalités.
Si les k égalitéssont vérifiées,le messageest considérécommecorrect.Si une combinaisonde p
lignesestendéfaut,pourl < p <k, celapermettrade corrigerun bit du messagel.e nombrede bits

k
pouvantétreutilisésestdonc ) % E: 2“—1. Surces2" - 1 bits, k servirontde bits correcteursles
p=1

2“ — k — 1 autresservanta transmettrde messageOn peut ajouter 1 bit de parité & la fin afin
d'obtenirun mot de longueur2. Cela permetde détecterla présencele deux erreurs(mais sans
gu'on puisseles corriger). Ci-dessouspn indique, pour diversesvaleursde k, le nombrede bits
signifiantsdu messagé2* — k — 1), le nombrede bits correcteurgk), le nombrede bits d'un mot
(2“ - 1). Le minitel utilisait k = 7. Bien entenducommek << 2, plusk estgrand,plus le rapport
Nombrede bits COMECLeUrS, g faible. On peut alors étre tenté de prendrek arbitrairementgrand,
Longueurdu message

maison n'oublierapasque la méthodeprécédentesupposequ'il y a au plus une erreurpar mot, et
que le mot ne doit pas étre trop grand pour que petiaiétésoit vérifiée. La valeurde k seradonc
choisie en fonction de la qualité du canal de transmission.

Nombre de bits correcteuks Nombre Ele bits signifiants Longueur du mot 2
2°—k-1
2 1 3
3 4 I
4 11 15
5 26 31
6 57 63
I 120 127

Ci-dessous,une méthode encore plus performante: la correction d'erreursdans les disques
compacts.

Annexe IIl : Utilisation d'un corps fini dans les disques compacts

Les octets sorltunité de mémoire.ll s'agitd'unesuitede huit chiffresbinaires(ou bits)0ou 1. 1l y a
donc 256 octetsdifférentsqu'on peut représentepar les nombres0O a 255 ou par les élémentsde
Fss6, corpsfini a 256 éléments.La constructionde tels corps finis est expliquée dans I'annexe
précédente. En ce qui concelifigs on introduit un symbola vérifiant :
a®+a’+a’+a’+at+a*+1=0

et on calculemodulo2. Les élémentgle F,ss sontde la forme ap + ayat + ... + a;,0”, aveca; valant0
ou 1. Il y a bien 2° = 256 élémentspossibles.On peut égalementvérifier qu'on obtient tous les
élémentsde Fase sousla forme a¥, 0 < k < 254, auxquelson adjointle 0. On a a®®® = 1. On a par

exemplea®®=a’ +a* +a® +a® +a + 1.

Considéronsin mot M constituéder octets,our estinférieurou égala 251. En adjoignant4 octets
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formantun codeC, on obtientun mot MC der + 4 octets.C estdéfini de fagconque, si, lors de la
transmissiorou de la lecturede MC, on commetdeuxerreurs,on estcapablede les localiseret de
les rectifier. Si quatreoctetsde MC sontillisibles, on sait égalementes reconstituer Comments'y
prend-on ? Supposons queddit dela forme[ay, &, ..., &-1], aveca élémentde F,s¢ (chaques; est
un octet).On considéreM commeun polynémeag + a;X + ... + a,_,X""". On multiplie ce polyndme
par (X + a)(X + a®)(X + a®)(X + a) ce qui donneun polyndmede degrér+3 possédant + 4
coefficients. Ces coefficients forment les composantes deMBpeutdoncétrevu ou biencomme
une suite de + 4 octets (ou éléments #fese), ou bien comme un polyndme MC(X) de degré3 a

coefficients dan#¥,ss possédant les racinasa?®, o’ eta®.

Supposongjue deux erreursau plus se produisentdansla transmissiorde MC, celasignifie qu'on
recoitou qu'onlit nonle polynémeMC(X), maisMC(X) + kX' + IX!, ou0<i<j<r+3etkoul
non nul. Si on calcule la valeur de ce polynéme em’, a® eta”, on obtient alors le systéme :
ka' +la = MC(a) = b,
|]kO(Zi +lo? = MC(a ) b,
ka® +1la® = MC(a ) bs
Bo® +1a% = MC(0) = by

On verifiera que : B
B(GI + GJ_)bz + G?ﬂ_bl = b3
I:I(CXI + Gj)b3 + GI+Jb2 = b4

Il peutarriver quele déterminantle ce derniersystemesoit nul. Ce déterminant/aut b, + b;bs (on
rappelle qu'on calcule modulo 2) qui est égibda’(a? + o?). Il estnul sik oul =0 ousia? = a?,
soit a®? = 1 ou 2i — 2j multiple de 255 (car a®*° = 1) donci — j multiple de 255 et donci = |

(comptetenudu fait que|| —j| <r + 3 < 255).Danstouslescas,celasignifie qu'il n'y a qu'uneseule
erreurde commise Dansce cas,on peutsupposepar exemplequel = 0, on utilise alorsseulement

a' = b, Ly bl

N , . Bk
les deux premiéeres equatldglﬁam —p, Pouren déduire que=-— b et queda' = =b d'ou on tird.
=h, )

by

Si le déterminant est non nul, on déduit du systéme les valeurs detSx=et P =a'd’. o' eto’ sont
racinesde X* + SX + P. Onentire o' eto’ etdonci etj. Il estfacile ensuited'avoirk etl. On est
donc capable de détecter deux erreurs et de les corriger.

Supposonsnaintenantjue quatreoctetsquelconquesle MC soientillisibles. lls sontlocaliséseniy,
i, i3 etiy. Attribuonsa cesoctetsprovisoirementa valeur0. Il s'agitalorsde déterminerky, kp, ks et
k, tels que

kla- + kza + k3a + k4a =MC(a)
|]klu + kza + k3a + k4a 4= MC(a?)
kla + kza + k3a + k4a 4= Mc(ad)

kot + kot 2+ ket 2+ kot 4 = MC(a)
A la différencedu casprécédentjes valeursiy, ..., i4 sontconnuesll suffit alors de résoudrele
systeme pour déterminkr, ...,ks. On est donc capable de remédier a quatre effacements.

Voyons maintenantcommentcet outil est utilisé pour corriger les incidentsde lecture de disques
compactsLesinformationsmusicalesontcodéegar paquetsie 24 octets.On leur adjoint4 octets
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commeprécédemmenpour pouvoir corriger deux erreursou quatreeffacementsOn obtient ainsi
desmotsde 28 octets,le i*™ mot étantnoté MC[i]. Le k™ octetde ce mot (1 < k < 28) seranoté
MCJi,k]. Cesmots sont entrelacégle la fagon suivante.Nous notonsles octetsligne par ligne.
Chaque ligne est constituée de 28 octets Tdigne contient les octets suivants :

MCIi,1] MCJi — 4,2] MC[i — 8,3] ... MCJ — 108,28]
On peutencoreexprimercelaen disantque le mot MCJi] estreconstituéen considérantes octets
suivants (ou Li[K] désigne l&"™ octet de la ligné) :

L[i,1] L[i + 4,2] L[i + 8,3] ... L + 108,28]

Chaqueligne de 28 octetsse trouve renforcéepar 4 octetspermettantia ausside corriger deux
erreurs ou quatre effacements, donnant en fait des lignes de 32 octets.

Supposonsque seize lignes successivessoient completement effacées (ce qui représente
16 x 32 =512 octetssuccessifeffacés)Les motsMC[i] nefaisantintervenirleslignesquetousles
quatre rangs, la reconstitution de N|Cje laissera quguatreoctetseffacésOn estcapablealorsde
reconstituecchaquemot MC. Ainsi, on estcapablede réparer'effacementde 512 octetssuccessifs.
La densitéd'informationsur un CD étantde l'ordre de 2 ko par cm de piste, on peut donc se
permettre des rayures transversales de 2 mm de large.

Annexe IV : Cryptographie

Vous souhaitez/ousfaire adresseun messageonfidentiel.Un seulmoyen,faire coderle message.
Il est apparu depuis quelgues années des codages dits a clef révélée. De quoi s'agit—il ?

Une personne | veuecevoirun messageonfidentielM d'unepersonnel. La personnd rendpublic
(dansun annuairespécialisépar exemple)un procédéde codageC;. Ce procédéestdoncconnude
tous.La personnd estla seulea possédele procédéde décodagd;. La personnel, expéditricedu
messag®/, envoiele message€;(M). La personnd, destinatairalu message'aplus qu'aappliquer
son décodage :i[Ti(M)] = M. Autrement dit, Do C = Id.

Le point fondamentakstle suivant: commentest—il possiblequele procédéde décodageD; reste
secret, etiniguementonnude la personnd, alorsquele procédéde codageC; estpublic ? Celaest
possiblecarla connaissancd'unefonctionf bijective ne suffit pastoujourspour calculersimplement
saréciproque.Une telle fonction est appeléefonction trappe.On en connaitplusieurs.ll n'estpas
exclu quedesfonctionstrappesaujourd’huicessente le devenirdemain,la difficulté de calculerf™
étantessentiellemerduea notreignorance Mais il n‘estpasexclu non plus quel'on puisseprouver
qu'unefonction est par nature une fonction trappe, le calcul de f* étant alors intrinséquement
difficile. Une fonctiontrappeactuelleestle calculdu logarithmediscret.Etantdonnétrois nombres
a, b et p, on sait facilementcalculera® mod p (le tempsde calcul est de l'ordre de In(b), cf
ALGRTHME.PDF).Mais connaissand, a° etp, on ne connaitpasde méthoderapidede calculerb.
Lorsqueles nombresen questionpossedenplusieursdizainesde chiffres, la méthodeconsistanta
essayertoutesles valeurspossiblesde b prendtrop de temps(il est de I'ordre de b). Il existe
cependantiesalgorithmesefficacessi p—1 possedale petits facteurspremiers.Le choix de p pour
définir une bonne fonction trappe est donc crucial.

[0 Le premierexempleestle systemede EIGamal.La personnd souhaitantecevoirdesmessages
choisit un nombrepremierq et choisit secretementin nombrea. Tous les nombressont calculés
modulog. Il publieg élémentde {0, ..., —1}, g et g mod g. Pourenvoyerun messagéM al, on
choisit un entier k au hasardet on envoie le couple (g, Mg™). Connaissanf, | peut calculer
facilementg®™ et doncdéduirela valeurde M. Parcontre,on ne connaitpasactuellementie moyen
efficace de calculex connaissarg® et g* modulog.

-21-



O Voici un autre exemple classique de cryptographie, le systeme RSA (Rivest—-Shamir-Adleman) :
La personnd choisit en secretdeux nombrespremiersp et g, ainsi qu'unnombred, premieravec
(p—1)@- 1) Il rend publicn = pg, etm tel quemd soit de la forme 1 k(p— 1)Q— 1).

Procédé de codage C

Découperle messageen groupede lettres et remplacerchaquelettre par un nombre (par
exemple sonrangdansl'alphabet) de fagconquele messageé transmettresoit une suitede nombres
M inférieurs an. Transmettre les nombres M' ="ivhodn.

Procédéde décodageD; : CalculerM'® mod n. On peut montrerque le résultatestM. (C'estune
variante un peu plus sophistiquée du petit théoreme de Fermat).

Voyons pourquoiil estsi difficile de déchiffrer D;. On travaille avec des nombresp et g d'une
cinquantainede chiffres. On sait déterminersur ordinateuren quelguesminutessi un nombreest
premierou pas.Le choix dep et g ne posedoncpasde problemesOn sait égalementiétermineren
quelquesaminutesle PGCDde deuxnombresll endécouleun choix facile de d. Les coefficientsdu
théoréme de Bézout se calcule aussi rapidement, d'ou la découverte rapide de

Par contre, le produit étantdonné,on ne connaitpasd‘algorithmerapidede factorisationde n. Si n
compteune centainede chiffres, on estimeque le tempsnécessairé la découvertede p et q est
actuellemente I'ordre de plusieursmilliard d'annéeslLa connaissancee C;, et doncde n ne suffit
pas, et de loin, pour détermireetq, et donc

Cette méthodepermetégalementd'identifier de fagcon certainel'auteurd'un messagell suffit que
I'expéditeurd envoiele messageCi[D;(M)], qu'il est seula pouvoir envoyer,puisqu'il est seul a
connaitreson propre procédéde décodageD;. Le récepteur appliquealors sur le messageecu
Ci o Di. Eneffet, il estfacile devoir quelesprocédésle codageC et de décodagdd commutentet
que I'on a donc :

Cj 0 Di 0 C. 0 DJ(M) = Cj 0 DJ(M) = Dj 0 CJ(M) =M.

Prenons des exemples avec des petits nombres :

p=>5
q=7
n=35
d=17
m=5

n = 35 etm =5 sont rendus publics. On veut envoyer le message M = 23.
On expédie M= M° mod 35 = 18
On décode M” mod 35. On retrouve bien M = 23,

On peut prendre également :

p=11
q="7
n="77
d=13
m= 37

n =77 etm= 37 sont rendus publics. On veut envoyer le message M = 18.
On expédie M= M*" mod 77 = 39
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On décode M® mod 77. On retrouve bien M = 18.
En ce qui concernde calculde puissanceanoduloun entier,il estmaladroitde calculerla puissance
d'abord avant de faire la réduction modulo I'entier. Les deux doivent se faire conjointement.

Cesméthodedle cryptagesonttellementefficacesque les gouvernementsnt promulguésdeslois
visant a limiter la taille des nombrp®tq.

Voici également quelques problemes de transmission confidentielles :

[0 Deux personnedA et B, éloignéed'une de l'autre, veulentconvenird'un nombrecommun,qui
pourrapar exempleleur servir ultérieurementpour s'envoyerdes messagesodés.lls peuventse
téléphoneiou s'écrire,maisrien ne garantitla confidentialitéde leurséchangesCommentfaire ? La
aussi,on utilise desfonctionstrappesau moyendu protocolede Diffie et Hellman.Diffie et Hellman
ont en effet présumeégu'il étaitinfaisable,avecles connaissanceactuellesde calculerun nombrede
la forme g*® mod g, connaissant® mod g et g® mod g, lorsqueg, a et b sontgrands.Ceciestune
variante du probleme du logarithme discret.

Il suffit donca A et a B de se communiqueréventuellemenpubliguementjes nombresg et g. A
choisit secretementin nombrea et envoiea B le nombreg®. De méme,B choisit secretementin
nombreb et envoiea A le nombreg®. A et B peuventalorstous deux calculerfacilementg®, mais
personne d'autre ne le peut.

[0 Dansun paysfictif, lespostierssontparticulieremenmalhonnétegt pillent les colis qui leur sont
confiés. Les usagersdisposentde colis rigides susceptiblesd'étre munis de cadenas.Seuls ces
derniers colis arriverihtactsa leur destinataireComment'usagerA peut—iltransmettrei l'usagerB
un objet précieux, samgplacementle 'un ou del'autre? Il va de soique,si A placeun cadenasur
son colis, B ne dispose pas de la clef du cadenas !

Voici la réponseA placesoncadenasurle colis etI'envoiea B. B poselui aussisoncadenasurle
colis etle renvoiea A. A enlévesoncadenagt renvoiele colisa B. Il suffit alorsa B de retirerson
cadenasCe procédéestutilisé en cryptographiedansle systemede Massey-Omurale colis estun
messagel transmettreJe cadenageprésentain procédéde codageconfidentiel propre a chaque
personneA et B conviennente travailler modulo g, g étantun nombrepremier (éventuellement
public). A veutenvoyerconfidentiellementin message B, représentéar un nombreP nonnul ; il
choisit un nombrea premieravecq — 1 et envoie P mod g. L'algorithmed'Euclidelui permetde
trouvera' tel queaa =1 modq — 1. B choisitde mémeun nombreb et soninverseb’ modulog, et
renvoie (P)® = P* mod g. A calculealors (P?)* = P° mod q en vertu du théorémede Fermat
(P** =1 mod q) et le renvoiea B. B calculealors (P°)° = P mod q. Il faut cependanégalement
prévoir un systemed'authentificatiorde signaturepour éviter que quelqu'unsefassepassepour A
aupres de B. Ce systéme d'authentification est décrit ci—-dessous.

O Le systeme d'authentification de signature DSS (Digital Signature Standard).

Alice veut envoyer a Bob un message, accompagnéeprocédurede certificationde sasignature.
Elle procéde comme suit :

i) Choisir un nombre premieyd'unecinquantainele chiffres. |l suffit de disposerd'ungénérateude
nombre aléatoirergndon) et d'un test de nombres premigspiimeet nextprimeen MAPLE).

ii) Choisirun nombrepremierp d'environ140 chiffrestel quep = 1 modg. (On testela primalité de
nombres de la forme 1rg, en faisant varier).

iii) Choisir un nombreg pour lequel est la plus petite puissance vérifighe 1 modp.
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iv) Choisirun entierx aléatoireentre0 et g, et calculery = g mod g. x estgardésecretmaisg, y, p
etq sont publics par Alice.

Pour signer un message H, nombre entier entrg 6 &t Alice calcule ce qui suit :

v) Elle choisit un entier K entre 0 @t- 1, et calcule R=g* modp, puis R = R, modg
vi) Elle calcule enfirs tel quesK = H + xR, moda.

La signature est donnée pak,(B.

Pour vérifier la signature, Bob opére ainsi.
a) Il calcule % =s'H modq

b) Il calculeu, = s'R, modq

¢) Il calculeg' " modp (qui n'est autre qug
fait queg® = 1 modp)

d) Il calcule R modq et il doit retrouver R

H+xR,)/smodq
2 = g™ = g* modp = R, comptetenudu

Cetteprocéduresstbaséesur la difficulté de calculerx connaissany = g mod p. Seulela personne
connaissarnt est supposée capable de créer la papges R

[0 Abel veut convaincreCain qu'il a réussia résoudreune équationdu type logarithmediscret,
autrementit, étantdonnéy, il a découveri tel queb® = y. CependantAbel ne veut pasdévoilera
Cain la valeur d&. Voila comment procéder.

i) Abel choisit un nombre quelconque et envoie a Cain le nontre b°,

ii) Cain tire alors a pile ou face

* Sila piéce tombe sur pile, il demande a Abel la valewratesérifie qued' est bien égal B°.

« Sila piece tombe sur face, il demande a Abel la valearde et Cain vérifie qugh' = b***.

i) Recommenceau i) jusqu'ace que Cainsoit convaincuqu'Abel connaitbien la valeurde x. Si
Abel ignore cettevaleur, il ne peutrépondrequ'aun seuldesdeuxtirages,maisil ne peut prévoir
lequel.Parailleurs,Cainne peutdéterminerce quevautx, puisqu'ilignorela valeurde e dansle cas
d'un tirage sur face.

O Indiquonsenfin un problemecurieux. Cainpeutenvoyera Abel deuxmessagesodés.Abel peut
endécoderalorsun et un seul,maisCainne peutsavoirlequel.On utilise la aussila suppositionde
Diffie—Hellmann.On travaille moduloun nombrepremierqg et on supposedonnéun nombreC dont
ni Cain ni Abel ne connaisse le logarithme en lbas&ici comment procéder :

i) Abel choisit un nombre au hasard et envoie a Cain I'un des deux codplgls,) = (b*, %) ou (by,

b,) = (% b). Cain ignore lesquel de ces deux couples il recoit.

i) Cainchoisit deux entiersy; et y,. Si les deux messagesontm, et m, codésen binaires,Cain

. Y. Y. y: y: . 7 2
envoieles nombresb !, b'%, my xor by *, m, xor b, %, les deux premiersétantdonnésmodulo g, les
deuxdernierscodésen binaires.L'opérateurxor estle ou exclusifqui agit sur les chiffres binaires
correspondant des deux nombres de la facon suivante : 0 xor 1 =1 xor0=1,0xor0=1 xor 1 =0.

iii) Abel peutcalculer(b)” = (b")* caril connaitx, etil saitsi b* = b; ou b, doncil peutcalculerb,’*
oub,? Il pourradoncdécodelle messagen correspondanMaisil ne peutpasdécoded'autre,car

. . . Yi . . ~ . , .
il aurait besoin dealculer(%) ', et pourcelail abesoinde connaitreC exprimécommepuissancele
b.
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Précisonsque la plupart des tests qui précédentpeuventétre appliquésdans des groupes,par
exemple le groupe des courbes elliptiques sur des corps finis.

Annexe V : La recherche des grands nombres premiers, le test de Lucas

Nousavonsvu gqueles plus grandsnombrespremiersconnussontde la forme 29 — 1. Cesnombres
sontappelédes nombresde MersenneD'unepart, leur forme estadaptéeau calcul sur ordinateur,
d'autre part, on dispose du test de Lucas qui permet de déterminer s'ils sont premiers ou non.

On remarque d'abord qu'il faut gaeoit premier. En effet, §j = 0.0, avecl< g <getl<g,<gq,
alors 2 — 1 est divisible parqﬁ— 1 et par 2 — 1. En effet, si on calcule moduld2 1, on a :
2" =1 mod 2' -
O 2% =12 =1 mod 3 -
O 29— 1=0mod 2! —

De méme avec 2— 1.
Cette condition n'est pas suffisante. 11 est premier, mais2= 2047 = 23 89.

Dansla suite,on supposey premiersupérieuou égala 3. On posep = 2% — 1. On va établirun test
permettant de savoir piest premier ou non. On définit la suite)gs, par :
Lo=4etly=L"-2

Le testde Lucasénoncequep estpremiersi et seulemensi L4, estdivisible par p. Pourcela,on
effectue les calculs modupoen utilisant la relation de récurrence.

EXEMPLE:

0 Pourq = 7, les valeurs successives de la suite sont 4, 14, 67, 42, 111, 0./Bdhes premier.
[0 Pourq = 11, lesvaleurssuccessivese la suitesont4, 14, 194,788,701,119,1877,240, 282,
1736 et 2' — 1 n'est pas premier.

Nousnouscontenteronsle montrerquela conditionénoncégar LucasestnécessaireOn suppose
doncp et g premiersMontronsquele testestvalide. On a une expressiorexplicite de L, a savoir:

2 + 6 n+1 2 6 n+1
ﬁ%ﬂﬁ + ﬁ%ﬂﬁ , commeon pourrale vérifier par récurrenceC'estcette expression

que nous utiliserons pougL.

Notonsquele petit théorémede Fermaténonceque 2" = 1 [q], autremendit, il existem tel que
27t _1=gm Ona égalemenf‘z p+ 1=1|[p]. Il enrésulte que :

2= 2T = A= 1" ] = 1 [
Admettons par ailleurs provisoirement q&'%* = — 1 [p] et considérons {.; :

s BEEF L HENEE e T Bl R

Développons cette expression. On obtient :

p+1 p+1l +1
Ler=g1 3 i %fzp*“%uz% > B B2 e -af
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2 k pair

%\/ﬁ pr1k \/ék
(pt+1)/2

+1
z om @2"’”)’“‘ 6" en posank =

(p+1)/2 "
__(_MZ z @3
D 2(p—1)/2 L p+l )2 ESm

+1 . . .
Or on montreraque,pour2 < k< p-1,0ona gk EE 0 [p].(Utiliser le fait que p est premieret

apparait au numérateur du coefficient binomial).

0 o(p-1)12 Loa=1+ 4pr1)r2 In]
= 1 — 3 p] puisque nous avons admis qUE'# = — 1 [p]
=-2[p]

O Lq1=— 2 [p] puisqu'au début de cette étude, nous avons vugilé 2 1 [p].

Or Lg1=Lq s — 2,donclys” = Lqa+ 2=0[p] doncLy =0 [p] (utiliser le fait quep estpremier).
Nous avons donc montré que le test de Lucas est vérifié.

Pourcela,nousavonsadmisque3® ™2 = — 1 [p]. Montronscettepropriété.Remarquonsgjuep — 1
est divisible par 3. En effet :
p—1=2-2=(-1f-2[3]=(-1f + 1 [3] orqg est impair car premier supérieur a 3 donc
p-1=0[3]
Nouspouvonsdoncconsidérete polyndmeX®™" — 1. Lorsqu'oneffectueles calculssurles entiers
modulop, avecp premier,on obtientun corpsdontles élémentgmodulop) sont{0,1,..., p-1}. Ce
corps est not#/pZ et fait I'objet d'une étude plus approfondie en deuxigmneéeMP. Parexemple,
le fait quea non nul admetun inverserésultede l'identité de Bezout.En effet, a non nul modulop
signifie que a n'estpasdivisible par p et doncque, p étantpremier,a estpremieravecp. Il existe
doncb etmtel queab + pm= 1 soitab= 1 modulop. a posséde donc un inverse modplo

Dans ce corps, le polyndmé®”°— 1 étant de degl%;—l admetau plusp;—l racinesll restedonc

p—1 _p;_l éléments en dehors de ces racines et du 0, vérifiant :

az0 [p] eta®"# 1|p]

Posond =a®™"® Ona:
b® =a”'=1 [p] encore d'aprés le petit théoréme de Fermat.
0 (b—1p*+b+1)=0[p]
O b>*+b+1=0[p] (utiliser le théoreme de Gauss et le fait guest premier éb # 1 [p])
O (2b+ 1Y =-3 [p] (il suffit de développer le membre de gauche)
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O — 1=30Y2p] (il suffit d'élevera la puissance'empairepg—l et d'utiliser & nouveaue

petit théorémede Fermatpour conclureque (2b + 1)** = 1 [p], sachanfjue2b + 1 # 0 [p] puisque
3#0 [p]). CQFD

Annexe VI : Les nombres parfaits

On appellenombreparfaittout entier positif égala la sommede sesdiviseurspositifs autreque lui-
méme.Parexemple,6 estparfaitcar6 = 1 + 2 + 3. Le but de cet annexeestde décrirela forme
généraledesnombresparfaitspairs. Pourtout entier n positif, on note o(n) la sommede tous ses
diviseurs positifs. Ainsig(6) est égal a 12. Un nombmneest donc parfait si et seulementén) = 2n.

On peut vérifier que 28, 496 et 8128 sont d'autresnombresparfaits, et que 6, 28, 496 et 8128
peuventtous s'écriresousla forme 2"(2™" — 1), avec2™ — 1 premier.A titre de curiosité, nous
indiqguonsguele cinquiemenombreparfait (découverien 1456)est33 550336, et estégalemente
la forme précédentell n'estpasdifficile de montrerqu'untel nombreestparfait. Sesdiviseurssont
en effet de la forme*20< k< n, ou bien 42™* —1),0< k< n. Il n'y enapasd'autressi 2™ — 1 est
premier. La somme de ces diviseurs vaut :
o2 —1)=1+2+ .+ 2" -1 +22" -1 + ...+ 2" - 1)
=(1+2+..+21+2"-1)
— (2n+l _ 1)21+l
= 2 % 2n(2n+l_1)
donc2"(2""-1) estparfait. Ce résultat,ainsi quela valeurdesquatrepremiersnombresparfaits, est
connu depuis Euclide.

Il a cependanfallu attendreEuler au XVIlléme pour voir établir la réciproque.Tousles nombres
parfaits pairs sont de cette forme. Il n'y en a pasd'autres.Nous devonspour cela faire plusieurs
remarques préliminaires :

MHo@)=1+2+..+2=2""-1

(i) o(p) =p + 1 si et seulement piest premier

(i) Si m et n sontdeux entierspremiersentre eux, alors a(mn) = a(m)a(n). En effet, les
diviseurs dannsont de la formev avecu diviseur dem etv diviseur den, de sorte que :

omn=>5%d= > uv=>) ux) v=a(ma(n)

dmn umetvn um vin

Considéronsalors m = 2k un nombre parfait, avec k impair. Notre but est de montrer que
k = 2" — 1et quek est premierk étant impair est premier avetde sorte que :

a(m) = a(k)o(2") = o(k)(2™" - 1)
Commem est premierg(m) = 2m de sorte que(k)(2™" - 1) = 2"k
2™ divise o(k)(2™" — 1) et estpremieravec2™" — 1 doncdivise a(K). Il existedoncun entiert tel
que:

a(k) = 2% (@)

k=t(2"" - 1) (b)

Supposons strictemensupérieura 1. k admetdonccommediviseursau moins1, t et lui-méme,de

sortequeo(k) estaumoinségala 1 + t + t(2™" — 1) = t2™* + 1 qui eststrictementsupérieud 2™t
contredisant le (a).
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Donc nécessairement,= 1, k = 2™ — 1, m = 2"(2™'-1). Enfin o(k) = 2" = k + 1, donck est
premier. CDFD

Si I'on connait parfaitementla forme des nombresparfaits pairs, on ignore actuellementsi les
nombresparfaits pairs sont en nombrefini ou non. On ignore égalements'il existe des nombres
parfaitsimpairs.On a démontréen 1976 qu'il n'existeaucunparfait impair inférieur a 10'°°. Cette
limite a été portéea 10'*° en1989,a 10 en 1991, ..., et 2 10°°*°en 2010. S'il existeun nombre
parfait impaim, on sait qu'il se décomposafacteurspremierscommeproduitde p* ol lesfacteurs
p sontau moinsau nombrede 9, et ou tous les exposantk sontpairs saufun qui estcongrua 1
modulo4 (i.e. dela forme 1 + 4n). Le nombrede facteurs distinctsou non, estau moinségala 75.
Le plusgrandfacteurpremierestsupérieua 10°. L'une despuissanceg" estsupérieuré 10°°. Sim

possede facteurs premiers distincts) est majoré par“i

Annexe VIl : Curiosités

1- Problemes de la factorisation des entiers
On ne connaitpas d'algorithmeefficace pour décomposeun entier n en facteurspremiers.La
recherchenaive de diviseursest un algorithmeen O(\/ﬁ), qui est exponentielen le nombrer de

chiffres de n puisquen estde l'ordre de 10 et O(\/ﬁ) = 0(10"). Un tel algorithmeprendplusieurs
milliards d'annéeglésque n atteintune centainede chiffres. Certainsalgorithmestrés astucieuxont
été développés. Citons par exemple la méthiod@le Pollard pour déterminer udiviseurden : on
considéreune fonction f définie sur les entiersmodulo n. On part de X,, et I'on calculeles itérés
X+1 = f(X), jusqu'a ceuele PGCDdex — x etden soitnontrivial. Cetteméthodedonneengénéral

un diviseur p de n en un tempsO@/p) (et non OQ/n). Au pire, pour un nombre non premier,

l'algorithmeesten O(“\/ﬁ). On connaitdesalgorithmesen O(exp(G{r Inr)) pour un nombren der
chiffres.

A titre d'exempleon sait que le nombresuivant(RSA-210)estfacteurde deuxnombrespremiers,

mais on ignore lesquels :
2452466449002782119765176635730880184670267876783327597434144517150616
0083003858721695220839933207154910362682719167986407977672324300560059
2035631246561218465817904100131859299619933817012149335034875870551067

En 2009, on a réussi a factoriser RSA-768 :
1230186684530117755130494958384962720772853569595334792197322452151726
4005072636575187452021997864693899564749427740638459251925573263034537
3154826850791702612214291346167042921431160222124047927473779408066535
1419597459856902143413

a savoir :
3347807169895689878604416984821269081770479498371376856891243138898288
3793878002287614711652531743087737814467999489
x 367460436667995904282446337996279526322791581643430876426760322838157
39666511279233373417143396810270092798736308917

(cf http://en.wikipedia.org/wiki/RSA_Factoring_Challenge pour plus de précisions)

Dansles annéesl980, on estimaitqu'il fallait desmilliards d'annéegpour factoriserun tel nombre.

Mais les ordinateurset surtoutles algorithmesont largementprogresséPendantombiende temps

les systemesle protectionactuelspar cryptographieautilisant de grandsnombrespremiersresteront-

ils hors d'atteinte ?
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Par contre vérifier gu'inversement le prodigsdeuxentiersci-dessusedonnebienle nombreinitial
ne demandeju'unefraction de secondevecun logiciel tel que Python.Ainsi, prouverqu'unnombre
n estcomposéi.e. non premier)ne demandeyju'unemultiplication. Il suffit de donnerdeuxnombres
d; et d, supérieursa 1 tels que d;d, = n. Mais on ne disposed'aucuneprocédureefficace pour
trouver deux tels nombres. On se trouve donc devant la siuation suivante :

Si on sedonneun entiern de plusieursdizainesde chiffres, on estincapableen générald'en
donnerun diviseur en un tempsraisonnableOn ne connaitpas d'algorithmequi donneraitun tel
diviseur en utempsqui seraitunefonction polynomialedu nombrede chiffresden. Onignoresi un
tel algorithme existe.

Si on sedonnen ainsi qu'unnombred, il suffit d'unefraction de secondepour testersi d
divise n. On peut montrerque le tempsde calcul de la division est une fonction polynomialedu
nombre de chiffre de.

Ondit quele problémede la factorisationde n estun problémealgorithmiquede type NP (pournon
déterministepolynomial),ce qui signifie qu'untirageau hasardchanceudu nombred permettraitde
testerquen estcomposéen un tempspolynomial(i.e. qui soit unefonction polynomialedu nombre

de chiffre den). Mais il n'existeaucuneprocédureefficacede déterminemn tel d et l'on ignoresi ce
probleme algorithmique est de type P (pour déterministe polynomial), sgjifie qu'onne connait

pasa ce jour d'algorithmeen tempspolynomial permettanide déterminerun tel d. La questionde

savoir si les problemes de type NP sont en fait de type P est un probleme central de I'algoethmique
la réponsea cettequestionestdotéed'unerécompense'un million de dollarspar la fondationClay
(http://www.claymath.org/millennium/Rules_etc).

Un dernierexemple: le nombrede Fermat2® + 1 n'estpaspremierpuisqu'onpourravérifier enune
fraction de seconde que :
2% + 1 = 123892636155289%7
93461639715357977769163558199606896584051237541638188580280321
Cependant, la décomposition précédente n'a été trouvée qu'un 1981.

Voici un apercu de I'évolution de nos capacités de calcul :

» En 1874, 0n pensaitimpossiblede factoriserles nombresd'unedizainede chiffres, par exemple
8616460 799. Ce n'estqu'en1925 qu'onle factorisa(96079x 89681).Cette factorisationest
aujourd'hui instantanée sur un modeste ordinateur de bureau.

» Dansles annéesl960, la factorisationdes nombresde 25 chiffres semblaithors de portée.On
factorisa en 1970 un nombre de 39 chiffres.

* A lafin desannéesl970,0n s'attaquea desnombresde 80 chiffres. Le capdes100 chiffres est
atteint en 1990. Le défi RSA-129, lancé en 1977 conssstadtoriserun nombrede 129 chiffres.
Le tempsde calcul était alors évaluéa quelquesmillions d'annéesLes progresalgorithmique
permirent d'atteindre le but en 19%bus avons vu ci-dessus dealéfi RSA-768a étéremporté
en 2009.

. 20 . . ~
« On saitquele nombrede FermatF,, = 2 + 1 estcomposémaison ne connaitaucunde ses
facteurs. Il est possible qu'on n'en connaitra jamais aucun.

Le lecteur intéressépourra se reporter au livre de Jean-PaulDelahaye, Merveilleux nombres
premiers Belin (2000).
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2- Un test probabiliste de primalité

Bien que ne sachant que difficilement factoriser un nombre dameinede chiffres,on possedeles
algorithmespermettante déterminera primalité de nombresd'un millier de chiffres. Bien entendu,
cestestsde primalité n'utilise pasla recherchele diviseurs,mais d'autresmoyensplus détournésli
existe égalementestestsprobabilistespermettantde testerde manierequasi-certainda primalité
des nombresde quelquesdizainesde milliers de chiffres. La plupart utilise le petit théoremede
Fermat.Malheureusemente théoremede Fermatne permetpas de testersi n est premier, car
certainsnombresn vérifient la conclusiondu théoremede Fermatsansétre premier. |l s'agitdes
nombres de Carmichael dont le plus petit est 88ila doncaffiné le théorémede Fermatde facona
obtenir une condition nécessairet suffisantesur la primalité de n et passeulemenune condition
nécessaire. En voici un exemple :

Le test de Miller—Rabin :
Soit n un nombreimpair. Posons+1 = 2%, avect impair. Soit b premieravecn. On dit queb etn

passente testsib' =1 modn ousiil exister, 0< r < stel que b'? = -1 modn. (Le théoremede
Fermat énonce seulement dpie' = b?=1 modn)

On prouveque, si n est premier, le test réussitpour tout b premieravecn, mais si n n'estpas
premier,le testéchouepour au moins% desnombresb. On choisitdonck nombresb au hasard.Si
I'un des tests échoue, on est certainrmgest composé. 3& testréussit,alorsn estpremieravecune
probabiIitéd'erreuﬁnférieureazlk, soitl—cl)fg si k = 30. La probabilitéd'erreurestenfait certainement
encoreplus faible. Pourb = 2, 3, 5 ou 7 seulementle seulnombrecomposén inférieura 10™ qui
passde testest3215031751En outre, il a été prouvéquele testprécédenseraitdéterministget
non plus probabiliste)en un tempsde calcul O(In°n), & conditionquela conjecturedite de Riemann
soit vérifiée.

La fonction isprime du logiciel MAPLE estun test probabilistecomparablea celui qui vient d'étre
exposé Une réponsefalse assureque le nombreproposén‘estpas premier,maisl'aide de MAPLE
précise qu'une réponsetrue assureseulementque "n is very probably prime [...]. No counter
exampleis knownand it has beenconjecturedthat sucha counterexamplemustbe hundredsof
digits lond'.

3- Les certificats de primalité
Un certificatde primalité estunedonnéepermettant'assuregu'unentiern estpremierentempsde
calcul polynomialenle nombrede chiffresde n. Ce certificat estla donnéed'uneliste (a, qi, ai, G,
a, ...,0w &) telle que les trois conditions suivantes soient vérifiées :

Hn-1= Ot 2.k, lesgx étantpremiers

Oa"'=1modn

Boio{g, ...k, " # 1 modn
Pratt a montré en 1975 que ces conditions sont équivalentes a diresjyzemier(Lesgx peuvent
égalementétre accompagnéde leur certificat s'il n'apparaitpas de facon évidente qu'ils sont
premiers).

n—l)/qi

Ainsi, le nombre28011962694190979003906284t premierde fagon certaine,son certificat étant
(2,2,1,3,24,5,18, 13, 1). En effet :
28011962694190979003906251 = 2x 3*x 5*x 13

-30-



2"1=1 modn

20D2 = 28011962694190979003906250 nod 1
2DB = 11409189240457610488078453 nod 1
215 = 19149865221631627968481681 nmod 1
2D13=19033112994514288139538007 nmod 1

Mais tout le problémeestdetrouverla bonneliste. n étantdonné,on tombeen effet surle probléeme
de décomposar— 1 en facteurs premiers, probléeme dont nous avons souligné la difficulté plus haut.

Un pas théorique extrémementimportant a été franchi en aolt 2002 par trois mathématiciens
Indiens, Agrawal, Kayal et Saxenaqui ont mis au point un test de primalité déterministedont le
tempsde calcul est polynomialen le nombrede chiffres de n. Cettedécouvertea fait le tour de la
planéteenpeudetemps.Cetestestencoretrop lent pour pouvoir étre mis efficacementen pratique
par rapportaux testsprobabilistesmais on peut espéremue destestsdéterministegapidesseront
bientdt mis au point.

4- Le polynGme de Jones

En 1976,Jonesa explicité un polynbmedes26 variablesentierespositivesou nullesa, b, ..., z, dont
I'ensemble des valeurs positives coincide avec I'ensemble des nombres premiers: Le voici
(k+2)[1 — fvz+h+j-q)* — [(gk+2g+k+1)(h+]) +h -2
— (Drpratz—e)” — [16k+1)°(k+2)(n+1) + 1 —F)°
—- B(er2)(@+1) + 1 —0°)* - [(@-1y + 1 —X]°
- [168%'(a*-1) + 1 7?
— [(eru’(u-)-1)(+4dy)® + 1 — f+cu)’]” — [nH+v—y]?
— [6°-1)% + 1 —n7P]* — [ai+k+1-4-]?
— p +I(an-1) +b(2an+2a—n*—2n-2) —m]*
~ b+ y(-p-1) +s(2ap+ 2a—-p’ ~ 2 - 2) -x|°
~E+pl(a-p) +t(2ap—p”~ 1) —pri’]
Pour prouver qu'un nombreest premier, il suffit de donnerles "bonnes"valeursentiéresaux 26
variables.et de faire le calcul pour voir si on trouve bienle nombrepremieren question.(JamesP.
Jones, Daihachir8ato,Hideo Wada,DouglasWien, Diophantinerepresentatiorof the setof prime
numbers AmericanMathematicaMonthly, 83/6 (1976),p.449-464) Malheureusemente résultat,
trouvéencorollaired'unproblemeplus fondamenta(le 10émeproblemede Hilbert) n‘aqu'unintérét
théoriqueet nullementpratique, car le polynédmede Jonesn'esten fait qu'un codageextrément
astucieux d'un criterort peuefficacede primalité a savoir: k + 2 estpremiersi et seulemensi (k +
1)! + 1 = 0 mod k+2 (théorémede Wilson). Les nombresintervenantdans ce polyndme sont
gigantesques. Ainsi, les valeurs des variables permettant d'obtenir le nombre premier 2 sont-elles :
a=7901690358098896161685556879749949186326380713409290912
b=0
e =32,

H
\l

—x\—- — :@ —
Ny

P oU0lO o

901690358098896161685556879749949186326380713409290912

S 3
I
N
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0 = 8340353015645794683299462704812268882126086134656108363777

5803380716197792323371113759499898372652761426818581821,

X =1248734210305461237169554561999152273634980426253694047876630460
68861824030537771349337505905066959125291583487
y = 15803380716197792323371113759499898372652761426818581824
z=9
u et r sont trop grand pour étre affichés (et peut-étreméme calculés).lls sont solutions de
I'équation:
6231032374774678375315487127485694881069777898489951862434007222130585
8194676925305194413689906975010766679814949029450382905632490521084141
7290621902135016282901929099490954840735339461508649159843345728224652
0615155424250771203904716541829646008407835639266837983050933901598992
2355433080757000533565286762919005360778364466495488-u" = O
c etd sont solutions d'une équation comparable.® ®

5- Les fractions de Conway et Guy
Dans le méme genre d'exploit loufoque, J.H. Conway et R.K. Guy, dansle livre The Book of
Numbers (Springer-Verlagl996), donnela curiosité suivante("our besteffort along theselines'
selon les auteurs). Considérons la suite de fractions qui suit :

17 78 19 23 29 77 95 77 1 11 13 15 15 55

91 8 51 38 33 29 23 19 17 13 11 14 2 1

A B C D E F G H | J K L M N
Démarrezavecunepuissanceale 2 dela forme 2P, ou p estpremier,puis multipliez de fagconrépétée
par la premiérefraction (en commencanfpar la gauche)qui fournira un résultatentier. Alors la
prochainepuissanceale 2 quel'on obtiendraserade la forme 2° ot g estle nombrepremierimmédiat
supérieura p. Parexemple,en partantde 2, on obtientainsi, en multipliant successivemergar les
fractions M, N, E, F, K, A, etc... les nombres suivants :

215 825, 725 1925 2275- 425 390 - 330 - 290 - 770 - 910 - 170

- 156 - 132 - 116 - 308 - 364 - 68 - 4
jusqu'aparvenira 4 = 2°. Si on continue,on obtiendraensuite2®, puis2® (sangamaispassempar 2*),
etc...(Ne pas partir detrop grand car le programme est assez losgt@rminer).Nousnerésistons
pas a I'envie de donner la suite des valeurs qui suivent 320n 2iotera que I'on parvientl2g= 2’
sangamaisétre passépar64 = 2° Il Le calculanaloguenousfaisantpasserde 2’ & 2'* prendraitsix
pagesll©® © ©

32 - 240 - 1800 13500- 101250- 759375- 41765625~ 36703125~ 97453125
- 85640625 -~ 227390625 - 199828125 - 530578125 - 466265625 - 1238015625 -
1087953125 2888703125 3413921875 637765625 585243750 - 109331250 -
100327500~ 18742500- 17199000 3213000 2948400 550800 - 505440 - 427680
- 375840- 997920 876960 2328480- 2046240- 5433120 4774560~ 12677280-
11140640- 29580320 34958560 6530720 5992896 1119552 417088 - 252448
- 1042720- 631120 2606800- 1577800- 6517000- 3944500 16292500- 9861250
- 40731250- 24653125 101828125 412671875 487703125 91109375~ 83606250
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- 15618750- 14332500- 2677500 2457000 459000 421200- 356400- 313200
831600 730800- 1940400- 1705200 4527600 3978800- 10564400- 12485200-
2332400- 2140320 399840 - 366912 - 68544 . 25536 —» 15456 -~ 63840 - 38640 -
159600- 96600 399000- 241500 997500- 603750 2493750 1509375- 6234375
- 25265625 22203125- 58953125- 69671875- 13015625- 11943750- 2231250 -
2047500 - 382500 - 351000 - 297000 — 261000 - 693000 - 609000 —» 1617000 —
1421000- 3773000 4459000- 833000 764400 142800 131040 24480 - 22464
- 19008 — 16704 - 44352 - 38976 — 103488 — 90944 . 241472 . 285376 - 53312 -
3136 - 3360 - 3600 27000 202500- 1518750- 11390625- 626484375 550546875
- 1461796875~ 1284609375~ 3410859375~ 2997421875~ 7958671875~ 6993984375~
18570234375 - 16319296875 » 43330546875 — 38078359375 - 101104609375 -
119487265625 22321796875~ 20483531250~ 3826593750~ 3511462500- 655987500
- 601965000~ 112455000~ 103194000~ 19278000- 17690400- 3304800- 3032640-
2566080 - 2255040 - 5987520 - 5261760 —» 13970880 - 12277440 - 32598720 -
28647360~ 76063680 66843840 177481920- 155968960 414124480 489419840
- 91430080 83900544 - 15673728 -~ 5839232 . 3534272 - 14598080 8835680 -
36495200- 22089200- 91238000- 55223000- 228095000- 138057500~ 570237500-
345143750 1425593750- 862859375- 3563984375 14443515625- 17069609375-
3188828125~ 2926218750- 546656250~ 501637500~ 93712500 85995000- 16065000
- 14742000 -~ 2754000 - 2527200 — 2138400 — 1879200 - 4989600 - 4384800 -
11642400- 10231200- 27165600- 23872800 63386400 55703200~ 147901600
174792800~ 32653600~ 29964480 5597760 5136768 - 959616 - 357504 - 216384
- 893760 - 540960 - 2234400- 1352400- 5586000 3381000 13965000- 8452500
- 34912500- 21131250- 87281250- 52828125- 218203125- 884296875~ 777109375
- 2063359375 2438515625 455546875 - 418031250 78093750 - 71662500 -
13387500 12285000- 2295000 2106000- 1782000 1566000 4158000- 3654000
- 9702000 - 8526000 - 22638000 19894000- 52822000 62426000~ 11662000
10701600- 1999200 1834560 342720 314496 - 58752 . 21888 - 13248 . 54720
- 33120 -~ 136800 - 82800 —» 342000 - 207000 —» 855000 - 517500 - 2137500 -
1293750 — 5343750 - 3234375 - 13359375 - 54140625 - 47578125 126328125 -
111015625 294765625~ 348359375~ 65078125- 59718750~ 11156250- 10237500
1912500- 1755000- 1485000- 1305000- 3465000- 3045000- 8085000 7105000-
18865000 22295000 4165000 3822000 714000 - 655200 - 122400 - 112320 -
95040 - 83520 - 221760 194880 - 517440 - 454720 1207360 1426880 266560
- 244608 - 45696 -~ 17024 —» 10304 - 42560 - 25760 — 106400 - 64400 - 266000 -
161000 - 665000 - 402500 - 1662500 1006250 4156250 2515625- 10390625-
42109375- 49765625 9296875 8531250 1593750- 1462500- 1237500 1087500
- 2887500- 2537500- 6737500- 7962500 1487500~ 1365000 255000 234000 -
198000 174000- 462000- 406000- 1078000- 1274000- 238000- 218400 40800
- 37440 - 31680 - 27840 - 73920 - 64960 —» 172480 - 203840 -~ 38080 - 34944 -
6528 - 2432 - 1472 - 6080 - 3680 - 15200 - 9200 - 38000 - 23000 - 95000 - 57500
- 237500 143750 593750 - 359375 1484375- 6015625 7109375- 1328125-
1218750 - 1031250 - 906250 —» 2406250 - 2843750 - 531250 -~ 487500 - 412500 -
362500 962500 1137500 212500- 195000- 165000- 145000- 385000- 455000
- 85000 -~ 78000 - 66000 - 58000 — 154000 - 182000 - 34000 - 31200 - 26400 -
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23200 - 61600 - 72800 - 13600 - 12480 - 10560 — 9280 - 24640 - 29120 - 5440 -
4992 . 4224 - 3712 - 9856 - 11648 2176 - 128

O
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