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Préliminaire historique

A la fin du XVIléme, puis au XVllleme siécle, le développementu calcul algébriquepermet
d'envisageta résolutiondessystemedinéairesdépendantle parameétresavecautantd'inconnuesjue
d'équations.MacLaurin, en 1748, résout les systemesde 2 (respectivement3) équationsa 2

(respectivemenB) inconnues,a coefficients quelconquesEn 1750, Cramer donne les solutions
généralepour les systemesle n égquationsa n inconnuescommequotientsde deux polynédmesde n

variables.Cramerutilise une notation indicielle, (I'indice étant situé en exposant),mais n‘a pas de

doubleindice. Il notesimplementesinconnuegar deslettresdifférentes,z, y, X, v... Soit le systeme
suivant:



Al=Z'z+ Yy + X'x + Vv + etc.
A% =Z7°2+ Y%y + X* + V? + etc.
[JA% =Z%2+ Y3y + X3 + Vv + etc.
EA“ =72+ Yy + X%+ V' + etc.

etc.
Cramerdonnela forme dessolutionssuivantle nombred'équationst dinconnuesPouruneéquation
1 12 21
et inconnuez, on a z =%. Pourdeux équationset deuxinconnuesz ety, ona z = %2—2‘%5 et

Z'A* - Z°A* A .
Vv Pour trois équations et trois inconnaggetx, on a :
_ATYAXE - ATYEXZ - APYIXE + APYIXE + ATY X - ATY X
EZ T2 =ZY X =YX + Y X + Y X - 2P X
ZAPXE = ZPAKE - Z2ANXC + Z2AKT + ZPATX - Z°A%XE

S ZYAXE =YX = 22X + Z2Y X + 2PV I - YA

_ZWYPAR —ZWYOAZ - ZPYIAC + Z2YCPA + ZY AT - Z%YPAl

7YX =YX =YX + Z2Y X + 2PV X - 2R
L'examende cesformulesfournit cetteregle générale Le nombredeséquationset des
inconnuesetant n, on trouverala valeur de chagueinconnueen formantn fractions
dontle dénominateucommunra autantdetermesqu'il y a de diversarrangementsle n
chosesdifférentes.Chaqueterme est composédes lettres ZY XV etc. toujours écrites
dans le méme ordre, mais auqueldistribue,commeexposantslesn premierschiffres
rangés en toutes les manieres possibles.
(Cramer,Introductiona I'analysedeslignescourbesalgébriquesGenevel 750, reproduit
dans Histoire d'algorithmes, Belin, 1994)

Cramerforme doncle dénominateude sesfractionsen gardantles coefficientsdansle mémeordre
mais en permutant les indices. Reste a attribuer le signe + ou — devant chaque terme.

On donne a ces termes les signes + ou —, selon la regle sui@araedun exposanest
suividansle mémeerme,médiatemenbu immeédiatement)'un exposanplus petit que
lui, j'appellerai celaun dérangementQu'on comptepour chaquetermele nombredes
dérangements s'il estpair ou nul, le termeaura le signe+ ; s'il estimpair, le terme
aura le signe —.

Ce que Cramerappelledérangemengst appeléaujourd'huiinversion.Cramerdéterminela parité du
nombre d'inversions pour attribuer le sigleechaqueterme.Le calculdu numérateuestanaloguepar
simple substitution :

Le dénominateurétant ainsi formé, on aura la valeur de z en donnanta ce
dénominateur le numérateur qui se forme en changeant, dans tous les termesgZ en A.
la valeur de y estla fraction qui a le mémedénominateuret pour numérateurla
guantitéqui résultequandon changeY en A, danstouslestermesdu dénominateurkt

on trouve d'une maniére semblable la valeur des autres inconnues.

Les déterminants,ainsi nommes ultérieurementpar Cauchy ou Gaussen 1801, sont nés. On
remarquerajue ce qu'onn‘appellepasencoredéterminanestapparuun siecleavantquele termede
matricene soit introduit par Sylvesteren 1850. La notationmoderneest, quanta elle, introduite en
1841 par Cayley. L'ordre chronologique est donc exactement l'invefeeddepédagogiqueuivi par
tous les cours modernes d'algebre.
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Vandermondeet Laplace,vers1770,donnentles propriétésusuellesdesdéterminants définition par
récurrence(correspondanaux développementpar rapporta une ligne ou une colonne),propriété
d'étreune fonction multilinéaire alternéedeslignes et descolonnes ggalitédu déterminanet de son
transposé Ces propriétésne sont pas démontréegle facon rigoureuseavant Cauchy, qui obtient
également le fait que le produit de déterminants est lui-mérdétarminantAu coursdu XIXeme, le
calcul desdéterminantse développe sousdesformesde plus en plus formelles,avecde moins en
moins de rapportavecles problémesnitiaux dontils sontissus.ll faut attendrel870 pour que la
résolutiondeséquationdinéairessoit close.Notonsquel'appellationdu déterminantie Vandermonde
ne doit rien & ce mathématicien. C'est Cauchy qui I'a ainsi nommeé. Citons égaleinesgiieen 1937

La grande notoriété n'est assuréeen Mathématiquesqu'aux homs associésa une
méthodea un théoremea une notation. Peuimporte d'ailleurs que l'attribution soit
fondéeou non, et le nom de Vandermondeserait ignoré de lI'immensemajorité des
mathématiciensi on ne lui avait attribué ce déterminantque vousconnaissebien, et
qui n'est pas de lui !

| : Définition
1-Déterminant 2x 2
On cherche a quelle condition deux vecteurKﬂ%%et % Esont linéairement dépendants.

Si, par exempl%. Eest non nul, il exista tel que :

a=Aa

b=Ab'
D'ou, enéliminantA, ab' — ba = 0. Inversementsi cetteconditionestréalisée avecpar exemplea
non nul, on obtient :

a=axala

b'=bxala

e , , maa . o , . -
La quantitéab — ba notee%b b Ea uneinterprétationgéométrigueSavaleurabsolueestl'aire du

parallélogramme dans le pl&? construitselonV = %Eetv = % E En effet, si V sertde basedu

dit parallélogramme,alors || V' || |sin(V, V')| est la longueur de sa hauteur. Donc l'aire du

paraléllogramme est || V || || \J(sm(v, V')| :

Vl




<V. V> . <V, V'>?
——=—"_donc|sin(V,V)| = [1- S
TV v 2onelsint, V) VIV
donc l'aire du parallélogramme est :

VIV IV IF =<V, V'>% =4/(@" + b°)(a® + b?) — (ad + bb)’
=+/a’b? + b’a? - 2aabb =|ab —bal
Dans le cas ou les deux vecteurs sont colinéaires, le parallélogramme est aplati.

Or l'angleB entreV et V' esttel quecos@) =

Les propriétés de I'application déterminant définie par (V-Vget(V,V') sont les suivantes :
i) Cette application est linéaire en V (V' fixé) et en V' (V fixé). Elle est dite bilinéaire.
i) det(V,V') = —det(V',V). Elle est dite alternée ou antisymétrique.

2— Déterminant 3x 3
On seproposede déterminemuneformule donnantdansR ® le volumed'un parallélépipédeléfini par

les trois vecteurs = EEV = E Eetw - E E

h \ \
¢ \ /
u
Ce volume est égale a l'aire du parallélogramme(u, v) qui sert de basepar la hauteurh du
parallélépipedeT out parallélépipedele mémehauteura le mémevolume. Si on multiplie w par une
guantitéA, le volume est multiplié par. On accepterale prendrey négatifenautorisante volumea
prendre des valeurs négatives,dépendantde la direction vers laquelle pointe le vecteur w

relativement au plaru( v). Cette convention est liée a celle d'orientation d'une base étudiée plus loin.
vol(u, v, Aw) = Avol(u, v, w)

Si on empile deux parallélépipedesde méme base (u, v) mais dont le troisieme cété est
respectivement etw', le volume de la somme est égal a l'aire de la inattgliée parla sommedes
deuxhauteursMais cette sommeestaussila hauteurd'un parallélépipedele base(u, v) et dontle
troisieme coté est + w'.



/!
w [ /
N

w+w

\ \/
On aura donc :

vol(u, v, w) + vol(u, v, w) = vol(u, v, w + W)
Cette formule est également valideveetw' ne sont pas orientés ddasnémesensvis-a-visdu plan
(u, v) car, dansce cas,les volumessont de signesopposésgce qui correspondbien au fait qu'en
valeur absolue, il faudra retrancher I'un des volumes a l'autre.

Les deux relations :

vol(u, v, Aw) = Avol(u, v, w)

vol(u, v, w) + vol(u, v, w) = vol(u, v, w + W)
exprimentle fait que l'applicationw — vol(u, v, w) estlinéaire.Les roles destrois vecteursétant
symétriques, I'application volume est linéaire en chacun des vecteurs. On dit qu'elle est trilinéaire.

Enfin, si la hauteurestnulle (doncsi w estcombinaisoriinéairede u etv) , le volumeestnul, donc
en particulier :
vol(u, v,u) =0 et vol(u,v,v) =0
On a également val(+w, v, u + w) = 0 car leparallélépipédestici contenudansle plan (v, u + w),
donc, en développant au moyen de la multilinéarité :
0 =volu +w, v, u +w) =vol(u, v, u +w) + vol(w, v, u +w)
= vol(u, v, u) + vol(u, v, w) + vol(w, v, u) + volw, v, w)
= vol(u, v, w) + vol(w, v, u)
car vol{, v, u) = vol(w, v, w) = 0. Donc :
vol(u, v, w) = — volfw, v, u)
Permuterdeux vecteurschangele signe du volume. On dit que l'application est alternée.Une
démonstration analogue s'applique quelle que soit la position des deux vecteurs permutés.

Considérons alors une basgg €, &) qui servira d'unité de volume et utilisdesaractérdrilinéaire
alternépour développemune expressiordu volume. Pour adopterdesnotationsplus fonctionnelles,
notons®( ) a la place de vol( ). La trilinéarité permet de développer I'expression suivante :
®(ae +be +cey, ae; +b'e, +Ce3, a'ep + e, +C'e3) =
abc" d(e,e,6;5) +ab'c’ d(enes,6) +abc’ P(ee1,6) +
ab'c ®(ey,e3,61) +a'bc P(es,e,6) +a'b'c P(es,e,e)
On a suppriméles volumes nuls, obtenuslorsqu'unméme vecteur apparaitau moins deux fois.
Utilisons alors le caractére alternédeOn obtient :
®(ae +be +ce;, ae; +b'e, +Ce3, 2" +h'e, +C'e3) =
(abc" + ab"c +a'bc —ab'c’' —abc' —a'b'’c) P(ey, &, &)
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La quantité abc" + ab'c + a'bc — ab'c’ — abc' — a'b'c estle volume cherché.ll s'agit du
aa a'
déterminant % 3. On le not%b b' b" = On peut également remarquer qu'il est égal a :
ccc'
a'(bc —cb) +b"(ca —ac) +c"(ab —ab)
H ngc —cb H
On peut l'interprétercommele produit scalairedu vecteur%" par le vecteur -ca —ac
-H B

dernier s'appelle produit vectoru E Epar% E notéEED E E Il estconstituéde déterminants

2 x 2 extraits des deux colonnes. On donne en annexe quelques propriétés de ce produit.

3— Forme multilinéaire alternée
On généralise les considérations précédentes a une dimension quelconque.

a) Considérons uespacerectorielE surun corpsK = R ou C, et uneapplication® de E" dansk.
Cetteapplicationestdite multilinéairesi, pourtout Vi, Va, ..., Vi_y, Vis, ... Vi, l'applicationportant
sur lai®™ composante \est linéaire ;

DP(Vy,...,AV,.., Vi) =AD(V ..., Vi,...,. Vo)

dVy,...,.Vi + Vi',...,.Vh) =O(Vy,...,.\Vi,...,. Vo) + D(Vy,...,.Vi',... V)

Ainsi le produit scalaireestbilinéaire.Le produitde n réelsest multilinéaire. Plus généralemente
produit den formes linéaires sur un espace vectoriel est une fofnéaire.En fait, la multilinéarité
permet de développer une expression comme un produit.

On fera bien la différence entre application linéaire et multilinéaire. Dans le cas de la linéarité :
CD()\Vl, )\Vz, ,)\Vn) :)\CD(Vl, V2, . Vn)
PNVL+ Ve, ., V+ VoW VY) =0V, L, W) T
q)(Vj_, ey \/I! ey Vn')
alors que dans le cas de la multilinéarité :
CD()\Vl, )\Vz, ,)\Vn) :}\n q)(Vl, V2, . Vn)
PNVL+ Ve, ., V+ Vo W+ V) =Y O(Wy, o, W, W)
la somme étant prise sur tout les W,d&crivant le couple (VVi'). Il y a 2'termes dans la somme.

b) Cette méme applicatiah est dite alternée ou antisymeétrique si :
Oi#j, &(...,Vi,...,V,...) = =P(..., V..., V,..)
les autres variables restant égales.

PROPOSITION

Soit® une forme multilinéairep est alternée si et seulement si :
CD(...,Vi_l,V,Vi+1,...,\/j_l,V,Vj+1,...) =0

pour toute valeur des vecteurs et des indices i et j.

Démonstration

Si @ est alternée, en prenant¥/V; = V dans la définition, on obtient le résultat demandé.
Inversement : Prenons V 5 ¥ V,. En utilisant la multilinéarité, on obtient :
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d(...,\Vi,...,.V;,...) +O(.L V4,0V, + 0LV (LYY, ) =0
qui se réduit a®(...,Vi,...,V;,...) +@(....V,,...,Vi,...) = 0. Ce qui prouve qu est alternée.

EXEMPLE:

Cherchondes formesbilinéairesalternéessur un espacevectoriel de dimension2, de base(e;, &).
Posons C D(e, &).

On aalors:

®(ag + be, a6, + b'ey) = addP(ey, &) +abd(ey, &) + bad(e,, ) + bbd(e,, &)
en utilisant la multilinéarité

0 ®(ae +be, a'e; + b'ey) = Cl@ab —ba)
en utilisant I'alternance.

Ainsi toutes les formes bilinéaires alternées en dimension 2 sont proportionnelles au déterminant.

PROPOSITION :
Soito une permutation de n éléments. Alors :
P(Voay Vo) - Vom) = €(0) P(V1, Va ..., V) o0UE(0) désigne la signature de

Démonstration
Elle se fait immédiatement par récurrence sur le nombre de transpositions qui composent

4— Déterminantn x n
Cherchondesformesn-linéairesalternéesur un espaceale dimensionn muni d'unebase(ey, ..., ).

n
On considére vecteurs Y= 5 a; 6. On a:
1=1

n n
¢(Vll ---,Vn):q)( Zaila1 ---1Zain a)
=1 =1
2 Aot Bomn P(Es)s -+ Eo(m)
[0}

On ne garde dans la somme de droite que les termes pour le€qliels,o(n) prennent desaleurs
distinctes)esautresvaleursde ® étantnulles.c estdoncunepermutationrde{1, ..., n}. Lestermes
restant peuvent s'exprimer en fonctiondze,, ...,&,). On arrive a :

P(Vy, ..., Vo) = D &(0) Aoy Bomn P(&y, .., 6) 0O décritS,.

()

Toute formen-linéaire alternée est donc proportionnelle & la forme fondamer}akto) ac(ys..-2o(n
o

Cetteexpressiors'appelledéterminantesvecteurs(Vy, ..., V) ou déterminande la matrice (g;).
On peut égalemenparler de déterminantd'un endomorphismegelui—ci étantégal au déterminant
d'une matrice associéedansune basedonnée.Le problemese pose de savoir si ce déterminant
dépend de la base choisie, et sera examiné dans la partie Ill.

On peutvérifier que cette expressiorest effectivementn-linéaire alternée VVoici commenton peut
montrer gu'elle est alternée :



det(Vy, ..., Vo) = > €(0) aowy1.--Bo(n
g

det(Vy, ... Vie1, Vi, Vis, ..., Vj-1, Vi, Vi, ..., V) secalculeenintervertissantes vecteursV; et V.
On calculela sommede termesde la forme g(0)... aq() ... &) --- (LeS numeérosde ligne sontles
mémesmaison a permutéles numeérosde colonnes)Posong la transpositiorechangeantetj. Le
terme en question s'écrit, en commutant les deux teagestaq; dans le produit :

(o) Aor(1)1- - - Qot(i)i- - Ao()j - - - AoT(M)n
ou encore a €(0T)agy)1. - Bot(i)i- - Bor(j)j- - Bot(n)n
car (1) = —1. La sommeest prise pour toute les valeurs de l'indice ¢ parcourantle groupe
symétrique Mais si effectueun changemend'indiceen prenantcettefois ot, ot décritégalemente

groupesymeétriqueet I'on reconnaiialorsle déterminaninitial, précédédu signe—. Le déterminant
est bien alterné.

La formule proposéen‘est guere pratique. Elle posséden! termesce qui la rend pratiquement
inutilisable pour un calcul effectif. Nous verrons ci-aprésdes moyensrapidesde calculer cette
expression.

all ... alnH
Le déterminant se no%
dn1 ... annH

Nous retiendrons que :
PROPOSITION :

Toute forme n-linéaire ® alternée dans un espacede dimensionn muni d'une base donnée
(ey, ..., &) estproportionnelleau déterminantdes coefficientsdes vecteursdans cette base.Le
coefficient de proportionnalité est(e,, ..., g).

Il : Calcul des déterminants

1- Déterminant d'une matrice diagonale

0z 900
0t 00=1
(oo.. 1D

En effet, le seul terme non nul dans la définition du déterminant est obternm pddir
En utilisant la multilinéarité, on en déduit que :

Dal
B‘:alaz
DO O an D

2— Déterminant d'une matrice triangulaire

11 A12 ... Ain

0 ax... &
D 22 2 B‘: d11822...Ann

o o ...a,0



En effet, en utilisant ldéfinition du déterminantle seultermede la sommeg(0)ag)1. . Bsmyn POUVaNt
étrenonnul estceluipourlequelo(1) =1, 0(2) = 2, ...,0(n) = n. 0 = Id etg(o) = 1. Le résultatest
identique si la matrice est triangulaire inférieure.

On seramenea unematricetriangulaireen utilisantle caracteranultilinéaire alternédu déterminant
au moyen des techniques suivantes :

i) Multiplier une colome (ou une ligne) par multiplie le déterminant par

i) Remplacer la colonne;\par \f + AV, ne change pas la valeur du déterminant.

car det(..., Y+ AVy, ..., W, ...) =det(..., Y ..., W, ...) +Adet(..., \, ..., W, ...)
=det(..., ¥, ..., Vg -..)

i) Plus généralementajouter d'autrescolonnesa une colonnedonnéene changepas la
valeur du déterminant.

iv) Sil'une des colonnes ou I'une des lignes est nulle, le déterminant est nul.

V) Si deux colonnes ou deux lignes sontpomtionnelles, le déterminant est nul.

vi) Si I'on permute deux colonnes ou deux lignes, le déterminant change de signe.

EXEMPLE:
1 2 1 3 00O
L5 5 o0 S0 D &> _gU AC; « C;-2G
D—l 11 LF D—l 3 o 4 LleneffectuantiCs — C5—C,
o 10 20 50102D Bc; - ¢ -3G
00O
D 21-5 SD
1 0 3 [én effectuant €~ C; et en mettant 2 en facteur
D 001 [
00
_%_2 100% ]G = G+ 5C
103 4 Leneffectuant &~ = o2
o 01201
1000
510 04 4
=21 93 o [®n effectuant € Ci—3Ca
Lo 01230

:21x1x3x%:4

3— Déterminant de la transposée d'une matrice

PROPOSITION
de(('A) = det(A)

Démonstration
Nous utiliserons la définition du déterminant :

det(A) = z 8(0') Aig(1)- - -Ano(n)

()

Le terme général du prod@its). . ans(m) €Staiss). Poson®d = o™, On aai.g = agg en posant(i) =j.
Quandi varie de 1 d, il en est de méme dleLa somme précédente est donc égale a :

det(A) = z €(0) ag()1. - -Ae(n)n

()
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Commee(0) = ¢(0) et qu'a chaque correspond un et se@) on peut écrire :

det(A) = z €(0) ap(1)1.--Ao(n)n
0

qui n'est que I'expressiondu déterminantde A. Ainsi : det(A) = det(A). Cette propriété est
importantecar elle signifie quetout ce que nousdisonsou dironssur les colonnesd'un déterminant
estégalementrai pour les lignes. Parexemple le déterminantest une forme multilinéaire alternée
des lignes qui le composent.

4— Déterminant par blocs diagonaux

. . . A C
Il s'agit de calculer un déterminant de la forme EO_'B E

ou A estunematricecarréep x p, B unematricecarrée(n—p) x (n—p), C unematricep x (n—p) et O
la matrice {—p) x p nulle.

NotonsVjy, ..., V, lescolonnesde A, constituéesle p composanteset considérond commeune
fonctionf(Vy, ..., Vp). Il n'estpasdifficile de montrerquef estuneforme p-multilinéairealternéede
(V4, ..., Vy). Parexemplemultiplier V; parun scalaireh revientdansD a multiplier par A la colonne
entierei (i.e. la colonneV; de A et les zérossituésen dessous)En utilisant la linéarité de D par
rapport a cette colonne, on peut mektren facteur.
On utilise alors la propriété caractéristique des formes multilinéaires alternées :

f(V, ..., Vp) = det(\, ..., ) f(ey, ...,&)
oue, ..., est la base canonique K& pour conclure que :

D = det(A) Eg gﬁ

avec ) matrice identite.

: R . . Ol C o
On raisonne de méme sur B, mais en con&derantfoest@(g B écommeforme(n — p)-linéairedes
lignes de B, de sorte que I'on obtient :

Eg gﬁ: det(B)Eg |SPE

(On utilise leslignesde B et nonlescolonnescar on a besoinquelesn — p vecteursutilisésdansB
soient complétés par des 0 pour montrer le caractére multilinéaire alterné de la fonctioordm8,
on I'a fait pour A avec les colonnes).

gl C L . . . o : . .
Enfin E(S | E: 1 puisqu'il s'agit d'une matrice triangulaire a termes diagonaux égaux a 1.
n—-p
. OAC
On a donc blelﬁo B éz det(A) det(B)
5— Développement par rapport a une ligne ou une colonne

n
Considéronslet(Vy, ..., Vj, ..., V) ol V; = 5 g; &. On a, en utilisantla multilinéaritéet le caractére
1=1

alterné du déterminant :
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det(Vy, ..., M, ..., V) = det(M, ..., > g &, ..., W)
=1

n
E aij det(Vl, ...,Vj_l, (SH Vj+1, ...,Vn)
1=1

|:|3-11--- api-1 0 agjer ... |:|
$a gaii. g [

i+11.+- Qi+1j-1 O Qjrgjen ... |:|

|:|anl--- anJ—l 0 an;+1 |:|
Ij) A1... A1 A+l |:|

' Ai—11... Ai—1j-1 X-1j+1 ... |:|

(—1)’_1 aj Q1... i1 Yj+1 ...
! Eb Qi+11.e Aiv1j-1 Aieljtl .o |:|
El) dn1... dnj-1 Anj+1 ... |:|

en permutant la colonnevec toutes celles qui précedent

=}

Adir... Qij-1 Aij+1 |:|
A1... A1 Agj+r ...

(—]j_l (—1j_1 gj [L Qi_11... Qi—1j-1 Aigj+1 ...
1

D) Ai+11..- Ai+1j-1 Ai+1j4l --- |:|
D) anl an,j—l anJ+1 |:|

en permutant la lignieavec toutes celles qui précédent
A1... A1 Agj+r ...

Bi’—ll--- Ai—1j-1 Qi-1j+1 ... H

H@+11--- Ai+1j-1 A+1j+1 -oe H
dn1... dnj-1 Anj+1 ...

en remarquant qu'on avait un déterminant par blocg &t 1) x (n—1)
A1... A1 Agj+r ...

Bi’—ll--- Ai—1j-1 Qi-1j+1 ... H

Er”“"' Bt 1 Bt ... H On remarquequ'il est
dn1... dnj-1 Anj+1 ...

constituédeslignesl, 2, ...,i—1,i+1, ... n dela matriceinitiale. Autrementdit, M estobtenua partir

=}

=}

1) q
1

Notons M; le déterminant(n-1) x (n-1)
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du déterminantnitial en supprimantla colonnej et la ligne i. Ce déterminants'appellemineur du
terme {,j). On a alors :

det(Vl, veny Vn) = Z (_1)+J a'l M'I

La quantité ¢ = (-1)" M; s'appelle cofacteur du terrrig) de sorte qu'on écrit également :

det(Vy, ..., M, ..., V) = Z aj G
EXEMPLE'
Dl S0p2-1- 12 3
-1 O -2 . \ -
D—l 1 -1 1 [(F11 2 —1-2- en développant par rapport a la troisiéme colonne
D0102D50125501ZH

=(4+2-2-2)—-(-2+6-8+2)=
=2+2=4
On choisit évidemment de préférence des colonnes possédant un grand nombre de 0.

Commedet(A) = det(A), le calcul peutsefaire égalemenen considérantes lignes. On développe
suivant une ligne d'une maniere analogue a une colonne.

Le développemenpar rapporta une colonneou uneligne n'estintéressangue s'il y a plusieurs0
dans la colonne. On remarque par ailleurs gua) développecomplétementousles mineurs,on se
retrouvea la fin avecun nombrede termeségala n!. La croissanceapidede ce nombrede termes
interdit d'utiliser cette propriétédesdéterminantgpour les calculer,au mémetitre que la définition
initiale. Voici par exempleen Scilab une procédurecalculantrécursivemente déterminantselonla
formule de récurrence.

function d = mauvaisdet(A)

s=size(A) I size donne le couple (nbLignes, nbColonnes) de A
n=s(1) /I On prend le nombre de lignes. On supposera la matrice carrée
if n==1 then d=A(1,1)
else
d=0
fori=1:n

Mineur=[A(1:i-1,2:n);A(i+1:n,2:n)] // extrait le mineur de A
d=d+(-1)**(i-1)*A(i,1)*mauvaisdet(Mineur)
end
end
endfunction

Si on comparéde tempsde calcul de cetteprocédureavecla fonction det prédéfiniedansScilab,on
voit tres nettementa différencelorsquen atteint6, 7 ou 8. On peutaussiprogrammersa propre
fonction déterminant en se basant sur les principes du II-2) :

function d=mon_det(A)

s=size(A) /l donne la taille de la matrice sou forme d'un couple s
n=s(1) /[ dont le premier élément est le nombre de lignes de A
B=zeros(n,n) /I B est une matrice auxiliaire qui servira de mineur
if n==1 then

d=A(1,1) /I on aici une matrice 1x1
else
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m=abs(A(1,1)) /I on calcule le maximum m des coefficients de la

jm=1 /I premiére ligne de A, en valeur absolue
for j=2:n
if abs(A(1,j))>m then
jm=j /I jm est l'indice de ce maximum
m=A(1,j)
end
end
if m==0 then /I si m est nul, la premiere ligne est nulle
d=0 /I et le déterminant est nul
else [/l sinon, on annule la premiere ligne par combinaison linéaire
for j=[1:jm-1 jm+1:n]  // des colonnes, (sauf la colonne d'indice jm)
for i=2:n
B(1i.))=A(i.))-Ai,jm)*A(1,))/A(1,jm)
end
end

sousMatrice=B(2:n,[1:jm-1 jm+1:n])
d=(-1)**(m-1)*A(1,jm)*mon_det(sousMatrice)
end
end
endfunction

6— Exemples de calculs
EXEMPLEL : Calculer le déterminant suivant :

o* Yzt
[} 5 0=
D—t—zy x U

On développe par rapport a la premiéere colonne :
X -t z y zt y zt y z t
D=xot X = H+yHt X = H—ZHX —tzH+t Xt z
—Z Y XH H—zny H—zny Htx—yH
=XDCHXE+Y + D) +y [V +E + D) +y] +2[Z + € + Y +XO)F +H{t(y* + X + Z) + 1]
=xX'+y + 7+t + 2007 + X7 + X + Y + V7 + 71Y)
=C+y +Z +19)°

EXEMPLE?2 : Calculer le déterminant

o 1 2.. 1
El 0 12...nn:2E

h2n3..10 1 U
1n2.. 1 0
On remarque que la colonnegDbtient a partir de la colonne Qe la fagon suivante :

D
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00000
0,00, 00.0
000 OO0
P O0: 0o
(k002 OO0
00 O 0 0:0

D= det(Q!!Q) = det(q_ CZ! CZ_ C31 reny Cn—l_ Cm Cﬂ)

1-1..-1n1

E_l —1...—1n—2E
U = det(G', ....G'
(01 1 ..-1 1 [ e )
[J1 1.1 o O

= det(G-C, ..., Gs-Cos\Crt\Gr)

-1n-1

00..
EE 00..-1 n—ZH
_ 20..-1n3L] 1 x 272 (n— 1)
EE 0..2-11 H
00..1 0
abCc 2a 2a
EXEMPLES3 : Calculer D 2b bca 2b
—H 2c 2 c—a—bH
On ajoute les deux derniéres lignes a la premiéere :
Ha+b+c atbt+c atb+c 1 1 1
D=5 2b bca 2b m=(@+b+c)=2bbca 2b
H 2c 2c c—a—bH HZC 2c c—a—bH
On retranche la premiére colonne aux autres :
1 0 0 H
D=@+b+c2b-bca O =(@a+b+c?®
HZC 0 —c—a—bH

EXEMPLE4 : Calculer

+tbab 0 0.. 0
Da1 atb ab 0 ... OD
o U

[]

D=—0 1 atbab..
I L4
[Jo 0 .. 0 1a+bl]

On développe par rapport a la premiére colonne. On obtient :
D, = (@ + b)D,; —abD,_; suite récurrente linéaire
En utilisant Q =a+b, D, =a’ + ab+ b” et donc @ =1, on obtient :
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sia=b:D,=(n+1)a"

. an+:L_bn+l
siazb:Dy=——
A a-b

7— Déterminant d'un produit de matrices

PROPOSITION
SoientA etB deux matrices carrées. Alors (&B) = det(A) x de(B)

Démonstration
ConsidéronsA et B deux matricesn x n. On peut les considérercommeles matricesde deux
endomorphismes d§", f etg. On note &, ..., &,) la basecanoniquade K". La j*" colonnede A est
égale &(e) ; celle de B est égaleghe) ; celle de AB est égalefa g(g). La fonction définie par :
PV, ..., Vh) = detf(Vy), ...,f(Vn)
estuneforme n-linéairealternée Elle estdonc proportionnellea det(Vi, ..., V,), le coefficientde
proportionnalité étar®(e,, ...,€,). On a donc :
DV, ..., Vh) =D(ey, ...,e) det(Vy, ..., V)
- detf(Vy), ....f(Vn) = detf(ey), ...,f(e))) det(V, ..., Vh)

Or detf(ey), ...,f(e))) n'est autre que det(A). Ainsi :
detf(Vy), ...,f(Vn) = det(A) det(\V, ..., V)

Prenons maintenant ¥ g(e). On obtient :

detf(g(ey)), ....f(9(en))) = det(A) detg(ey), ...,9(en))
Or detf(g(ey), -...f(g(en))) = det(AB)
et detf(e), ...,g(e))) = det(B)

Ainsi det(AB) = det(A) det(B)

8— Déterminant de l'inverse d'une matrice
PROPOSITION

SoitA une matrice carrée inversible. Alors (&t') = 1

de(A)

Soit A une matrice inversible. Si I'on applique en particulier ce qui a été groednédemmerd A et
A%, on obtient : det(AA) = det(A)det(A"Y). Or AA™ = | et det(l) = 1.

Ainsi det(A) = ﬁ(A)

Nous montreronsplus loin qu'unematrice estinversiblesi et seulemensi son déterminantestnon
nul. Un sens de l'implication vient donc d'étre montré.

9- Influence d'un changement de base

Soit E un espacevectorielde dimensionn, de baseinitiale (e, ..., €,). Notonsdet, le déterminant
relatif a cette base.Soit une nouvellebase(ey, ..., €,). Notonsdet le déterminantrelatif a cette
nouvelle base. Soit P la matrice de passage de l&bdsebase. Quelrapporty a—t—il entredet, et

detetP ?
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[0 En cequi concerndesvecteurqVy, ..., V). Notons(Ve) la matricedescomposantedesV; dans
la basee et (V:) la matrice des composantes deslahs la base On a : (\) = P(V;). Donc :
det(V) = det(\) = det(P\) = det(P)det(Y) = det(P)detV)

Ainsi le déterminantd'unefamille de vecteursdépendde la basechoisie.Parlerde déterminand'un
systemeade vecteurssansparlerde basede référenceestun non-sensDansK", la basede référence

est par défaut la base canonique.

Le déterminant reste inchangé si P est telle que det(P) = 1. C'eselepeasculierdesmatricesdes
isométriesdirectes. |l en résulte que, si on se donne une orientation de I'espaceeuclidien, le
déterminant ne dépend pas de la base orthonormée choisie. On le nomme alors parfois produit mixte.

[0 En ce qui concerndles endomorphismessoit M la matriceassociée f dansla basee, et N la
matrice associéefalans la base On a :

M = PNP* donc det(M) = det(P)det(N)det{ P = det(N)
Ainsi, le déterminant d'une matrice associé@@ dépend pas delbasechoisie.On peutdoncparler
du déterminant d& sans préciser la base. Les régles vues au 7) et 8) s'énoncent ici :

detf o g) = detf) detQ)

det(™) = delt(f)

pourf inversible.

[ Interprétation géomeétrigue

Soit donné une base(( ...,e,). Alors le déterminant d'un systemevecteurqV,, ..., V) danscette
base s'interprete comme le volume algébrique du parallélépipéde d'arétes Yy, le volume unité
étantdéfini commecelui du parallélépipedeonstruitselon(e,, ..., €,). Le déterminantserapositif

lorsque la base (V ..., Vi) aura méme orientation (voir plus bas) que la base.(e,).

L'application(Vy, ..., Vy) - volume(V,, ..., V,) esteneffet multilinéaireet alternée endimensionn
de la mémefacon qu'onl'a montréen dimension3. Ainsi, volume(\4, ..., V) estproportionnela
det(Vy, ..., V). Le coefficient de proportionnalité est volumeg,, ..., €,). Le volume dépend
évidemmente l'unité choisiepour le mesurerDe méme,le déterminantd'un systemede vecteurs
dépend de la base dans lequel on le calcule.

Soit maintenantun endomorphismé. Celui-ci transformeun systémede vecteurs(Vy, ..., Vy) de
volume det(V) (ou V est la matrice des composantes des.(W,) dans une base( ...,€,)) enun
systemede vecteurs(f(V4), ..., f(Vy)), de volume det(MV) (ou M estla matricede f dansla base
volumef(V,), ...,f(Vy))
volume(V, ...,Vy)
Autrement dit, det(M) est le facteur par lequelrasttiplié le premiervolumepour obtenirle second
volumedansla transformatiorf. Si lesvolumesdépendentie 'unité choisie,il n‘enestpasde méme

(e, ..., &)). Onvoit quedetf) = det(M) estle rapportdesdeuxvolumes
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de leur rapport,l'unité de mesuredisparaissandansle quotient.C'estpourquoile déterminante f,
rapport de deux volumes, ne dépend pas de la base choisie.

Il : Applications des déterminants

1- Critére d'indépendance

PROPOSITION :

i) Soit E un espacevectoriel de dimensionn muni d'une base (e, &, ..., &), et soit
(V1, V2, ..., Vy) unefamille de n vecteurs Cesvecteursformentun systemdibre si et seulemensi
detVy, ...,Vy) est non nul.

ii) SoitA une matrice rx n. AlorsA est inversible si et seulement si det(A) est non nul.

iii) Soitf un endomorphismd'un espacevectorielE, munid'unebase(ey, &, ..., €,). Alorsf
est inversible si et seulement si(fe¢st non nul.

Ces trois propriétés sont en fait trois versions du méme théoreme. Prouvons le i).

Démonstration
Si le systemeest libre, alors la matrice formée des coefficientsest une matrice de rang n, donc
inversible,et le déterminantd'unematriceinversibleestnon nul. Réciproquementi le systéemeest

n

lié, alors I'un des vecteurs est combinaison linéaire des autres ; par exqmpE,)\VVi. Alors :
1=2

n
det(\V, ..., Vh) = z Ai det(M, Va, ..., Vy)
1=2
et chaque déterminant de la somme de droite est nul, puisapparait deux fois.

EXEMPLE: Condition d'indépendance des vectews.V, V.1 suivants :

2 n-1
% Dgl Dglz (] g (]
oo 0.0 O
Ch (), (320 Oy
Considérons une relation de liaison :
}\0V0 + ... +)\n_1Vn_1 =0
Elle s'écrit :

@)\0 + }\1 a+..+ }\n—l aln_l =0

D)\o + }\1 a +..+ }\n—l azn_l =0

E)\o +)\1 a, + ... +}\n—1 an"_l =0
Il s'agit donc de déterminer les polyndmes P(X) = A1 X + ... + A, X" " s'annulanenay, ..., a,. Si
les & sontdistincts,alors P admetn racines.Etantde degréau plusn — 1, il estnul et tous ses
coefficients sont nuls. Les vecteurs colonnes sont linéairement indépendants.
Si deuxa; sont égaux, P s'annule en au plusl racines et il est possible nleuverun tel polynéme

non nul, parexemple[] (X — &), le produit étantpris sur les racinesdistinctes.ll existedoncune

relation de liaison. Ainsi (¥ ..., Vi-1) est libre si et seulement si lgssont distincts.
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Cette propriété peut-étre retrouvée en calculant le déterminant suivant :
2 n-1
ad; ...ad

s e

Dl a, anz ann—1|]
Ce déterminants'appelledéterminantde Vandermondg1735-1796) Il s'agitd'un polynbmedesn
variablesa,, a, ..., &, donttousles monémessontde degréglobalg%m. On remarquequ'il se

factorise pard;— &) puisque, sg = &, il possede deubgnesidentiquesOr le produitdes(g— &), i

~1)n

<], est lui—-méme un polynéme de d . Il est donc égal au déterminant\d@ndermondea

uneconstanterés.Or les deuxexpressionpossédanie termeayas”...a," ", la constanteestégalea

1. Ainsi, le déterminanestégala [] (a—a). Il estdoncnul si et seulemensiil existei etj distincts
i<j

telsque a = a;, autremendit, s'il existe deux lignesidentiques.Cela donneaussila condition de

liaison des vecteurs.

On peutégalemenprocédelparrécurrencesurn enconsidéranguele déterminanestun polynéme
ena, dedegrén — 1. Silesa sontdistincts,ce polynémes'annuleen n—1 racinesdistinctesa, = ay,

..., 8 = an1 et se factorisedonc par (a, — a)...(a, — an-1), le coefficient dominant étant un
Vandermonde de rang— 1.

2— Formules de Cramer
Ce paragraphese bornea justifier les formulesdécouvertegpar Crameren 1750. Considéronaun

n
systemeade n équationsa n inconnuesy a;x =b;, 1<i < n. SoitA la matricedescoefficients(a;),
=

X le vecteurde composante¢x) et B le vecteurde composantegh;). Le systemeest équivalenta
AX = B. Il admetunesolutionuniquesi et seulemensi A estinversible,c'est—-a—diresi det(A) est
non nul. On dit alors que le systémeest de Cramer.Notons (Vy, V, ..., V,) les colonnesde la

n
matriceA. Quevautdet(Vi, ...,Vi.y, B, Viu, ..., Vi) ? Remplagond3 par ) xV; et utilisonsle fait
=1

guele déterminanestmultilinéairealterné.On trouve apressimplification x; det(A). On obtientainsi
les formules de Cramer :

_ det(Vl, ..., Viiy, B, Visq, ..., Vn)

B det(A)

Xi

EXEMPLE: En dimension 2, on a :
Qax+ by=e
ocx +dy=f

Les solutions sont :

eb
X = Ef db _ ed—bf
Eag ad-bc
c
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E E _af—ce

éa bg ad-bc
cd
Mais en pratique, la méthode de Gauss est plus efficace pour résoudre un systeme.

3— Inverse d'une matrice

Soit A unematricecarréeinversible.On se proposede déterminerexplicitemente termegénéralde
A

Méthode 1 :
Pourcela,considérons etY élémentgde K" telsqueAX =Y. Sion considéreX commeinconnue

etY commeparameétrela résolutionde ce systétmeconduita X = A™*Y. Or, nouspouvonsutiliser
les formulesde Cramerpour cetterésolution.NotonsVy, Vs, ..., V, les colonnesde A. D'aprésle
paragraphe précédent, on a:
det(Vl, v, Viiy, Y, Vi, ...,Vn)
X= det(A)
Développons le numérateur de cette expression par rapport a la dalonne

=G UM

ou My estle mineurdu terme (k,i), obtenuen supprimantde det(Vy, ...,Vi-1, Y, Vii, ..., Vy) la
colonnei (doncle Y) etla ligne k. Puisqu'orsupprimela i®™ colonneY, la valeurexplicite de cette
colonne n'intervient pas et on peut tout autant considérer que ce mineur provient de
det(Vy, ..., Viey, Vi, Visy, ..., Vy). Ainsi, My n'estautrequele mineurde terme(k,i) dela matriceA
initiale. Posons @: (=1 M,; le cofacteur correspondant. On a donc :

1

Si on compare cette expression avec X YyAqui conduit & :
n
% =5 (A Yk
k=1

on obtient :

=N
On noteral'intervertiondesindicesk et i dansla formule précédenteAppelonsCom(A) la matrice
dontle termegénéral(i,k) estle cofacteurCy. Cettematrices'appellecomatricede A. On obtient
donc A est divisant la transposée de Com(A) par det(A).

_ 1 ¢
A_det(A) Com(A)

Méthode 2 :
NotonsC; le cofacteurdu termeg;. La matricede termegénéral(C;) s'appellecomatricede A. La
méthode de développement de la colgnpermet d'écrire :

det(A) =3 & C;
=1
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n
On se pose la question suivante : go#rj, que vaufy axCj ?
=1

Cettesommeestidentiquea la précédenteynefois quel'on a remplacéestermesa; parlestermes
ax. Il estdoncégalau déterminand'unematriceobtenuea partir de la matriceA enremplacanta
colonnej parla colonnek (celane modifie pasles cofacteursC;, qui ne dépendenpasde a;). Mais
alors,la nouvellematriceobtenuegpossedaleuxcolonneddentiquesja j etla k. Sondéterminanest
donc nul.

Ainsi : 5 ay Cj = & det(A) oud = 1 sik=j
1=1

= @ gij
Les considérationprécédentepermettent’'exprimerlinversed'unematricea l'aide descofacteurs.

n
En effet, posonsb; = C;. La matrice B estla transposéele la comatriceet ) b; ax = 8 det(A).
1=1

Cette égalité exprime le fait que BA = det(A) I.

Si det(A) est non nul, A est inversible et soverseestégalea la transposééela comatrice divisée
par le déterminantde A. Cette méthoden'estcependanpasia plus rapide pour calculerlinverse
d'une matrice.

_ . . b fala s 1 gD
EXEMPLE: pour une matrice 2 2, l'inverse dg q Eest égale & b E—c a E

4— Base directe et indirecte
Dans cette partid{ = R.. On pourra réfléchir aux questions suivantes :

* Quelle différence entre une droite et un axe ?

» Dans le plan, comment est défini le sens trigopnométrique ?

* Quels sont les repéeres usuels utilisés pour les écrans d'ordinateurs (n° de lignes et de colonnes) ?

» Dans I'espace de dimension 3, comment est défini géométriquement le produit vectoriel ?

« Comment est fait un tire—bouchon ?

* Quelsengpossedeettephrase(lue dansla revuePour La Sciencg ? "La plupartdescometesse
déplacent dans le sens trigopnométrique par rapport au soleil.”

« Comment distingue—t—on la gauche de la droite ?

Dans ce derniercas, il estintéressantle consulterplusieursdictionnaires.Le Larousseen deux

volumes(1991) définit le coté droit commeétant”du cété opposéau cceul, et le cotégauche,’ en

parlant de I'hommeet desanimaux,qui estsituédu cotéou sefont sentir les battementslu cceut.

On peut se poser la questiongdevoirsi touslesanimauxont le cceurdu mémecété.Aussile Grand

LarousseUniverselen 15 volumes(1994) ne fait-il allusionqu'al'étre humain.La partie gauchedu

corps"sedit detoute partie du corpsqui, au regard de chaqueindividu, estsituéedu cété de son

cceut. Cependant, une référence anatomique est étrangéere a une définition mathématique. Cherchons

s'il existe une définition ne faisant pas allusion au corps humain. L'Oxford advancedlearner's

dictionary of current english(1974) définit the left side commeétantthe side of a person'sbody

which is towards the west when he faces ri@ttoppositeof right". De sonc6été,theright sideest

"the side of the bodywhichis toward the eastwhena personfacesnorth" et "contrastedwith left".

Ainsi, left et right sont définis a partir des points cardinaux.Mais commentces dernierssont-ils

définis ?Westest le point of the horizon where the sun $eEastestle "point of horizonwherethe

sun rise8. Mais la définition denorth qu'il nous faut encore découvrir pour savoir ce que désdine
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etright, apportde coupfatal : "oneof the four cardinal pointsof the compasslying to theleft of a

person facing the sunriseAinsi, left est défini a partir deorth, maisnorth est défini a partir dkeft.

Il estclair alors qu'uneinversiondesmotsright et left gardetoute sacohérence ce dictionnaire,
mémesi le north se trouveraitalors dansune direction opposéea la direction usuelle.Un autre
dictionnaire,le Penguinall englishdictionary (Bordas1970), définit left commeétantdu c6té du

coeur, mais north comme "the compassdirection oppositeto the midday suri. Cette derniére
définition a l'intérét de ne paslier la définition de north a celle de left, mais elle est totalement
déconseillée aux petits Australiens, sous peine de placer I'Antarctique au Nord.

Il faut se rendre a I'évidence : pour I'ensembleqdestiongprécédentesjneconventionarbitraire a
été choisie, et une autre conventienyune seule autr@auraitpu étrepréféréeOn diraqu'il y a deux
facons différentes d'orienter le plan ou I'espace. Cette situation est générale a toute dimension.

Considéronsun espacevectoriel de dimensionn. Nous dirons qu'unebase(e,, ..., €) a méme
orientationqu'uneautrebase(g,, ..., €,) sila matricede passag® de e a € a un déterminanfpositif.
Ceci définit une relation d'équivalence dans I'ensemble des bases. En effet :

O (e, ..., &) a mémeorientationqu'elle-mémepuisquela matrice de passageestici l'identité de
déterminant 1.

0 Si (e, ..., &) a méme orientation que (g4, ...,€,), alors (g4, ...,€,) @ méme orientation que
(ei, ...,€). En effet, si P est la matrice de passage de lad@alsebasee, alorsla matricede passage
de la matrice a la base est P*, et det(P) a méme signe que dei(P

0 Si (e, ..., &) a méme orientation que (g4, ...,€n), et si (&4, ...,€) a méme orientation que
(N1, ...,Nn), alors (e, ..., &) a mémeorientationque (N4, ...,Nn). En effet, si P estla matrice de
passage de la bas@ la base et Q la matrice de passage de la lzadséabasen, alorsla matricede

passagele la basee ala basen estPQ.Et si det(P)> 0 et det(Q)> 0, alorsdet(PQ)= det(P)det(Q)
> 0.

Il n'existeque deuxorientationspossiblescorrespondanthacunea une classed'équivalencepour la
relation précédenteEn effet, soit (€) une base,(€) et (€") deux autresbasesn'ayantpas méme
orientation qued). Montrons qued) a méme orientation que'). On a en effet :

Ddet(Re) <O )
Hdet(F)e"e) <o O det(Re) = det(RePee) > 0

Le choix (arbitraire)d'unede cesdeux orientationsdéfinit une orientationde I'espacede dimension
n. Les basesde cette classesont dites directes,les basesde I'autre classesont dites indirectes.|l
n'‘existe aucun moyen de privilégier une orientation par rapport a l'autre.

Usuellement, en dimension 3, on qualifie de directe la base de gauche, d'indirecte celle de droite :

€3
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Voici quelguesnotions mathématiquesu physiquesdépendantde I'orientation de I'espacede

dimension 2 ou 3 :

» La définition du sens trigopnométrique

* Le produit vectoriel (voir annexe)

* Le champ magnétique (le vecteuB, dépendant de l'orientation, estaital)

* Le moment cinétiquenOM [V et le moment dynamiqueOM [a

* Le momentd'un dipble magnétique(petite boucle de circuit de surfaceS parcouruepar un
courant L.y = IS ou S est orienté orthogonalement a la boucle en fonction du sens du circuit.

* Les couples

» Les vecteurs de rotation

* Le rotationnel

Voici quelques notions n'en dépendant pas :

* L'orthogonalité

* Le gradient, la divergence

» Le champ électriquE (Le vecteulE, ne dépendant pas de l'orientation, espaliire
» Les forces, vitesses et accélérations

EXEMPLE D'APPLICATIONS
De méme gu'il existe en physique la notion d’homogénéitédes unités, permettantde tester
rapidementa validité d'uneformule, il existeégalementa notion d'homogénéit&lu caractereaxial
ou polaire des vecteurs. Ci-dessousybgteursaxiauxsontenrouge,lesvecteurgpolairesenbleus.
Nous notons également en rouge les produits vectoriels. On a alors :

Vecteur axiak Vecteur polaireé]Vecteur polaire

Vecteur polaire= Vecteur polairé] Vecteur axial

Vecteur axiak Vecteur axiall Vecteur axial
On a également, concernant le rotationnel :

Rot Vecteur polaire= Vecteur axial

Rot Vecteur axiat Vecteur polaire

[0 Force électrostatique = gE : égalité de deux vecteurs polaires
0 E =—gradV : égalité de deux vecteurs polaires

O F = gv B (force de Lorentz) ou dF = idl [ B (force de Laplace): égalitéde deux vecteurs
polaires.qv ou idl sontpolaires,B estaxial, maisle produit vectorieldesdeuxestpolaire.Ainsi, si

un desmembresestun vecteurpolaire et si I'autre membrecontientun vecteuraxial et si le résultat
est polaire, il faudra nécessairement qu'intervienne un produit vectoriel.

0 dB :%’[%ZD—U (loi de Biot et Savart) : égalité de deux vecteurs axiaux.

0 C = u [JB (couples'appliquansur un dipble magnétiqueplongédansun champmagnétique)
égalité de deux vecteurs axiaux.

[0 L'orientation peut égalements'appliqguera des quantitésscalaires.On parle alors de pseudo-
scalaires dont le signe dépend du choix arbitraire de l'orientation :
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j B.d :poﬁj J.dS (Théoreme d'Ampére)
r D

Orot(E) = _98 (une des équations de Maxwell) : égalité entre deux vecteurs axiaux

ot

O 1 rot(B) =J + aoz—ltz (une autre équation de Maxwell) : égalité entre deux vecteurs polaires

Mo

[0 C=0M [IF (couple créé en M par une foreegar rapport a O) : égalité de deux vecteurs axiaux

OV =Q [JOM (vitessed'unpoint M tournantparrapporta O ala vitesseangulaireQ) égalitéde
deux vecteurs polaires.

Le fait qu'uneréflexion S (symétriepar rapporta un plan en dimension3, ou plus généralemenpar
rapporta un hyperplanen dimensionquelconque)ransformeune basedirecte en baseindirecte et
intervertitdoncl'orientationde I'espacea desconséquencesportantessur les vecteurspolaireset
les vecteursaxiaux.Un vecteurpolaireestun "vrai" vecteur; il seradonc symétrisecommeon sy
attend: sacomposant@aralléleau plande symétrieserainvariante sacomposant@rthogonalea ce

plan sera changée de signe.

Mais un vecteuraxial n'estpasun "vrai" vecteur.ll estdéfini par exemplecommeproduit vectoriel
de deuxvecteurspolairesu et v. Or, si 'on décompose&hacunde cesvecteursen une composante
parallele au plan et une composante orthogonale, on a :

%U =uy +Up
gv=vy+\Vvg
O udv=(uy+upg) Oy +v)

=uy, Ovy +upg Ovy +u, Ovp (en tenant compte du fait que Cvp = 0)

ortho- paralallele au
gonal plan
au plan

On vérifiera alors que 8(JV) est différent de &) [1S{). En effet :
S(U DV) =—u, vy, +ug 0OV, +uy, Ovg
alors que
Su) OSW) = (uy—up) O(vy —v)
W, 0vy,—ugOvy—uy; dvg = — S(J DV)
En physique si I'on souhaiteutiliser les symétriesd'un systemetout en gardantia mémeorientation
del'espacepn estamenéa considérerqueu [ v esttransforméenS(u) [] S(v) et on estconduita la
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reglesuivante: La composantelu vecteuraxial orthogonaleau plan estinvariante,la composante
parallele est changée en son opposee sera le cas du vecteur champ magnébBopar exemple.

EXEMPLES

[0 Considéronaun fil rectiligne uniformémentchargé.Soit S une symétriepar rapporta un plan
contenantle fil. Le systémeresteinvariantpar S. Il en est donc de mémedu champ électrique
(polaire)E créé par le filE est contenu dans le méme plan que le fil. Soit Ssymetrieparrapport

a un plan orthogonal au fil. Le systeme reste également invariant par S'. Il en est donc de Ehéme
E est donc également contenu dans ce plan. La seule possibilité Ess@juieadial.

[0 Considéronsinfil rectiligneparcouruparun courantl. Soit S unesymétriepar rapporta un plan

contenante fil. Le systémeresteinvariantpar S. Il en estdonc de mémedu champmagnétique
(axial) B créeé par le fil. Mais pour un vecteur axial, cela signifieBj@st orthogonal a ce plan. On
peutretrouverce résultatpar I'autre symétrieS' par rapporta un plan orthogonalau fil. Danscette
symeétrie,le sensdu courantestinversé.ll en estde mémede B. Mais pour un vecteuraxial, cela
signifie qu'il est parallele au plan considéré.
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Annexe : produit vectoriel

On appelle produit vectoriel de deux vecteurRda = Egetv = E Ele vecteurnotéEED E E

ngc‘ —cb H
et égala EIEla'—aC'H Il esttel que, pour tout vecteurw, detu, v, w) = <u O v, w>. On appelle
b —ab
parfois cette expression produit mixte dey, w).

Il en résulte que :

O (u, v) est lié si et seulementsiClv = 0.

En effet, si (u, v) estlié, alorspourtoutw, onadet(u, v, w) = 0 doncu Ov estorthogonala tout w
donc est nul. Réciproquement, si le produit vectoriehelstlorspourtoutw, det(u, v, w) = 0 donc
(u, v, w) estlié. Or si (u, v) étaitlibre, ils engendreraienin plan et, en prenantpour w un vecteur
non nul orthogonalau plan, on aurait(u, v, w) libre. On a doncunecontradictionet par conséquent
(u, v) est lié.

[0 u Ov est orthogonal & et av.
Cela résulte du fait queu<lv, u> = det(, v, u) = 0 et de méme pour

O Si(u, v) est libre,(u, v, u 0v) forme une base directe
En effet, detf, v, u Ov) = <u Ov,u Ov> = [JuOv|f>0

0 JluOv]f+<u,v>*= |lu F|IvIF 3
Vérification un peu fastidieuse mais sans difficulté que :
(bc —cb)® + (ca —ac)® + (@b —ab)® + (aa +bb +cc)? = @ + b*+ c?)(a® + b? + c?)
O fu O = {lu |l [Iv ]l sing, v)
Eneffet<u, v>=||u|||] v || cos{, v) eton remplacedansla relationprécédentekEn particulier,si u
etv sont orthogonaux, Y| v || = [Ju || |Iv ||.

On en déduit quey|Ov || s'interprete comme l'aire dans I'espace du parallélogramme deetété
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uldv .
|V [|sin(u, v)

La valeurabsoluedu produit mixte s'interprétecommele volumedu parallélépipedeonstruitsur u,
v etw. En effet, la norme de (v est I'aire du parallélogramme servant de bade pebduitscalaire
de ce vecteur pav permet de projetew suru [Jv et d'obtenir la hautelrdu parallélépipéde.

ulv=-vUu
Vérification sur les composantes ou bien en utilisant le caractere alterné du déterminant.

O (u, v) - (u, V) est bilinéaire
(c'est-a-dirdinéairepar rapporta chacundesvecteurs) Celasevoit aussisoit surles composantes,
soit en utilisant la linéarité du déterminant par rapport a chacun de ses vecteurs.

O@dv)Ow=—=<v,w>u+<u,w> Vv
uld(vOw) =<u,w>v-—<u,v>Ww
(double produit vectorigl
Il suffit de choisir une base orthonormée directe, adaptée au probleme. Onl ahotsire tel que :
u=Jlufll
On choisit] tel que :
v=||v|[(coD I + sirB J)
On pose alor& =1 0J. On a alors :
udv=[[u]l[|]v]lsin® K
Pourw quelconque|l suffit alors de faire le calcul en utilisant I'expressiondes composantesiu
produitvectoriel.Un dessindansle casparticulierou lestrois vecteurssontcoplanairespermetde
retrouver rapidement la formule :
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Dansla figure précédente(u [Jv) [0 w appartientau plan(u, v), a unecomposant@égativeselonu
et positive selon. Donc :

(udv) Ow=—=2+??%
?? et ???ne sont autresque les produits scalairesdes autresvecteurs,a savoir ?? = <v, w> et
???7=<u, w>.

[J Résolution de I'équation@x = b (division vectoriell@
L'inconnue esx, a etb sont donnés
Sia=0

sib=0, alors S R?

sib#0, alors S #1.

Siaz0
si<a, b># 0 alors S 1.
si<a, b> = 0, alorsx estla sommed'unesolution particulierex, et (par differenceentrex et

Xo) de la solution générale de I'équation homogendéx — X,) = 0. L'équation homogene admet pour
solutionx — X, = Aa. Quanta la solutionparticulierex,, on peutprendrele vecteurﬁ ba. En

effet, le vecteurb [0 a est un bon candidat pour pointer dans une direction, qui, multipliée
vectoriellement paa, redonneb. Il suffit juste d'ajuster convenablement sa norme de fggelj xo ||

[la]] = ||b || et donc de s'arranger pour que || :H%H

/0

1
x=———bOa+Aa
lla|f

EXEMPLE: ConsidéronsineparticuleM de massem, possédantinechargeélectriqueq, pénétrant
dans un champ magnétigoenstaniet uniformeB avecunevitesseV, orthogonalea B. La particule
est repérée par le vectddDM =r. O sera choisi swn axeperpendiculairé B etaV, et passanpar
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M a l'instantinitial. Un choix plus précisserafait plus bas.Pourle moment,O estun point choisi
arbitrairement de cet axe.

Mo Vo

Il estremarquableuetout autrechoix d'unebaseestparfaitemeninutile, la résolutionpouvantétre
menée vectoriellement jusqu'au bout.

La particule est soumise a la force de LoréntzqV 0B = m%—\t/.
i) Cetteforce estdoncorthogonalea B de sorteque<%—\t/, B> = 0 etdoncque<V, B> estconstant.
Etantnul a l'instantinitial, le produitscalaireestidentiquemenhul. Or <V, B> =0 = <%, B>. Donc

<r, B> estconstant,et étantnul a l'instantinitial par choix de O, il estidentiquementnul. Cela
signifie que M reste dans le plan passant par O est orthogBnabzatrajectoire est plane.

ii) La force F estégalemenbrthogonalea V, de sorteque <d—V, V>=0= 1% <V, V>=

2
dt 2 V5

NI
=3}

donc la vitesse scalaire V est constante, égale a V

iii) On peut également écrire que :
dv coem® &g d
m it —qviOB=0=m it th DB—dt (mV —qgr OB)
U mV —qgr OB =L est un vecteur constant au cours du temp®/s—qro (1B
C'estla que nousaffinons notre choix de O, et que nousdéfinissonsen particulierla distancer, a
laguelle il se situe de MEn effet, en changeant le choix de O le long de I'axe, on cleawngleurde

ro et donc le vecteur. Nous choisissons O de facon dusoit nul. Il suffit pour cela que :

gro B =mV,
O ro = B—Eénzﬁ obtenu par division vectorielleg est de modulggvgo =T

iv) Une fois ce choix fait, I'équation trouvée en iii) devient :

mVvV—-qgr B =0

U g B =mv
_BOmv R L . .
r= OB obtenu par la méme division vectorielle que précédemment.
N N da__1d _1d »
r estorthogonaleaVV desorteque<r, V>=0=<r, —>==—<r, r>=Z= —r“, Doncr estconstant,
dt  2dt 2 dt

égal arg :rg_\éo’ ce qui signifie que la trajectoire est circulaire, de régéﬁ, de centre O.

O
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