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| : Vocabulaire

On rassembleci-dessousun certain nombre de notions, introduitesen cours d'année.Une étude
exhaustiveet directe de I'ensembledu chapitreserait particulieremenindigeste.ll vaut mieux se
référer a tel ou tel paragraphe le moment venu.

1- Régles usuelles et notations
i) A, B et C étant les parties d'un ensemble E, on note :

AOB={x|xOAouxB} (réunion de A et B)
AnB={x|xOAetxB} (intersection de A et B)
CA={xOE |x0OA} (complémentaire de A)

On prouvera en exercices les régles usuelles suivantes :
AOBNC)=(AOB)n (AOC)
An(BOC)=(AnB)O(ANnC)

CAnB)=CAOCB

ChAoB)=CAnCB

AOB-(CBO CA
Cesregless'appliquent une réunionou uneintersectionquelconquefinie ou non. Si | désigneun
ensemble quelconque d'indices, on pose :

x O g Ai = Oi,xOA;  (estdans I'un des;Alsignifie "il existe™)
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xO ) A - Oi,xOA  (xestdans tous les.AJ signifie "quel que soit")
EXEMPLE:
1 .,_
L5 1=101].

nDQ,* [1 —%, 1] = {1}, alors quenDQ,* [1 —%, 1[=0

[0 désigne I'ensemble vide, ne possédant aucun élément.

i) On appelle difféerence de A et B la partie notée A — B (ou A \ B) définie par
{xOE|xOAetxOB}.OnaA-B=An CB.

i) Toutesles partiesde E, depuisl'ensemblevide [ jusqu'ak lui-méme,forment un ensemble
appeléensemblalespartiesde E et noté HE). Parexemplesi E = {1, 2, 3}, KE) ={0, {1}, {2},
{3} {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}}.

Si E posseden élémentsHE) en possede”. En effet, pour définir une partie A de E, il suffit de

choisir si chaqueélémentde E appartientou non a A, ce qui fait 2" choix possibles(deux choix
possiblegparélément il estdansA ouil n‘estpasdansA). Onadonc,ennotantCard(E)le nombre
d'éléments de E :

Card@E)) = F2®

iv) Etantdonnédeuxensemble& et F, on noteE x F I'ensembladescouples(x, y), ou x estélément
de E ety élémentde F. Par exemple,l'ensembledes couplesde réelsestnoté R x R, ou R?,
L'ensembladesn-upletsou n-listes(xy, X, ..., X,) d'élémentsle E estnotéE". L'ensembledessuites
(%)ioi d'éléments de E, indicées par un ensemble | fini ou non, est'noté E

2- Logique
Une propositionmathématiqueP est une phrasepouvantprendreles valeursvrai ou faux Par
exemple, dans les entiers :

P :0On, Om, m=n®est vrai

Q :0n, Om, n =n? est faux

Etantdonnéune proposition,le travail du mathématicierconsistea déterminersi elle estvraie ou
fausse. S'il arrive a démontrer gu'elle est vraie, cette proposition est un théoréme.

On est amené a regrouper diverses propositions de la fagon suivante :

a) la_conjonction : "P et Q" est une proposition qui seravraie si et seulementsi les deux
propositions P et Q sont simultanément vraies.

b) la dijonction : "P ou Q" est une proposition qui est vraie si et seulement si au moins weides
propositionsP ou Q estvraie. Les deuxpeuventétrevraies.le "ou™ a un sensinclusif. (Il existeun
"ou" exclusif, mais qui n'est pas utilisé de facon usuelle).
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c) I'équivalence : "P = Q" est vraie si et seulementsi P et Q sont simultanémentvraies ou

simultanément fausses, autrement dit, si P et Q ont méme valeurs de vérité. Par exemple :
Xx=¢ < x>0 ety=In(X)

L'équivalencepeut s'appliquera despropositionsfaussesPar exemple,si on veut montrerqu'une

propositionP estfausseon peutcherchemne propositionQ équivalentea P et montrerque Q est

fausse.

d) I'implication logique : "P O Q" estvraie si et seulemensi P estfausseou Q estvraie. Cette
notion est la plus difficile a maitriser, contrairementa ce qu'on peut penserau premier abord.
Prenonsun exemplepour illustrer ce fait. Considéronsun circuit électriqueen série constituéd'un
générateur de courant, d'un interrupteur et d'une lampe.

interrupteul

A

)

lampe

CD générateur

L'interrupteur peut étre ouvert ou fermé ; la lampe peut étre allumée ou éteinte.

Soit P la proposition : la lampe est allumée.

Soit Q la proposition : l'interrupteur est ferme.
Quelle est la relation d'implication logique entreP et Q ? A-tton PO Q? Q O P ? A-t-on
I'équivalence® = Q ? Précisongju’'onnerecherchgasunerelationcausaletelle quele concoitle
physicien. Nous cherchons une relation logique permettant de faire une déduction.

Il'y a trois situations possibles :

/A —A —A

@ mON )

interrupteur ouvert interrupteur ferme interrupteur fermeé
lampe éteinte lampe allumée lampe éteinte
situations les plus courantes situation inhabituelle

mais pas impossible :
lampe grillée, voltage trop faible, ...
Une seule situation est impossible :



interrupteur ouvert
lampe allumée.

La seule implicatiomogiqueest la suivante :
PO Q:silalampe est allumée, alors l'interrupteur est ferme.

L'implication Q [0 P (si l'interrupteurestfermé,alorsla lampeestallumée)corresponctertesa une
explicationcausalede I'allumagede la lampe,maisn'estpossibleque dansun mondeidéal et parfait
ou les lampes ne tombent jamais en panne, et ne constitue en rien une conséquence logique.

On réfléchira au fait que toutes les phrases qui suivent ont la méme signification :

PO Q lampe alluméél interrupteur fermeé
non(Q)I non(P) (contraposée) interrupteur ouverft] lampe éteinte
si P alors Q si la lampe est allumée, alors on en

déduit que l'interrupteur est fermé.

P est suffisant pour Q il suffit que la lampe soit allumée pour
il suffit P pour avoir Q conclure que l'interrupteur est ferme.
P seulement si Q la lampe est alluméeslement si

I'interrupteur est fermé.

Q est nécessaire pour P il faut que l'interrupteur soit fermé

il faut Q pour avoir P pour que la lampe soit allumée.

non(P) ou Q la lampe est éteinte, ou l'interrupteur
est fermé

Il résultede celaque l'implication estveérifiee dansles trois cassuivants(correspondané nostrois
dessins) :

P est vrai et Q est vrai

P est faux et Q est vrai

P est faux et Q est faux
Ainsi, si P estfaux, Q estquelconqueet il n'y a rien a montrer.La seulechosea montrerestdonc
bien que, si P est vrai, alors Q est vrai.

L'implication est fausse dans le seul cas suivant :
P est vrai et Q est faux
Il ne peut y avoir d'implication, puisque I'hypothése est vérifiee, mais pas la conclusion.

-4-



LaréciproquedelimplicationP [0 Q estQ [0 P. Elle peutétrevraie ou faussejndépendammerde
la valeurde véritée de P [0 Q. Dansnotre exemple Ja réciproqueestfausse.Toutesles phrasequi
suiventsontéquivalentesa Q [0 P. Elles sontdoncfaussesle contre-exempletantdonnépar le
troisieme dessin :

QO P interrupteur fermé] lampe allumée
non(P)O non(Q) (contraposée) lampe éteintél interrupteur ouvert
si Q alors P si l'interrupteur est fermé, alors la

lampe est allumée.

Q est suffisant pour P il suffit que l'interrupteur soit fermeé
il suffit Q pour avoir P pour conclure que la lampe est allumée.
Q seulement si P I'interrupteur est fermé seulement si

la lampe est allumée.

P est nécessaire pour Q il faut que la lampe soit allumémur

il faut P pour avoir Q conclure que l'interrupteur est ferme.

non(Q) ou P I'interrupteur est ouvert, ou la lampe
est allumée

Enfin, dire que P1 Q et QO P, c'est dire que B Q.

e) la négation
La négationd'une propositionP est notée"non(P)". La négationd'une propositionP vraie sera

fausse et la négation d'une proposition P fausse sera vraie.

La négationde "P et Q" est"non(P) ou non(Q)". En effet, dire que"P et Q" estfausse c'estdire
gu'une au moins des deux propositions est fausse.

La négationde "P ou Q" est"non(P) et non(Q)". En effet, nier le fait qu‘aumoins une desdeux
propositions est vraie, c'est dire qu'elles sont toutes deux fausses.

La négationde"P [0 Q" est"P etnon(Q)". En effet, nousavonsvu que"P [0 Q" estsynonymede

"non(P)ou Q". La négationestdonchien"P et non(Q)". Dire quel'implication estfaussec'estdire
gu'on a I'nypothése P, mais pas la conclusion Q.

La négation de "R- Q" est "(P et non(Q)) ou (Q et non(P))".

La négation del™ x, P§)" est 'T1x, non(Pk))". En effet, direqu'il estfaux queP soit vraie pourtout
X, c'est dire que P est faux pour au moing.un

La négationde"Ix, PX)" est"[J x, non(P&))". En effet, dire gu'il n'existeaucunx vérifiant P, c'est
dire que tous les vérifient la négation de P.



Il résulte des deux dernierscas que, pour prendrela négationd'une proposition enchainantes
quantificateurd] et [J il suffit de lire la propositionde gauchea droite, de changerdes [0 en [] de

changer le§lenl] puis de prendre la négation de ce qui reste.
Exemple : la négation de :

Ox, Oe>0,00> 0,Dy,|y—x| <d0 |f(x) —f(y)| <g
est:
Ox, Oe>0,06> 0,0y, |y—x| <6et|f(x) —f(y)| >€

(La premierepropositionsi mystérieuseexprimela continuité d'unefonction f entout point x. La
deuxiéme exprime la non-continuité fden un poink)

On notera enfin que :

OxOA, PK) est une abréviation poutl:x, x 0 A 0 P)
et a donc pour négation :

[Ox, x O A et non(PX)), ce qu'on abrége erlx [ A, non(Pk))
De méme, la négation déx [0 A, P(X) estl] x 0 A, non(PK)).

On utiliseraau besoindesparenthesepour lever toute ambiguité Parexemple dansles entiers,les
deux propositions suivantes ont des sens différents. La premiére est vraie, la seconde est fausse.
On, [(Om, mnpair)d n pair]
On, [Om (mnpaird npair)]
En effet, dans la premiére propositiorétantdonné,on supposajuemn estpair pourtout entierm,
enparticulierpourm = 1. Doncn estpair. Dansla deuxiémeproposition,n étantdonné,on suppose
gue c'estl'implication mn pair 0 n pair qui estvraie pour tout m. Or cetteimplication estfausse
pourm= 2 etn = 3 par exemplen = 3 ne vérifie donc pas la condition demandée.

3- Introduction a la démonstration

Lorsqu'unmathématicienaprésdes heures,des jours, voire des annéesde labeur, pensequ'une
propriétéestvraie, il fait uneconjecture Pourétre certainque cette propriétésoit vraie et pour la
faire valider par I'ensemble de la communauté mathématiqueou scientifique, il faut une
démonstration. La démonstration n'est donc pas la tdche essentielle du trenathématicienmais
sonachéevementDansunemoindremesure pn demandda mémechosea I'étudiantscientifique.Ce
dernier, apprenti mathématicien,a parfois du mal a mettre en forme une démonstration.Ce
paragraphe peut lui donner quelques procédés méthodiques.

La démarchedémonstrativereposesur une liste de connaissanceappeléea évoluer. Cette liste
comprendouslesaxiomeset théoremegonnusdu démonstrateumnais peutégalemenévoluerpar
ajoutde propriétésau coursde la démonstrationLe démonstratiordoit démontrerune proposition,
c'esta dire une phrasemathématiquejue le démonstrateupenseétre vraie. Nous avonsvu dansle
paragrapherécédengu'unepropositionpeutétre construitea partir de propriétéselémentaireen
utilisant itérativement conjonction (et), disjonction (ou), implication (1), et négation (non).
L'équivalencq =) quanta elle, n'estquela conjonctionde deuximplications(CJ et[J). A cela,on
ajoute les quantificateurs existentig) et universel ().

Il convientd'abordde clairementsépareice qu'onsait ou supposevrai (théorémesgéfinitions, mais
aussihypothesesliversesgu'onregrouperasousle termegénéralde liste desconnaissancesile la
conclusiona laquelle on veut arriver. Par ailleurs, il convientde savoir qu'unedémonstratiome
consistepasforcémenta partir de I'nypothésepuis par une suite de déductiondogiques,a arriver a
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la conclusion.On peutbiensar partir de I'hypothesepour en déduirediversespropriétésen espérant

gue l'une d'elles finira par étre la conclusitverchéermaison peutaussipartir de la conclusionpour
trouver des propriétésa partir desquellesla conclusionse déduit, en espérantainsi remonter
jusqu'auxhypothesesOn peut égalemenbpérersimultanémentes deux démarchegusqu'atomber

sur une propriétéfaisantle lien entreles deux. Ci-dessousP est une propriétépouvantservir de
jonction entre une progression venant de I'hypothése et une progression venant de la conclusion :

B>
0
E)D I:)lllj I:)llllj 0 Q11|:| Ql
0 0
hypothéskl P, ... etc... 0.PO ... .0 Qe 0 QO
0
RO Ps
Sens dans lequel s'opere la recherche Sens dans lequel s'opere la recherche
de nouvelles propriétés qui se déduisent de nouvelles propriétés d'ou découle
de I'hypothese la conclusion

Il convientégalementle distinguerce qu'il faut faire pour montrer une conjecturede ce qu'il faut
faire pour utiliser unepropriétédéjaprouvéeou unehypothéseget faisantdoncpartiede la liste des
connaissances. On donne donc pour chaque connecteur lagjjque rion, implique :

[0 d'unepart une régle qui permetde montrer une propriété possédante connecteurget donc
d'ajouter cette propriété a la liste des connaissances (regle dite d'introduction).

[0 d'autrepartunereglequi permetd'utiliser unepropriétépossédante connecteuet faisantpartie
de la liste de connaissancespit pour montrerune autrepropriété,soit pour remplacerdansla liste
des connaissancel propriétépar une ou d'autrespropriétés.Une fois utilisée, la propriétéen
guestionpeuten généralétre éliminéede la liste de connaissance@egle dite d'élimination),saufsi
elle doit étre utilisée plusieurs fois.

[0 Enfin, la regle énoncant le principe du raisonnement par I'absurde.

Certainegde cesreglesparaitronttriviales. D'autresle sontbeaucoupmoins. Par ailleurs, plusieurs
approcheslifférentespeuventétre possiblegpouraboutira la mémeconclusion Nousnotonspar A,
B, C...despropriétésa prouver,etparP, Q, R... despropriétésiéjaprouvéesdoncfaisantpartiede
la liste desconnaissance$a classificationci-dessougonstituele fondemente la logique classique.
Une telle classification est par exemple utilisée par des logiciels d'assistants de preuves).

(Regles d'introduction) POUR MONTRER...
(i) ...une conjonction A et B : montrer A et montrer B.

(i) ...une disjonction A ou B : montrer A ou montrer B.

(i) ...uneimplication A [0 B : ajouterA commehypothésea saliste de connaissance@utrement
dit, supposer A) et montrer B.

(iv) ...unenégationnon(A) : ajouterA commehypothésea saliste de connaissancet montrerqu'on
aboutit aunecontradiction A estalorsnécessairemeiféux. Autrementdit, non(A) estsynonymede
A O contradiction.
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(V) ... X A(X) : exhiber un élémeritbien choisi et montrer A
(vi) ... Ox A(X) : montrer A()), u étant un symbole quelconque non encore utilisé par ailleurs

(Regles d'élimination) POUR UTILISER...
(@) ...une conjonction P et Q : ajouter P a la liste des connaissances et ajouter Q.

(b) ...une disjonction P ou Q : en déduire la validad&k enmontrantP [ RetQ 0 R (méthodede
disjonction des cas). Pour montrer par exemple qu'une suite monotone (i.e. croissanteou
décroissante) born@mnvergejl suffit de montrerqu'unesuitecroissantdornéeconvergeet qu'une
suite décroissante bornée converge.

(c) ...une implication P1 Q : ajouter Q a la liste des connaissances a condition que P y soit déja.

(d) ...une négationnon(P) : déduireune contradictionsi P fait égalementpartie de la liste des
connaissances. Autrement dit, une contradiction est un synonyme de (P et non(P)).

(e) ... (x PK), ajouterP(u) a la liste desconnaissancesj étantun symbolequelconquenon déja
utilisé parailleurs u désigneci I'élémentparticulierqui vérifie la propriétéP. On prendragardea ne
pas choisir umi intervenant dans une autre propriéte.

(f) ... Ox P(x), ajouter P{) a la liste des connaissanceétant un objet choisi a notre gré

LE RAISONNEMENT PAR L'ABSURDE

En logique classique, on ajoute la régle suivante, dite de raisonnement par I'absurde.
PourmontrerP, ajouternon(P)a la liste desconnaissancest montrerune contradiction Autrement
dit, sinon(P)O contradiction,on a prouvéP. Cetterégle s'appelleégalemensimplification de la
double négation, puisque non(P)contradiction est synonyme de non(non(P)).

Cette regle est utilisée implicitement dans :

[ Le tiers exclu : pour toute propriéteP, on a (P ou non(P)).En effet, dansle cascontraire,on
auraitnon (P ou non(P)),c'est-a-direnon(P)et non(nonP) ce qui estcontradictoire Donc on a bien
P ou non(P).

[0 La contraposition: si (non(P) 0 non(Q)) alors (Q O P). En effet, supposonggue I'on ait
non(P)O non(Q)et queQ soitvrai. Il s'agitde montrerque P estvrai. Raisonnongar I'absurdeet
supposonsion(P).Onaalorsnon(Q)d'apreda premiereimplication. Ayant Q et non(Q),on aboutit
a une contradiction. Donc non(P) est absurde et P est vrai.

En mathématiqueslassiquestoutes les démonstrationgnathématiquesitilisent ces principes, et
uniguement ces principes.

EXEMPLEL :
Montrer que O n O N, [n*impairD nimpair]

D'aprés(vi), nousallonsmontrerquen® impair 0 n impair, n étantun nombrequelconqueD'aprés
(iii), nous allons supposer quéest impair et montrer queest impair.
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On sait ou on suppose que : On veut montrer que :

n® est impair n est impair

Raisonnonspar I'absurde.Nous allons supposern non impair (i.e. n pair) et arriver a une
contradiction. Si on y parvient, on aura prouvé gest effectivement impair.

On sait ou on suppose que : On veut montrer :
n® est impair une contradiction
n pair

On utilise la définition de la parité :

npair = Op 0 N, n= 2p (définition de la propriété "étre pair")
On sait ou on suppose que : On veut montrer :
n® est impair une contradiction

OpUON,n=2p

Onan = 2p (utilisationimplicite de (e)) doncn® = 4p* qui estpair et nonimpair. On a bien obtenu
une contradiction. CQFD.

On noteraque la démonstratiorutilise le fait que n est pair. La plupart des étudiantspartentde
n®=2p+ 1, démarche généralement vouée a I'échec.

EXEMPLE2 :

Toutesuiteréellecroissantanajoréeconvergg(il convientde lire cetexempleaprésavoir acquisles
connaissancesur les réels et la notion de borne supérieurecf le chapitre Suitesdansle fichier
SUITES.PDF)Bien entendudansle chapitreSuites nousallonsplusvite au but, maison pourrase
rendrecomptequela démonstratiorestbaséesur uneapplicationdesprincipes(i) a (vi) et (a) a (f),
ce que nousdéveloppongi-dessousie facon outrageusemerdétaillée.Insistonssur le fait quele
mathématicieme développgamaisexplicitementdanssesmoindresdétailsune telle démarcheCe
développemena seulementpour but de mettre a jour les utilisations souventimplicites des dits
principes.

Il s'agit de montrer que :
O (un), [ (un) est croissante etif) est majoréél (u,) converge |
D'apres (vi) et (iii), on a :



On sait ou on suppose que :

On veut montrer que :

(un) est croissante
et (U,) est majorée

(un) converge

On traduit chaque propriété (croissance, majoration, convergence) :

On sait ou on suppose que :

On veut montrer que :

0N U, < Unst
M Onu, <M

O0s>0NOn=N,l —e<u,<l| +¢

Nous avonsun théoremed'existencede la borne supérieure(cf le chapitre Suitesdansle fichier
SUITES.PDF)qui dit : M Onu, £ M O Sup{u, n O N} existe.L'applicationde la regle (c)

donne donc, en abrégeant la liste des connaissances (ce que nous ferons plusieurs fois pour alléger)

On sait ou on suppose que :

On veut montrer que :

0N Up < Unpsa
Supl,) existe

O0s>0NOn=N,l —e<u,<l| +¢

Nous allons prendre= Sup {U,, n [J N} (application de laegle(v)). C'estévidemmente travail du

mathématicierde faire le bonchoix del etil n'y a hélasaucuneméthodeautomatiquepour cela®).
On peutsimplementire qu'onchercheun réelparticulierl et quele seuldonton ait connaissance
part les termes de la suite, c'est la borne supérieure. D'ou l'idée de preBSdiE(,).

On sait ou on suppose que :

On veut montrer que :

0N U, < Unst
| = Sup()

Os>0NOn=N,l —e<u, <l +¢

D'apresla regle (vi), nousprenonse > 0 quelconque Commela formulation[J € > 0 ... estune

abréviationde O g, € > 0 [

..., la regle (iii) ajoutela condition € > 0 aux hypothesesNous

remplacons égalemeht Sup(,) par la définition de la borne supérieure :

On sait ou on suppose que :

On veut montrer que :

0N Uy € Unst
Onu, <
Oa >00nl—a <un
€>0

(INOn=N,|l —-e<u,<l+¢
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Le o pouvantétrechoisia notregré selonla regle(f), nousprendronsi = €. La aussi,le choix du a

reléve de l'intuition du mathématicierts..

On sait ou on suppose que :

On veut montrer que :

0N Uy € Unst
Onu, <1

Onl —€ <upy
€>0

(INOn=N,|l —-e<u,<l +¢

Nous appliquons la regle (v) en choisissant id le m de la liste des connaissancés).

On sait ou on suppose que :

On veut montrer que :

0N Uy € Unst
Onu, <

Onl —€ <upy
€>0

Onzm, | —e<u, <l +¢

Nous prenons guelcongue supérieou égala m enapplicationdela regle(vi). Commeld n=m...
est une abréviatiode 0 n,n=m ..., d'apregiii), onajouten = m anoshypotheseset plutét que
n dont le symbole est déja utilisé dans la liste des connaissances, nous noterons pet entier

On sait ou on suppose que :

On veut montrer que :

0N Uy € Unst
Onu, <

Onl —€ <upy
€>0
p=m

l—e<u, <l +¢

Dans la deuxieme propriété de la liste des connaissarmeschoisissons (regle (f)= p.

On sait ou on suppose que :

On veut montrer que :

0N Uy € Unst
Up < |

Onl —€ <upy
€>0
p=m

l—e<u, <l +¢

Nous appliquonsla régle (e) a la troisiemepropriétéde la liste des connaissancesn désigneun
élément sur lequel nous n‘avons aucune possibilité de. choix




On sait ou on suppose que : On veut montrer que :

0N Uy € Unst
Up < |

| —€ < Upn l—e<u, <l +¢
€>0
p=m

Enfin, dansla premierepropriétéde la liste des connaissancesjous choisissongregle (f) itérée
plusieurs foisn=m,n=m+1, ..n=p-1,n=p.

On sait ou on suppose que : On veut montrer que :

UnSUmn1 = ...< Up_]_S Up
Up < |

| —€ < Upn l—e<u, <l +¢

€>0

p=m

Ce gu'on peut encore écrire :

On sait ou on suppose que : On veut montrer que :
| —€<UnSUm1<...<Up 1S U< l—e<u, <l +¢
€>0

Ou encore plus brievement :

On sait ou on suppose que : On veut montrer que :
| —e<uy<| l—e<u, <l +¢
€>0

La conclusion a montrer est bien vraie puisigaé + €.

On aura remarqué que le choix de tel ou tel élémentau gré du démonstrateur se manifeste
ou bien dans la liste des connaissances sur une propriété dixtigg (regle ()
ou bien dans la conclusion a montrer sur une propriété dukypéx) (regle (v))
En effet, dansle premiercas,la propriétéP(x) étantvraie pourtoutx, on estlibre de l'appliquerau x
gue I'on veut.
Dansle secondcas,puisqu'ondoit montrerla propriétéA(x) pour un certainx, on peutchoisirle x
qui nousparaitrépondrea la question(c'estla la partie la moins évidente),et, si notre choix a été
judicieux, parvenir a prouver RY pour cex bien choisi.
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A l'inverse, le démonstrateur n'a aucune liberté de choix sur I'élément qui intervient :
dans la liste des connaissances sous la fakiéx) (regle (e))
dans la conclusion a montrer sous la fofmxeA(x) (regle (vi))
Dans le premier cas, on suppose l'existencexdénifiant P&) mais cex nous est imposé.
Dans lesecondcas,on ne peutsecontenterde montrerA(x) pourun x de notre choix puisqu'ils'agit
de montrer AX) pour tous les.

La compréhension de ce mécanisme est essentielle pour mener a bien des démoostratitesst
pour savoir sur quels éléments on peut faire un choix.

4— Fonctions, injections, surjections

a) Fonction:

Une fonction f (ou application)d'un ensembleE dansun ensembld- établit une relation entre les
éléments de E et ceube F. Tout élémenix de E estassociéa un uniqueélémentde F, notéf(x). f(x)

estlimagedex parf. Siy estdansF et s'il existex danskE tel quey = f(x), x estun antécédentle y

parf. Certainséléments/ de F peuventn'étrelimaged'aucurélémentde E, et certainséléments de
F peuvent étre I'image de plusieurs éléments de E, d'ou les définitions d'injecticnrgatendans
la suite du paragraphe.

La partieG deE x F égalea{(x, y), y = f(x)} s'appellegraphedef. On note FE, F) (ou parfoisF)
I'ensemble des applications de E dans F.

Si on disposed'uneapplicationf de E dansF et d'uneapplicationg de F dansH, on peutdéfinir la
composeég o f de E dans H par g f)(x) = g(f(x)).

L'application identique lgest I'application de E dans E définie pai{X§i= x.

Si A estinclusdansE, la restrictiondef a A estl'applicationf|s de A dansF définie par f|a(x) = f(X).
La seule différence entfeet f|s estl'ensemblale définition desapplications f estdéfiniesurE alors
quef|a est définie sur A.

Inversement, si E est inclus dans H et s'il existeaypéicationg de H dansF telle queg|e = f, on dit
gueg est un prolongement deé H.

b) Injection:

Une fonctionf d'un ensemble E dans un ensemble F esinjiitetive (one to one en anglais) si :
OxOE,OXOE,x£x 0 f(x) £ f(X)

ou encore (ce qui est plus couramment utilisé) :
OxOE,OXOE,f(x)=f(x)0 x=x

Sif est injective, I'équatiof{x) =y a au plus une solution, quel que soit

Sif etg sont injectives, alorgo f I'est. En effet :
(9o f)(x) = (@of)X)

O (9(f(x)) = g(f(x)) (définition deg o f)
O f(x) =f(X) (injectivité deg)
O X=X (injectivité def)
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c) Surjection:
Une fonction est ditsurjective(onto) si :

OyOF OxOE,y=1(x)
Sif est surjective, I'équatidiix) =y a au moins une solution, quel que soit

Sif etg sont surjectives, aloggo f I'est. En effet :

Oz Oy, z=9(y) (surjectivité deg)
O Oz Oy, Ox, z=g(y) ety =f(X) (surjectivité dd)
O Oz Ox, z=g(f(x))
O Oz 0Ox,z=(go f)(X (définition deg o f)

d) bijection:

f surjective et injective est ditgjective
Sif est bijective, I'équatiof{x) =y a exactement une soluti@nquel que soiy. On peutalorsdéfinir
la fonction réciproqué*def par I'équivalence :

y=f(x) = x=f7(y).
On aalorsf(f(y)) = f(x) = y cequ'onécrit encoref o ' = Idr et f(f(x)) = f(y) = x ce qui s'écrit
fof=Ide

Sif etg sont bijectives, alorgo f I'est et §o f)™ =f* 0 g En effet :
z=(gofX

z=9(f(x)

9@ =f(¥

fH(g7(2) =x

x=("og")(@

S'il existe une applicatiomde F dansk telle quef o g = Idr etg o f = Idg, alorsf et g sontbijectives
et réciproqued'unede l'autre.En effet, la seulesolutionx possiblea I'équationy = f(x) estx = g(y).
C'est bien une solution puisqi{g(y)) =y. Il n'y en a pas d'autre puisque :

y=f(x) O g(y) =9(f(x)) =x
On noteraquel'on a besoindesdeuxrelationsf o g = Ids et g o f = Ide pour prouverl'existenceet
l'unicité. La premiéererelationf o g = Ide montre I'existencede la solution et prouve que f est
surjective. La seconde relatigro f = Id= montre l'unicité de la solution et prouve duest injective.

I I N A

EXEMPLEL1 : L'applicatiorx — sinf) est :
injective si 'ensemble de départ esg[l;]

surjective si 'ensemble d'arrivée est [-1,1]

EXEMPLE2 :
Pourn entiernaturel,notons[[1, n ]| I'ensembledesentiersde 1 a n. Alors il existeune bijection
entre[1,n] et[[1,p] si et seulement si=p.

EXEMPLES : il n'existeaucunebijectionentrekE et HE), queE soit fini ou non. C'estclair si E est

fini avec n éléments,puisque E et E) n'ont pas le méme nombre d'éléments(n et 2"
respectivement), plus délicat a montrer si E est infini. Pour cela, nous allons rqaetrgrellesque

soient les fonctionde E dans#E) etg de H{E) danskE, onaf o g # Ideg). Il estparcontretouta
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fait possibled'avoirg o f = Ide. Il suffit pour celade prendref(x) = {x} etg(A) = un élémentdonné
de A pour A non vide.

Pour montrer que :

(1)fo g# ldeg
nousallons modifier cette propositionjusqu'aobtenir une affirmation manifestementraie dont (1)
découle La difficulté essentielleestde bien comprendregqu'unélémentde E a pourimageparf une
partie de E, et qu'unepartie de E a pourimagepar g un élémentde E. On peutdéjaécrireque (1)
équivaut a :

(2)OADOE,fog(A) #A

On écritensuitele fait quelesdeuxpartiesA etf o g(A) sontdifférentesa savoirl'appartenanca la

premiere partie ne saurait étre équivalente a I'appartenance a l'autre partie :
BYUAOE,Ox,non xOA = xOfog(A)]

(On aurait pu écrire aussi qu'il existexudans la premierpartieet pasdansla secondea moinsque

X soit dansla secondeet pasdansla premiérece qui eststrictementidentiquea la formulation ci-

dessus).

Commenttrouverce x a partir de A ? Nousne connaissonsju'unseul élémentde E enliaison avec
A, c'estx = g(A). Pour que (3) soit vérifié, il suffit donc d'avoir :
(4)OAOE, nonf(A) OA = g(A) Ofo g(A)]

La précédente proposition sera elle-méme vérifiée si :
BG)OAOE,Ox,nonkOA < xOf (X)]
Il suffit en effet d'appliquer (5) axparticulier égal &(A) pour retrouver (4).

On peut aussi écrire (5) sous la forme équivalente :

(6)DAOE,Ox [xOA < xOf (X)]
Or cettedernierepropositionestvraie si I'on choisit précisémenf = {x | x [I f(x)}. On a alorsla
chaine de déduction suivante :

6)vrai= (5)0 40 3) = (2) = (2).

Une variante ainsi que des conséquences de cet exemple sont présentées en annexe.
e) image directe d'une partie

Soit A une partie de E.'imagede A par fest I'ensemble notéA) défini par :
f(A) ={yOF |[OxOA,y=f(X)}

Autrement dit :
yOf(A) = OxOA,y=1(X)
f(A) est 'ensemble des images des éléments de A.

EXEMPLE: sif est la fonction sinus, alofe[O,%n]) =[0,1]

f) image réciprogue
Soit B une partie de FE'image réciproquele B par fest I'ensemble nofé'(B) défini par :
f(B) = {x O E |f(x) O B}

Autrement dit :
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xOfYB) - f(x) OB
f(B) est I'ensemble des antécédents des éléments de B.

EXEMPLE: sif est la fonction sinus;*([0,1]) = ,Ez [2nTT, 2nTT + 11

On prendragardequecettepartieestdéfiniemémesi f n'estpasbijective, quef({y}) estl'ensemble
(éventuellementide ou constituéde plus d'un élément)des antécédentsle y, et que la notation
f(y), elle, n'est tolérée quefsést bijective ; on désigne ainsi I'antécédent unique de

EXEMPLE:
Toujours aved = sin,f*({0}) = { nr, n 0 Z} = 1tZ.
f(0) n'existe pas.

EXERCICES
i) Compareif(A n B) etf(A) n f(B)
On prouve queld A, OB, f(A n B) O f(A) n f(B)

On pourra chercher a quelle condition on a :
OA, 0B, f(A n B) =f(A) n f(B)
On trouvera qu'une condition nécessaire et suffisanfergsttive.

i) Comparerf(A O B) etf(A) O f(B)
Il'y a égalité

iii) Comparerf(CA) et Cf(A)
En général, ils sont différents. On prouve que :
finjective = O A, f(CA) O Cf(A)

f surjective~ 0O A, Cf(A) O f(CA)

iv) Procéder de méme pour les images réciproques.
Il'y a toujours égalité.

v) Comparer B et(f *(B)).
On a toujours(f(B)) O B
Une condition nécessaire et suffisante pour que :
OB, f(f(B) =B
est qud soit surjective

vi) Comparer A ef (f(A)).
On a toujours A1 f(f(A)).
Une condition nécessaire et suffisante pour que :
OA, A=f(f(A)
est qud soit injective

vii) Soitf: E - F
g:F- G
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h:G- H
Montrer que g o f surjectif0d g surjectif
go finjectif O finjectif
go fetho ghbijectifsO f, g eth bijectifs

viii) Donnons un exemple d'applicatibet g telles qud et g soient non bijectives, mais gLb f I'est.
N - N
finon+l
g:0- 0
n - n=1 pournnon nul.

5— Ensembles finis

Nous énoncongi-dessousin certainnombrede propriétéssur les ensembledinis, sanscherchera
les justifier outre mesure.

E estun ensembldini s'il existeunebijectionde[[1, n ] surE, oul'on note[[1, n ]| I'ensemblades
entiers de 1 a. n est le cardinal de E, noté Card(E).

Une partiede N estfinie si et seulemensi elle estmajorée.Si n estle cardinalde cettepartie, il

existeune bijection strictemenftcroissanteet une seuleentrecettepartieet [1, n . 1 estl'imagede
I'élément le plus petit, 2 I'image du suivant, etc...

Cardd)=0
Si E' est inclus dans E, alors CardEQard(E), avec égalité si et seulement si E' = E.

Si f estune applicationde E dansF et si Card(E)= Card(F) (fini), alors,il y a équivalencesntre

injective, surjective et bijective. En effet, compte tenu de I'égalité entre Card(F) et Card(E), on a :
finjective] Card(E) = Card(E)) O Card(F) = Card(E))

or f(E) est inclus dans F, dof(&) = F puisqu'ils ont méme nombre d'élémentEgest surjective.

De méme :
f surjectivel] f(E) = FO Card(F) = Card(E)) O Card(E) = Card(E))

donc deux éléments distincts de E ne peuvent avoir deux images ideffitegienc injective.

Ces remarques sont fausses si E et F sont des ensembles infinis.

La réunion de deux parties finies est finie et I'on a :
Card(A0 B) = Card(A) + Card(B) — Card(A B)
puisque la somme Card(A) + Card(B) compte deux fois (une fois de trop) les élémentsde
Card(An B). Evidemmentsi A et B sontdisjoints(i.e. A n B =), onaCard(AO B) = Card(A)
+ Card(B).
On pourra de méme réfléchir que :
Card(AO B O C) = Card(A) + Card(B) + Card(C) — Card(AB) — Card(An C) — Card(Bn C)
+ Card(An Bn C)

Ona:
Card(Ex F) = Card(E)} Card(F)
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Le cardinalde I'ensemble®(E, F) desapplicationsde E dansF estégala (Card(F)§*“®. En effet,
pour chaqueélémentde E, il y a Card(F) choix possiblespour son image. Ainsi, le nombre
d'applicationgde E dans{0, 1} estégala 2°*“® de mémeque Card@@E)), ce qui s'expliquepar le
fait que chaque partie de E estcaractériséparuneuniqueapplicationde E dans{0,1}, appeléesa
fonction indicatrice, que nous noterdhs Cette fonction est définie par :
1.(X) =1sixOA
=0sxkOA
Il'y a donc autant de parties dans E que de fonctions de E dans {0,1}.

Si Card(E)= n, le nombrede bijectionsde E estégala n!. En effet, il y a n choix possiblespour
l'image du premierélémentde E, mais seulemenn-1 pour le suivant,n—2 pour le suivant,etc...
jusqu'audernierou il ne resteraplus qu'un seul choix possible.Les bijections d'un ensemblefini
s'appellent aussi permutations de cet ensemble.

6- Relation d'équivalence
Soit E un ensembleUne relation binaire ®_sur E estunefonction de E x E a valeursbooléennes

(vrai ou faux). Si x ety sontdeuxélémentgle E, xR y peutétrevrai ou faux. Un exemplefréquent

estconstituédesrelationspermettante relier desélémentspartageantne propriétécommune.ll
s'agit des relations d'équivalence.

a) Exemples et définition
Voici des exemples de relations d'équivalence :

[0 Dans un ensemblequelconque,l'égalité est une relation d'équivalencetriviale. La propriété
commune est d'étre identique.

[0 Dansl'ensembledesdroitesaffinesdu plan,D // D' (D estparallélea D) si et seulemensi D et D'
ont méme vecteur directeur. La propriété commune a D et D' est d'avoir une méme direction.

0 DansZ, soitp un nombre donné. Pour tout couptert) deZ? on pose :

n=mmodp = Ok, n=m+Kkp
Ondit quen estcongrua m modulop. La propriétécommunea n et m estd'avoirmémerestedans
la division euclidienne pap.

[0 DansR, soita un réel. On dispose d'une définition analogue :
x=ymoda < Ok, n=m+ka
Un exemple classique intervient awee 2t pour les mesures des angles.

[0 Dans’Z x Z*, on considérda relationab’ = ba entredeuxcouples(a, b) et (a', b"). La propriété

commune est de représenter le méme ratic%m%.

Formellementunerelation ®, sur un ensembleE seraunerelation d'équivalencesi elle vérifie les
propriétés suivantes. Elle est :
* réflexive
e symeétrique
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* transitive

i) La réflexivités'applique aux relations vérifiant :
OxOE,X®R x

i) La symétries'applique aux relations vérifiant :
OxOEOYyOEXxRyO y Rx

i) La transitivités'applique aux relations vérifiant :
OxOEOy0OEOzOE,[xR yety®R 0 xR z

EXERCICE:
Vérifier que les relations données dans les exemples sont toutes des relations d'équivalence.

b) Partition et classes d'équivalence

Une partition d'un ensemble E est une famillg{Avérifiant :
Oi, Avz0
Di,Dj,iijD AiﬂAj:D

[Ja =E
Une partition permet de définir une relati&xde la fagon suivante :

XRy < Oi,xOA ety OA,

R définit la relation "appartenir au méme' . AJne telle relation

Réciproquement, une relation d'équivalence permet de définir une partition de E.

DEFINITION
Soit R unerelation d'équivalencesur un ensemblée. La classed'équivalenceC, d'un élémentx est

l'ensembldy O E |y Rx}.

La classede x rassembld@ousles élémentenrelationavecx (qui ont mémepropriétéquex pourla
relation donnée). On peut vérifier que :

a)x [ C
D) xRy = C=G,
¢) nonk Ry) = Ccn Gy =0

En effet :
a) résulte de la réflexivite.
b) O résulte de la transitivité et de la symétrie
[0 résulte du a) et de la définition des classes d'équivalence

c) O se prouve par l'absurde.fS#stélémentde C; n C,, alorsonaz R x etz Ry, donc,en

utilisant la symétrie et la transitivitg R y.
[ est évident.
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En conséquence, les classes d'équivalences sont non vides, disjointes deux a dereym@bleest
€gale a E. Elles forment une partition de E.

EXEMPLE : Un exemplefondamentalde relation d'équivalenceintervient en Physiquedans le
domainede la thermodynamiquel esttellementbanalqu'il faut se forcer a se poserla questionde
savoirpourquoicettepropriétéestverifieée. Considérongrois corpsA, B et C, chacunen équilibre
thermique. On diraqueA et B ont mémetempératuresi, lorsqueA et B sontmis en contact,aucun
échangehermiguen'alieu entreeux. SupposongjueA et B aientmémetempératureet queB et C
aient méme température Peut-ondire que A et C ont méme température? On doit prendre
conscienceque la réponseoui donnéea cette questionne doit pas reposersur une utilisation
syntaxique du vocabulaire (A et B ont méme température, B et C ont méme température donc A et
ont mémetempérature)mais sur des expériencephysiquesrépétéesCes expéeriencesnous les
effectuonsplus ou moinsconsciemmentousles jours, et la réponsea cesexpérience®st positive.
Le physicien pose alors comme principe que cette regle est universellementrespectéeC'est le
principe zéro de la thermodynamiquegui exprime donc le fait que la propriété "avoir méme
température'estunerelationd'équivalenceCe principe, pour étre énoncé n‘apasbesoinde définir
ce gu'estla températurell énoncesimplemente résultatattendud'un protocoleexpérimentakntre
trois corpsA, B et C. C'estseulemenune fois ce principe poséqu'on peut définir la température
commereprésentanta classed'équivalencede corps mutuellementen équilibre thermique.Pour
définir précisémentt mesurercette températurepn choisit un corpsde référenceA (en général
modélisépar un gaz parfait) a partir duquelon définit la températurade A, puis la températurele
tout corpsen équilibrethermiqueavecA. Ainsi, la notion de températuralevientunenotion dérivée
d'un principe premierbasésur l'existencea priori d'unerelation d'équivalencesntrecorps,postulée
sur des résultats expérimentaux.

7— Relation d'ordre

La suite du paragraphe est réservée aux MPSI
Un autre exemple de relation esinnéparlesrelationspermettantle classeles élémententreeux.
Il s'agit des relations d'ordre.

a) Exemple et définition
Considérons les trois exemples suivants

i) dansR linfériorité  x<y
i) dans®E) linclusion ADOB
i) dansN* la divisibilité n divisep, notén |p, i.e.,0k 0 N, p=nk

Il s'agit de trois relations d'ordre. Une relation est dite relation d'ordre si elle est :
* réflexive

e antisymétrique

* ftransitive

L'antisymétries'applique aux relations vérifiant :
OxOEOYOE, [xR yety® x]0O x=y

Commesonnomlindique,unerelationd'ordreserta établir une hiérarchiegparmiles élémentde E.

Six R vy, x serale plus souventconsidérécommeplus petit quey (la conventioninverseauraitpu

étre également étre pris&)®_ y doit étre compris comme une phrase du typstplus petit quey,
-20-



ou bien x estavanty (et éventuellementx = y). Du fait de I'antisymétrieet de la transitivité, il est
impossibled'avoir un cycle d'élémentsdistincts vérifiant x; ., X2, X2 R, X3, vy X1 R Xn,

X R X

Voici un dernierexemple: dansl'ensembledesmots sur un alphabetun mot estune suitefinie de
lettresde l'alphabet) I'ordre alphabétiqueu lexicographiqueestunerelationd'ordre.Cetterelation
existe dans de nombreux langages de programmation :

'ABBC' < 'ABC' est vrai

'ABBC' < 'ABB' est faux

Remarque : si on définit une relatismansN, Z ou R, il n‘'enestpasde mémedansC. Pourquoi?

Lesrelationsdéfiniessur les ensemblesle nombresprésententine certainecompatibilité avecles
lois + etx définies sur ces ensembles. En particulier, on a :

a=20etb>00 a+b=>0etab>0.
Si I'on avait, sur C, unerelationdu type i = 0, alors, en effectuantle produit aveclui-méme,on

obtiendrait—1 > 0, Puisen multipliant de nouveaupari, on aurait—i = 0, ce qui estcontradictoire
Cela ne veut pas dire qu'il est impossible de défimarelationd'ordresur C, maisquecetterelation

ne présentera aucun caractére de compatibilité avec les lois + et

Exercice: définir une relation d'ordre st.

b) Ordre total, ordre partiel
On remarqueraune différence entre d'une part la relation dinégalit¢ dans R ou l'ordre

lexicographique, et d'autre part, I'inclusion ou la relation de divisibilté.

Dansle premiercas, pour tout élémentx ety, 'une desdeux propriétésx € youy ® x est

vérifiée, ce qui n'estpasvrai dansle secondcas.Parexemple,on n'apas?2 | 3, ni 3 | 2. De méme
{1,2} n'estpasinclus dans{3}, pasplusque{3} n'estinclusdans{1,2}. On parle respectivement
d'ordre total et partiel.

Une relation d'ordrék_ sur un ensemble E est dit d'ordre total si :
OxOEOYyOEX® youy®R x

Dans le cas contrair&_ est une relation d'ordre partiel :
OxOE,Oy0E, nonk R, y) et nony R, X)

c) Majorant, minorant, maximum, minimum

O Soit E munid'unerelationd'ordre ®, Une partieA de E estminoréepara (a estun minorantde
A)si:

OxOA a®R x
A estmajoréeparb (b est unmajorantde A) si :
OxOAXR b
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Exemple : [0,1] est majoré par 2, et minoré par —1.

0 Soit E muni d'unerelationd'ordre ® .. Une partie A de E admetun minimuma (ou plus petit
élément) si :

alJAetOxOA a® x
a est donc un minorant de A, lui-méme élément de A.

A admet urmaximunb (ou plus grand élément) si :

bOAetOXxOA X® b
b est donc un majorant de A, lu—méme élément de A.

Exemples :
0 est le minimum de [0,1] (avec la relation usuelle) et 1 est son maximum.
]10,1] n‘'admet pas de minimum, mais admet 1 commaemuozx.
10,1[ n‘admet ni maximum ni minimum.

O est le minimum déE) pour la relation d'inclusion. E est le maximum.
Si A est I'ensemble de tous les singletons de E, A n‘'admet ni minimum, ni maximum.

Pour la relation de divisibilité d¥, 1 est le minimum, il n'y a pas de maximum.
Fin de partie réservée aux MPSI

Il : Structures algébriques
Début de partie réservée aux MPSI

1- Loi de composition interne

a) Définition :

Soit E unensembleOn appelleloi de compositioninternede E, notéepar exemplex, uneopération
qui permet d'associer, a deux éléments quelconques @tk un troisieme élément nosé: b.

Exemples Les lois de compositions internes les plus courantes sont :
+ dansN, Z, Q, R ouC.
- dans les mémes ensembles.
X dans les mémes ensembles.
/ dansQ*, R*, ou C*.
div (division entiere) daniN* ou Z*.

0 dans I'ensemble des applications de E dans E.
N dans lI'ensemble E #Q) des parties d'un ensemifde
O dans I'ensemble des parties d'un ensemble.

O (produit vectoriel) dans I'espace euclidien orienté de dimension 3

b) Associativité:
Soit E un ensemble muni d'une loi de composition interne noette loi est dite associative si :
OalE,ObOE,OcOE, @*b)*c=ax* (b*c)
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L'intérét d'unetelle notion estque les parenthésedevienneninutiles, la notationa * b * ¢ valant
indifferemment'une ou l'autredesexpressiond.eslois suivantesdansles ensemblesiu paragraphe
précédent, sont associatives x#+0, n, [. Les lois suivantes ne le sont pas / div, [

On notera que I'absence de parentheses dans I'écriture :

7-5-1=1
signifie implicitementqu'uneconventionestadoptéepour distinguerentre(7 —5) — 1 et 7 — (5 - 1),
la conventionétantici quele calcul sefait de gauchea droite, maisrien ne nousauraitempéchéle
prendrela conventioninverse: faire les calculsde droite a gauche Ce qui auraitconduitau résultat,
qui nous paraitfaux : 7—-5-1=31!
Quant a la notatioa/b/c, elle est a éviter, aucune convention n‘ayant été définie a son sujet.

c) Commutativité:
Soit E un ensemblanunid'uneloi de compositioninterne notéex. Cetteloi estdite commutative

Si:
ODOalE,ObOE,a*b=bx*a

L'intérét d'une tellemotionestquel'ordre danslequelles élémentsontplacésestindifférent. Leslois

suivantesdansles ensemblesiu paragraphgrécédentsont commutatives +, x, n, [0. Les lois
suivantesne le sontpas: o (saufsi les fonctionssont définiessur un ensemblgpossédantun seul

élément), —, /, divil

Dans le cas d'une leicommutative et associative, I'expression suivante possede un sens :
& X

ou | est un ensemble fidiindices.Parexemplesil ={1,...,n}, I'expressiorprécédentestégalea x;
* X * ...* Xy, I'Ordre des termes étant indifférent.

Exemples:

=}

X désigne la somme des éléments

n
Pl

X désigne le produit des élémenrts

—-

n
Y

QI A désigne lintersection des parties A

- A désigne la réunion des parties A

On notera, que, si | et J sont deux ensembles disjoints d'indices, on a:

igchJXi:PEI X * i’EJXi (I)
Quelle formule donner si | et J ne spakdisjoints? Si I'un desensemblegstvide ? Ou retrouve—t—
on des conventions analogues ? (penser a 0! par exemple)

d) Elément neutre
Soit E muni d'une loi interrne On dit que e est élément neutre de laIsi :

-23-



OalE,arxe=e*a=a

EXEMPLES

Le neutrede + est0. Celuide x est1. Celuideo estld. Celuide n estQ (I'ensembleentier).Celui
de [0 estl. — et/ n'ont pasd'élément:eutres.Si * est associativecommutative,et admetun
élément neutre, alors la formule (i) nous conduit a poser :

*, x=e

Le neutre, s'il existe est unique. En effeg st€ sont deux neutres, on a:
e* € =ecare€ est neutre

e* € =€ care est neutre
donce=¢€.

e) Elément symétrique
Soit Emunid'uneloi *, etd'unélémenineutree. On appellesymétriqued'unélémentx un élémentx

tel que :
X*X=X'*X=e

EXEMPLES :
Le symétrique d& pour + est x (appelé opposée de.

Le symétrique d& non nul pourx est% (appelé inverse dg

Le symétrique débijective pouro estf™ (appelé réciproque)
Il 'y a en général pas de symétrique pouet[].

— et/, n‘ayantaucunepropriétéparticuliére,apparaissenti commesymeétrisationglesopérationst+
etx.

Le symétrique,s'il existe, et si la loi est associative est unique. En effet, si X' et X" sont deux
symétriques dg, alorson a :
X*x X*X'=(X*x)* X" =ex X" =x"
X* (x*X)=X*e=X.
doncx =x". Ce symétrique est souvent naté

EXERCICE: Si* estassociativecommutativeadmetun élémenteutree, et si tout élémentadmet
un symétrique, alors on a, avec | et J quelconques :

igchJ X = i’EI X * i’EJ X * [iglcn.l Xi]_l

2— Définition d'un groupe
Un ensemble (@) est un groupe si :

i) G est non vide.
ii) * est une loi de composition interne.

i) * est associative.
iv) * admet un élément neutee
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V) toutx de G admet un symétrique

Si, enoutre,* estcommutative)e groupeestdit commutatifou abélien(Niels Abel, mathématicien
norvégien, 1802-1829).

On noteparfoisla loi du groupemultiplicativement(ab aulieu de a * b) ou additivementa + b au
lieu dea * b), mais la notation additive est réservée aux groupes commudatiéss ... * a estalors
notéa” dans le cas multiplicatif ona dans le cas additif.

Les axiomes des groupes permettent de simplifier les équations. Ainsi :
a* x=ax* y[ x=y(composer a gauche par le symétriqua)de
x*a=y=*al x=y(composer a droite par le symétriqueajle

EXEMPLEL : ‘
On peutciter le groupedescomplexesie modulel, le groupedesracinesn®™ complexegie l'unité,
le groupe des similitudes directes du plan. Voici d'autres exemples.

EXEMPLE?2 :

Voici quelques groupes a deux éléments :
{0,1d} ou o est une symétrie, muni de la tni
U, = {+1,—1} muni du produit (groupe des racines carrées de l'unité, ou regle des signes).
7127, = {0,1} muni de la loi +. Dans cet ensemble, on pose 1 + 1 = 0.
{CroissancePecroissancenunidela loi o, et dela réegledonnantie sensde variationde la

composeée de deux fonctions monotones.
{true,false} (en programmatig, muni de la loi xor (ou exclusif).

Tous ces groupes sont en fait identiques au suivant :
Groupe a deux éléments,€}. La table d'opération de ce groupe est :

* a e
a e a
e a e

On a nécessairemeatt= e car sia” = a, en simplifiant pag, on obtienta = e.

La correspondance se fait de la fagcon suivante :

Groupe * a e

{o,1d} 0 o Id

{+1,-1} X -1 +1

7127 + 1 0
{Croissance, Décroissance} o Decroissante  Croissante
{true,false} Xor true false

Tous ces groupes sont dits isomorphes. Un théoréme démontré pour I'un d'entre eux I'est pour tous.

Par exemple: la valeur d'un produit en fonction de la parité du nombrede a esta si ce
nombreestimpair, e si ce nombreestpair. Ce résultatsetraduit de la fagonsuivantedansquelques
situations courantes

o = Id eto®*! = o pour une symétrie

Le produitd'unnombrepair de termesnégatifsestpositif, le produit d'un nombreimpair de
termes négatifs est négatif.
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La composéed'un nombrepair de fonctions décroissantegt d'un nombe quelconquede
fonctionscroissantegstcroissante La composéal'un nombreimpair de fonctionsdécroissantest
d'un nombre quelconque de fonctions croissantes est décroissante.

EXEMPLES :

L'exemple suivant n'est pas un groupe :
* a e
a a a
e a e

On trouve cependant cette situation dans les cas suivants :

{a, & * a e

7127 X 0 1

{f paire,f impaire} 0 paire impaire
{true, false} or true false
{false, true} and false true
{Q, O} n 0 Q

{O, Q} 0 Q 0

Ici, a est dit absorbant.

EXEMPLE4 : Groupes a trois éléments :
Quels sont les groupes a trois éléments ?
IIn'y enaquun:

* a b e
a b e a
b e a b
e a b e

Pour le remplir, on remarqueque, pour chaqueélémenty, l'application: x 0 G - yx O G est
bijective. Chaqueélémentdu groupeapparaitdonc une fois et une seuledanschaqueligne y. De
méme,l'applicationx — Xy estbijective, donc chaqueélémentdu groupeapparaitune fois et une
seuledanschaquecolonney. En outreab = b estimpossiblecar celaimplique, en simplifiant par b,
guea = e. De mémeab = a estimpossible,doncab = g, etc... Il estalorsfacile de compléterle
tableau.

Tous les groupes a trois éléments sont donc isomorphes. En voici quelques exemples :
G * a b e

U ={1,},j%} x i i 1
ou j estuneracinecubiquecomplexede I'unité. Uz estle groupedesracinescubiquesde
l'unité.

{1,0,6% 0 o o° Id

oUo est une rotation der?3
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2137. + 1 2 0
constitué des éléments {0,1,2} ou le calcul se fait modulo 3 (i.e. a un multiple de 3 pres).

EXEMPLES :
Quels sont les groupes a 4 éléments ?
On n'en trouve que deux :

* a b C e
a e C b a
b C a e b
C b e a C
e a b C e

* a b C e
a e C b a
b C e a b
C b a e C
e a b C e

Le premiern‘estautreque (Z/47.,+), c'esta dire le groupedesélémentg0,1,2,3} ou les calculsse
font modulo 4, ou encore le groupk, des racines quatriemes complexes de l'unité :

G * c a b e

u, ={1,-1j,4} X [ -1 — 1
groupe des racines quatrieme de l'unité.

2147 + 1 2 3 0

Le second est/27)* :
G * a b c e
z12zy’ + 10 (01 (@1 (00

Ce derniergroupese trouve égalementlansla situationsuivante: considéronsin matelas.l peut
étre laissé dans la position initiale (I@n peutle tournerdansle sensde la longueur(c). On peutle
tournerdansle sensde la largeur(6). On peutlui faire un demi—toura plat (¢). {Id,0,6,6} n'est
autre que le second groupe.

EXEMPLES® : ‘
U, groupe des racings™ de l'unité dan€, muni du produit

ZinZ. ={0, 1, 2, ...n—1} ou les calculs se font moduto

3— Sous-groupe
Définition : Soit(G,x) un groupeet G' unepartie de G. On dit queG' estun sous—groupele G si,
muni de la lok, (G'*) est un groupell suffit de vérifier les propriétés suivantes :

[0 G' est non vide
[0 G' est stable pour (ce qui signifie que est une loi interne a G") :
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OxO0G,0y0G,x*ydG'
0 G' est stable par passage au symétriqug 0 G',x ' 0 G'

Il estinutile de vérifier que G' disposed'un élémentneutre.En effet, si e estle neutrede G, on
montre quee est également neutre de G'. En effet

G' est non vide, donc il exisklément de G'

x0G' donex* O G'

xOG' etx 0 G doncx* X' 0G' donce 0 G'

Ox0OG,e* x=x* e=xdonc ceci reste vrai a fortiori poxdans G'

L'associativitéétant vraie dansG est a fortiori vraie dansG'. I en est de mémede I'éventuelle
commutativité.

On montreaisémentgue l'intersectionde deux ou plusieurssous—groupesgst lu—mémeun sous—
groupe.

EXEMPLEL1 : Dansle plan R?, considérondes applicationsqui au vecteur(x,y) associde vecteur
(X,y) = (ax+ by, cx + dy), avecad—bc# 0, ce qu'on note :

' b
B EoHE
L'ensemblede cesapplications,muni de la loi de compositiono, forme un groupeappelégroupe
linéaire.
L'ensemble des applications pour lesquells bc =+ 1 en forme un sous—groupe.
L'ensembledesapplicationsorthogonalegrotationset symétriesforme un sous—groupele ce sous-

groupe appelé groupe orthogonal.
L'ensemble des rotations forme lui-méme un sous—groupe du groupe orthogonal.

EXEMPLE?2 : 'ensemble des nombres pairs forme un sous—groufze-te (

4— Anneaux et corps

Un anneau (A, +, x) estun ensemblenon vide muni de deux lois + et x vérifiant les propriétés
suivantes :

(A, +) est un groupe commutatif. Son neutre est noté 0.

x estuneloi associativgpossédantin élémentneutre et distributive par rapporta I'addition,
ie.:

Oa Ob,0Oc,ax(b+c)=ab+acetp+c)xa=ba+ca

Le produit x peutne pasétre commutatif.Un exemplenon commutatifestdonnépar I'anneaudes
matrices carrees.

0 est nécessairement absorbant. Soit élément quelconque. On a:
Xx0=xx(0+0)=xx0+xx0

O 0 =x x 0 en simplifiant par x 0

De méme, G x =0.

0 ne peutdoncavoir de symétriquepour le produit. Si tout élémentnon nul admetun symeétrique

pour le produit, 'ensemble considéré estarps ; onréserveengénéraketteappellationau casou,
de plus, le produi est commutatif.
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A' est un sous-anneau de A si A’ est inclus dans A, si (A),est un anneauon convientégalement
gue le neutre de A et de A' est identique.

EXEMPLES
* (Z, +, x) estun anneaules matricescarréesmuniesde la sommeet du produit des matrices

forment un anneau.
* (Q,+, x) estuncorps,sous-corpsle R, lui-mémesous-corpsie C. Lesfractionsrationnellesde

polynémes, de la formg ou P et Q sont des polynémes (aveg @ forment un corps.

» Considérondes quatresopérationslémentaires, —, x et/, ainsiquela fonction\f. Partantdes
rationnels,construisonsde proche en proche de nouveauxnombresen itérant les opérations

précédentes. On obtient ainsi par exemple les nombres \/E ou 1+2 S ou

\/2 —\/2 +\/2 +14/2 +\/§. En continuantindéfiniment, on forme un corps appelécorps des

nombres constructibles.On peut montrer que, dans le plan, les points a coordonnées
constructibleslansun repereorthonormeésont précisémentes points constructiblesa la régle et

au compasa partir de l'origine du repereet des vecteursde base.(Cela résulte du fait que
I'intersection d'un cercle et d'une droite conduit a une équation du second degré, dont la résolution

ne fait appelqu'auxopérationst, —, x, / et\f). On a montréau XIXeme queles nombresr, %/E
ou cosg) ne sont pasconstructiblesyendantimpossiblela résolutionde problemesmillénaires

poségpasles GrecsAnciens,celui de la quadraturedu cercle,de la duplicationdu cubeou de la
trisection de l'angle.
» Considérons I'ensemblg = {0, 1, a, B} avec les lois commutatives +etéfinies comme suit :
0 est le neutre de la somme
1 est le neutre du produit
a’=p ap=1 B*=a
l+a= 1+B=qa a+p=1
Cesopérationgdonnenta IF, unestructurede corps.lF, estle seulcorpsa quatreélémentsEn ce
qui concernela somme,sa structurede groupe est isomorphea celle de Z/27. x 'ZI127. avec

l'isomorphisme suivant :
F, - 2127 < 2127

0 - (0,0)
1 - (1,1)
a - (011)
B - (1,0)

mais il n'y a pas d'isomorphisme pour le prodijtest un corps, ce que n'est @d&7Z x ZI27..

(On aof =1 mais (0,1x (1,0) = (0,0) et non (1,1)).
Fin de partie réservée aux MPSI

L'annexequi suit ne fait paspartie du programmede mathématiquede CPGE.Elle estdestinéea

des étudiants(plutét de deuxiemeannéeou au-dela) qui s'intéresseraienfiux fondementsdes
mathématiques.
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Annexe : les axiomes

Qu'est-ce qu'un axiome ?
D'Alembert écrit, dans son Encyclopédie (1788) :

Axiome : En Mathématiqueson appelleaxiomesdespropositionsévidentegar elles-

mémes,et qui n'ont pas besoin de démonstrations.Telles sont les propositions

suivantes le tout estplus grand quela partie ; si a deuxgrandeurségaleson ajoute

desgrandeurségalesJes sommeserontégales; si deuxfiguresétantappliquéed'une

sur l'autre se couvrent parfaitement, ces deux figures sont égales en tout.

Théoréme: c'est une proposition qui énonce et démontre une veérité.
Notre conceptionmodernedes axiomesne correspondolus a desnotions déclaréesvidentespar
elles-mémesOn fait actuellementeposemnethéoriemathématiqueur desnotionsprimitives (non
définies)et lesaxiomesne serventgu'adécrirelesréeglesd'utilisationde cesnotionsprimitives. Voici
des exemples modernes d'axiomes et de notions primitives :

i) La notiond'ensemblet d'appartenancestunenotion primitive. On ne checheraa définir
ni l'une ni l'autre.
i) Frege,en1893,avaitproposécommeaxiomele suivant: ® étantun prédicatquelconque,
il existeun ensembleA tel que,pourtout x, X appartienta A si et seulemensi d(x) estvrai. Russel,
en 1902, proposade prendrecommeprédicat: ®(x) = x [0 x. D'apresFrege,il existealorsun
ensemble A tel que :
Ux xOA < xUX
Cette équivalence est vraie en particulier lorsqued, ce qui donne :
AOA = ATA

ce qui contradictoire Cetexempleprouvequ'onne peutpasprendren'importequoi pour axiome,en
particulier en ce qui concerne la construction des ensembles.

Voici quelques axiomes actuellement en vigueur

[0 La réunion d'une famille d'ensemble (indicée par un ensemble) est un ensemble.

[ La famille constituée des parties d'un ensemble est un ensemble.

O 1l existe un ensemble infini

[J Le principe de récurrence dahé

0 Le 5°™ postulatd'Euclideen géométrieeuclidienne: parun point donné,il passeune parallélea
une droite donnée et une seule. Le rejet de cet axiome conduit a d'autres types de géométries.
[ L'existence de la borne supérieure d&ns

Un axiome curieux, l'axiome du choix :

Considérons la proposition suivante :
Soit f une application injectivee E dansF. Alorsil existeuneapplicationsurjectiveg de F dansk
telle que o f = Id.

Démonstration

[0 Soita un élément quelconque de E. On pose :
i) siy appartient &(E), g(y) = xou x est 'unique élément tel qye= f(x).
ii) si y n‘appartient pasfE), on pose(y) = a.

On alorsg surjective ego f = Id

Considérons maintenant la proposition suivante :
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Soit f une application surjectivae E dansF. Alorsil existeuneapplicationinjectiveg de F dansk
telle que o g = Id.

Démonstration
O Pour touty de F.f({y}) est non vide. Soit(y) un élémentle cettepartie.Alors g estinjective et
fog=1Id

Il y a unedifférencefondamentaleentre cesdeux démonstrationsLa premiérene fait appelqu'au
choix arbitraire d'un uniquélémenta, alorsquela seconddait appelau choix simultanéet arbitraire
d'un nombrequelconqueet éventuellemeninfini d'élémentgy(y). La possibilitéd'untel choix a été
vivementcontestéau débutdu XXeme siecleet nécessitain axiome: I'axiomedu choix. Ce dernier
est égalementié a la questionde munir un ensembled'un "bon ordre" ; un ensembleest dit bien
ordonnési toute partie non vide admetun plus petit élément.Un exempletypique d'ensembldien
ordonnéest N. Parcontre,R n'estpasbien ordonnéavec!'ordre usuel. Cantor pensaitque tout

ensemble pouvait étre muni d'un bon ordre, et la néceldsitédémonstratiors'estposé.On peutse
demandeeneffet commentl peutétre possiblede munir parexempleR d'unbonordre.Au début
du siécle,on pensaavoir montrél'impossibilitéde munir R d'unbonordre.Mais Zermeloprouvale
contraire en utilisant pour la premiéere fois ce qui allait devenir I'axiome du ichoix

Soit (A)io unefamille d'ensemblesion vides,indicée par un ensembld quelconqueet soit A la
réunion des AAlors il existe une application f de | dans A telle que :

OOl f(i) O A.
La fonction f permet de choisir un élémentnoté f(i) dans chaqueA;. D'autresformulations

équivalentes sont possibles. Par exemple, le pr¢dua; est non vide.
igl

On montre que cet axiome permetde munir R d'un bon ordre, sansqu'on puisse cependant

I'expliciter, et ceci choquabon nombre de mathématiciengjui le rejeterent.Cependantd'autres
théoremesgont les énoncégaraissaientraisemblables la communautéanathématiquenécessitent
I'axiome du choix. En voici quelques-uns :

[0 Soit E et F deuxensemblesAlors ou bienil existeuneinjectionde E dansF ou bienil existeune

injection de F dans E. (Théoreme de Cantor, équivalent a I'axiome du choix)

[0 Soit E un espace vectoriel. Alors il existe une base sur E.

[0 Tout ensembleinductif admetun élémentmaximal. (Un ensembleest inductif si toute partie

totalement ordonnée est majorée). (Théoreme de Zorn, équivalent a I'axiome du choix).

Certainsrésultatscependansont prouvésau moyende I'axiomedu choix et fortementcontrairesa
l'intuition :

[0 Lebesgue a développé une théorie de l'intégration tres puissante. Toutes les fonctionsaosuelles
mesurablesau sensde Lebesgue.Les seuls exemplesnon mesurablesqui ont été découverts
nécessitent I'axiome du choix.

[J La sphere unité peut étre décomposée en quatre parties isomeétriques A,a&¥eCD2galement
isométriquea A [0 B. (D estdonc a la fois le quart et la moitié de la sphére).(Théoremede
Hausdorf, extrémement choquant).

0 Dansle mémeordre d'idée, deux ensemblesornésquelconquesde R* d'intérieur non vide
peuventétre partitionnésen deux familles finies respectives(A;) et (B;) de facon que A; soit
isométrique a B (Théoreme de Banach-Tarski).

-31-



O Il existedesfonctionsde R dansR telle quef(x +y) = f(x) + f(y), avecf différentedesfonctions
linéairesax. Cependant aucune de ces fonctions ne peut étre explicitée.

La naturede I'axiome du choix est donc complexe.Affirmant I'existenced'un objet, il ne peut
cependantéfinir explicitementcet objet. Bien plus, unetelle explicitation estimpossiblepuisquele
rejet de I'axiome supprimerait la seule possibilité de valider son existence.

Cesquestionssontliéesa la naturede la notion de I'existenceen mathématiquedl| y a deuxnotions
différentes,l'une est I'existenceexplicite, fournissantle moyende construirel'objet (par exemple,
étantdonnésdeux entiers,on peut déterminerexplicitementle plus petit multiple communde ces
deux entiers),l'autre est une existencepurementformelle ne fournissantaucunmoyen de définir
explicitementl'objet (desexemplesont été donnésprécédemment).es mathématiquesisuellesne
font aucunedistinction entre ces deux notions d'existence,ce qu'on peut juger regrettablecar
I'existence formelle a une utilité et une efficacité bien moins grande que I'existence eRpiatitms
cependangue les brancheslesmathématiquesherchant apporterune distinction entre cesdeux
notions d'existence (logique intuitionniste, analyse constructive) sont difficiles a aborder.

On peut néanmoingreconnaitrecette qualité a I'existenceformelle : elle prouve qu'il est vain de
dépenserces efforts a montrer l'inexistencede I'objet considéré.Considéronspar exemple une
propriétédonnéesur les entiers(par exemple celle d'étreun nombreparfait [égal a la sommede ses
diviseursautresque lui-méme] impair et posons-nouga questionde savoir si cette propriétéest
vérifiée par au moins un entier. Il y a alors trois possibilités.

i) Aucun entier ne vérifie la propriété

ii) Il existeau moinsun entier vérifiant la propriétéet on peutdonnersavaleur (existence
explicite)

i) Il existe au moins un entier vérifiant la propriété mais on ne peut donner sa valeur
(existence formelle), soit parce que cette valeur est trop grande pour pouvoir étre calcydéesesoit
gu'on ignoreun procédéde calcul de cettevaleur,soit mémeparcequecetteexistenceeposesurun

axiome. Si on se trouve dans ce cas, cela montre qu'il est inutile de chercher a prouver i).
0
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