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| : Produit scalaire

1- Définition, norme associée
DEFINITION
Un espacevectoriel E sur R estdit préhilbertiens'il estmuni d'un produit scalaire,a savoir une
forme bilinéaire symétrique <> définie positive, ce qui signifie :

i) Pourtouty deE, I'applicationde E dansR qui a x associe<x, y> estlinéaire. Pour tout
X, l'application de E dan® qui a y associex, y> est linéaire.

i) OxOE,Oy0E,<x y> =<y, x>

i) OxOE, <x,x>=0< x=0

iv) OxOE, <x,x>=0

Si E estde dimensionfinie, E estdit euclidien.On note aussile produit scalairex.y s'il n'y a pas
ambiguité avec un autre produit.

EXEMPLE:

“ '], 2"

0 Si E=R", on dispose du produit scalaire canonique <X, Y xy; ou X =5../et Y = ..
3.0 H.H

0 si E = C([a,b]), espace des fonctions continues syb], E peut étre muni du produit scalaire
suivant :

<, 0> = %j bf(t)g(t) dt
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On associe au produit scalaire une norme dite euclidienne :

X =V<x, x>
Cette norme vérifie les propriétés suivantes :

a)0xOE, |x||=0et|x||=00 x=0

b)OxOE,ONDOR, [IAX]] =[A] 11x]]

)0 (xy) DB, lIx+yll<|IxI+ iyl
La propriétéa) découledu fait que<x, x> = 0 et<x, x> =00 x = 0. La propriétéb) sedéduitde
<A, Ax> = A% <x, x> enraisonde la bilinéarité.La propriétéc) n'estabsolumenpasévidenteet est
démontrée dans le paragraphe suivant.

Cettenormepermetde définir unedistanceentredeuxvecteursx ety (considérésci plutdét comme
des points lorsque E est vu comme espace affine), a savey ||.

On peut retrouver le produit scalaire a partir de la norme. En effet :

<X,y>:II><+yII2—gXII2—IIyII2:IIX+yIIZA—fII><—yII2

Ces relations sont dites identités de polarisation.

On peutinterpréter'égalité<x, y> = %, (Ix+y|E-]Ix-y|P) endisantquele produitscalairede

deuxvecteursx ety estégalau quartde la différencedescarrésdeslongueursdesdeuxdiagonales
du parallélogramme construit selwety.

X

Dans la figure ci-dessusx<y> = 5 alors que § +y |F — ||[x =y |F = (3/5)* - & = 20.

On a aussi l'identité dite du parallélogramme :

Ix+ylf+lIx=ylF=21x|F+2]ly|f
qui énonceque la somme des carrés des longueursdes diagonales(x + y et x — y) d'un
parallélogramméde cotésx et y) estégalea la sommedescarrésdeslongueursdesquatrecotes.
Dansla figure précédentele parallélogrammestconstruitselondeuxvecteurs x de normeb5, ety
de norme\/ﬁ. La grandediagonaleestportéeparle vecteurx + y eta pour Iongueur3\/§ alorsque
la petite diagonale est portée pafy et a pour longueur 5. On a bien :

(3\/5)? + 5 = 2x 25 + 2x+[10% = 70.

2— Inégalité de Cauchy-Schwarz

PROPOSITION

Soit E un espace préhilbertien muni d'un produit scalaire><Alors :
) OxOE,OyOE,|<x, y>|<|Ix]l Iyl (inégalité de Cauchy-Schwarz
i) OxOEOyOE [[x+yl[<|IxIl+ Iyl (inégalité triangulairg
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Démonstration
i) Si xouy est nul, I'inégalité est évidente. Dans le cas contraire, on considere I'application suivante

R - R

t o <X+, X+ty> = <X X> + 2<X, y>t + <y, y>

Le trinbmedu seconddegréent estpositif ou nul pourtoutt. Il nepeutdoncpossédedeuxracines
distinctes, donc son discriminant est négatif ou nul. Donc :

<X, y>° < <X, X><y, y>
0 |yl <lixIyll
Cette inégalité est connuesousle nom d'inégalitéde Cauchy—SchwarzElle permetde définir le
cosinusde deuxvecteurscommeétantégala”;—)ﬁlﬁ puisquece nombreestcomprisentre— 1 et
1.0n remarquequel'égalité| <x,y>| =||x |||y || exprimele fait quele discriminantestnul, et donc

gu'il existe une racine doubigui annule X + ty, x + ty>. Autrement dit, dans ce casety sont liés.

i) En élevant l'inégalité ii) au carré, on obtient une inégalité équivalente :
<x+y, x+y> < ([[x]|+ [y [IF
= e+ 2>+ <y y> < |IX P+ Iy [P+ 2l Iy I+ lly [P

= <xy><|Ix|yl L :
ce qui découle du i). Cette inégalité est connue sous le nom d'inégalité triangulaire

3— Bases orthonormées

DEFINITIONS

i) Un vecteur x est dit unitaire ou normé si ||x 1.

i) Deux vecteurs x et y sont dits orthogonaux si <x, y> = 0.

i) Une base (ey,...,8) est dite orthogonalesi les vecteursde base sont deux a deux
orthogonaux.

iv) Une base(ey,...,q) estdite orthonormaleou orthonorméesi elle est orthogonaleet si
tous ses vecteurs sont normés.

On peutremarquergue si un systémede vecteursnon nuls est constituéde vecteursdeux a deux
orthogonaux, alors, ce systeme est libre car :

n n
>oaie=000j,<y aie,6>=00 Oj,a|le|f=00 0j,0i=0
=1 =1

Pour que ce soit une base, il suffit que le nombre de ces vecteurs soit €gal a la dimension de I'espace.

n
L'intérét d'une base orthonormée est que le produit scalaire s'y exprime treés simplexent. &

1=1

n
ety => ye, alors :
1=1

<X, y> =;myi et [x]|=

alors que dans une base quelconque, on a:

-3-



<X, Y> =) xyi<e, >
1=1

ou encore, si I'on note M la matrice symétrique de terme gerergb<

<X, y> = 'XMY
ou X etY sontlesvecteurscolonnescomposantede x ety. Dansle casdu produit scalaireusuel,
<x, y> ='XY.

THEOREME DE PYTHAGORE
SoitVy, ..., V, une famille de vecteurs orthogonaux. Alors :
Vit o+ lf= P+ V2 I+ o+ DG IF

Il suffit de développere carré de gauche.Tous les doublesproduits scalairesde deux vecteurs
distincts sont nuls puisque les vecteurs sont orthogonaux.

Il estfacile de construireunebaseorthonormeéei partir d'unebaseorthogonalell suffit pourcelade
diviser chaque vectear sanormepour seramener desvecteursunitaires.Nousallonsdécrireun
procédépermettantde construireune baseorthogonaled'un espacevectoriel de dimensionfinie a
partir de n'importe quelle base.Ce procédéest appelé procédé d'orthogonalisationde Gram-
Schmidt:

O Prendreg; = e
[0 Par récurrence, pour construigg écrire

€k = & T Ok1€k1 t+ ... TU1E
On trouve la valeur de; en écrivant g, &> = 0. On obtient :

0 = <g, &> +0j<g;, &> d'ouq;.
Pour simplifier les calculs, on peut au besoin prendreun multiple non nul de &. On voit par
récurrencegue g estcombinaisonlinéaire de (ey, ..., &), la composantesuivante, étantl. Il en
résulte qu'aucun degn'est nul, et qu'ils constituent une base de E.

EXEMPLEZ :
DansR*, on se donne le sous—espace vectoriel d'équations :

Hx+y+z+t:0

oX—-y+z=0
—_,_t
. L OxX+y=—z—t ‘@X_ 2732 .
Ce systéme est équivalent R_y=_; oua L] i . Lesélémentgle ce sous-espacsont
=3
0,0, 0; 0
donc de la forme z D—l D_E DO [ ]Il s'agitdoncd'unsous—espaceectorielde dimension2. Une
Lo OO " 020
0-0 0,0
base est donnée par= D—l [ pte, = DO []
Lo [ 1o

On prenck; = e;. On cherche; = e, + ag,, aveca tel que :
<€,€2> = 0 = <e,6> +a<e,e>=0
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1
o 1+20= Oc»O(——z

0,0 50
Doual—lj_lljet z——Dl [
Lo O L4l

Il suffit ensuite de normer chaque vecteur.

EXEMPLE?2 :
DansR*, on sedonnele sous-espaceectoriel d'équation2x + 3y — z — 2t = 0. Trouver une base

orthogonale de cet hyperplan Une base de cet espace est :

[]
e = DOD &= &=}
Lo O []

(Etant de dimension 3 dai&“, on dit que c'est un hyperplan). On prend :

€&1=6
€ =6 + gL avecd tel que 0= €,61> = <©,&1> +0<gy, €1~

3
=3+ =
a 0=-3+180 a= 13
4
L U
Pour éviter lesiénominateursjousprendronglutbt 13e, + 3e, = % DTousIescoeﬁlmentsetant
2
05 0
pairs, on obtient un vecteur plus simple en en prenant la moitié, ce quisden 3 L]
o

Puis & =e;+0¢g; + &, aveca etf3 tels que :
%o = <g3,6;> = <63,6> + 0<gq, £> = -3+ 1%
00 = <€3,62> = <€3,8,> + [3<€;, €> = 2+ 18203

Fo=2
] 13

0
-2 __1
OP =182~ o1
020 O
Nous prendrons plut@t = 91e; + 21g; —¢, = D—13 [ Hont tous les coefficients sont multiples de
Loa [
13. D'ou plutbt :
3 2 2
20 B 02 0
€1 = Do |:| 3 |:| &= D—l
Lo [ o [z O

Pour obtenir une base orthonormale,il suffit de diviser chaque vecteur par sa norme, soit

respectivemeny/13,/182, 3\/7 .

EXEMPLES :



DansR?, on considérde produitscalairexx +% (xy +yX) +yy. La basecanoniquge;,&;) n'estpas

orthonormée. On obtient une base orthogonale en posant :

&1=6
=& +tAe
avecA veérifiant <€,6,> =0« A +% =0 A = —%.

Il suffit ensuite de normer les vecteurs.

On dispose d'un théoréme de la base orthonormée incomplete.

THEOREME

Soit E un espaceeuclidiende dimensionn et (e, ..., &) une famille orthonormée Alors il est
possible de complétée,, ...,e,) en une base orthonormée.

Démonstration
On compléte d'aboray, ...,e,) en une base dg, puison lui appliquele procédéd'orthogonalisation
de Schmidt. Celui-ci ne va pas modifier pegremiers vecteurs qui sont déja orthogonaux.

4— Sous—espaces orthogonaux

DEFINITION

Deux sous—espaces vectoriels F et G d'un espace vectoriel préhilbertien sont dits orthogonaux si :
OxUOF OyOG,<xy>=0

Si on esten dimensionfinie, il suffit de veérifier que les vecteursd'unebasede F sontorthogonaux
auxvecteursd'unebasede G. Paralilleurs,F et G sontensommedirecte.En effet, soit x élémentde
FnG.Ona.:

OyOFOzOG,<,22=0
Or xOFetxOG
donc <x,x>=0

DEFINITION
Soit F un sous—espace vectoriel d'un espace vectoriel E préhilbertien n. On appelle ortdedgonal
I'ensemble des vecteurs y de E tels que :

Ox OF,<x,y>=0

Si F estde dimensionfinie, pour appartenira I'orthogonalde F, il suffit de vérifier I'orthogonalité
avec une base de F.

Il estfacile de montrerque I'orthogonalde F, noté F~ ou F° est un sous—espaceectoriel de E,
orthogonala F. Nous allons montrer que, si F est de dimension finie, ces deux sous—espaces
vectoriels sont supplémentaires.

i) Nous savons déja que F etgont en somme directe.

i) Nous allons maintenant montrer que E = F+ F
Pour cela, considéronde,, .., €, une baseorthonorméede F. Soit x élémentde E. Considérons

m

l'applicationp définieparp(x) = 3 <e,x>e. Onnotequep(x) appartienta F. Vérifions quex — p(x)

1=1

appartient a F Il suffit de montrer que son produit scalaire avec chagie la base de F est nul :
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m

<gX—p(X)>=<gXx— Z <g,X> e>

=1

m
=gX> — g,y <ex e>
=1

m

=<gxX>— ) <g,X><g,6>
=1
=gx>— gx>=0
On a donx = p(x) + (X —p(x)) élément de F +'E

La quantité|| x — p(x) || s'appelledistancede x a F. Si on considerda quantité|| x — z || lorsquez
décrit F, celle-ci atteint son minimum paur p(X). En effet, d'aprés le théoreme de Pythagore :
[|x=z]|F = [Ix—p(X) + p(X) —z|F avecx —p(X) élément de Fetp(x) —z élément de F
= [k=p() IF + llp(x) —z|f
> || x—p() If

En outre, pouz=0:

X IF = 11x=p() IF + 1P IF

Il en résulte que :

e IF<[Ix I

ce qui s'écrit aussi :

n
Y |<ex>? < ||x|f (inégalité de Bessel).
1=1

p n'est autre que le projecteur orthogonal de E sur F. Si E est de dimension finie, on a :
dim(E) = dim(F) + dim(E)

Enfin, et toujourssi E est de dimensionfinie (F)” = F. En effet, ces deux espacesont méme

dimension puisque dim(E) = dim(F) + dimffnais aussi dim(E¥ dim(F") + dim((F)") doncdim(F)

= dim((F)") et on vérifie facilementque F est inclus dans (F")". Cette propriété est fausseen

dimensioninfinie ce qu'onpeutmontrerde la faconsuivante: on prendE = C°([0,1]) et F le sous—

espace vectoriel des fonctions polynomiales. an définit le produit scalaire :

<f,g> = %] f(t)g(t) dt

On peutmontrerquela seulefonction orthogonalea tousles polyndmesestla fonction nulle. Ainsi,

F’={0}, et(F")" = E # F. Dansce cas,on a égalemenf O F’ = F # E. Le casde la dimension
infinie est donc contraire aux habitudes que I'on a en dimension finie.

Autres propriétés : si F est inclus dans G, alotessinclus dansEEn effet :
xO0G 0 OyOG,«xy>=00 OyOF, < y>=00 xOF

Si A est une partie de E, on appelle orthogonal de A I'ensemble des vectetsigue :
OyUOA, <x,y>=0
Cet orthogonal est identique a I'orthogonal du sous-espace vectoriel engendré par A.

EXEMPLE:
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DansR? le vecteur%%estorthogonalau plan d'équationax + by + cz = 0. Cette propriétése

généralise en dimension quelconque de la fagcon suivante.

_'

1 n
Soit @, ...,a,) (0, ..., 0). SoitH =§.. HD R", % ax =0}. Sionposeu = .. 5 on constatejue
H & th,
H={x0OR", <u, x> = 0}. Considéronda formelinéaired : x 0 R" - <x, u> 0 R.. Im(¢) estun
sous-espace vectoriel #& non nul cap(u) # 0, doncim(¢p) = R. CommeH = Ker(¢), le théoréme
du rang montre que dim(FH)n — 1. H s'appelle hyperplan orthogonal. a

Plus généralement, dans un espace vectoriel euclidien quelconqheyrseitorme linéair@on nulle
et (e, ..., &) unebaseorthonorméeade E. Soit & = ¢(g). Danscettebase,pourtout x de E dela

n
forme) x e,ona:
=1

0(x) = z x B(8) = <, U> en posant = z 0(e) &

On a alors Kexf) = {u}", sous-espace vectoriel de dimension dim(E) — 1.
Réciproquementout sous-espaceectorielH de dimensiondim(E) — 1 estde cetteforme. Prendre
unebaseorthonorméde,, ..., €,1) de H et la compléteren unebaseorthonorméde,, ..., e,) de E.

Alors H = {e} ".

5— Projections et symétries orthogonales

Du fait quel'orthogonald'un sous—espaceectoriel F de dimensionfinie estun supplémentairee F,
on peut définir une projection orthogonale sur F (parallélemefjtét Enesymétrieorthogonalepar
rapport & F (parallélement &)F

Dansle casd'unhyperplanH, orthogonala unedroite D, cesfonctionss'exprimentres simplement.
Soitu un vecteur unitaire orthogonal a H (vecteur directeur de la droite D).

Projection sur D: p(X) = <x, u> u. Si u n'estpasunitaire,on appliqueracetteformule enconsidérant

u . <X, U>
le vecteur—- ce qui donnera(x) = —lz— u
|lul

[full
Projection sur H: g(X) =x—<x, u>u

En effet, on peut écrire :
X=[X—=<X u>u] + <x, u>u=q(X) +p(x)

=Y, 0D
v est élément de H. Il suffit de prouver quest orthogonal & :
<V, U> =<, U>— <X, u><u,u>=0

Symétrie par rapport a Ds(X) = 2<x, u> u—Xx=p(x) —q(x)
Symétrie par rapport a Hs;(X) = x— 2<x, u>u =q(X) — p(X) = —so(X)

On utilise la décomposition deprécédemment mise en évidence.
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Les cas précédents permettent de traiter tous les cas de symétries et de projectionssgacsie
dimension 3.

EXEMPLE:
DansR?, détermineta projectionsurle planH d'équatiorex —y + z = 0. Ce plan estorthogonala

% H

= H—l Hengendrant une droite D. Le projecteur sur D est défini par :
1

o

Le projecteur sur H est défini par :
2 2X+2y—2z
q(%gzga_”__ua—la:152x+5y+z J
H 6 HiH eHx+y+s5d

Dansle casgénérald'uneprojectionorthogonalesur F ou d'unesymétrieorthogonalepar rapporta
F, si @) est une base orthonormée de E donp lesemiers vecteurs forment une base de F (et donc
lesn — p restants une base dé)Ha matrice du projecteyret de la symétrie sont respectivement :

& oH et S

6— Hyperplans affines

Début de partie réservée aux MPSI

Si H estun hyperplanvectoriel. On appellevecteurnormal a H tout vecteurorthogonala H et
unitaire.Commel'orthogonalde H estunedroite D, il n'existeque deuxvecteursnormaux,0pposés
I'un de l'autre. Le choix de tel ou tel vecteur revient a orienter la droite D. L'équation de H est :

XOH e <x,n>=0

SoitA un réel quelconque. L'ensemblg H{x, <x, n> = A} s'appellehyperplanaffine. Il estnonvide
car il contient I'élémentn, et sia est un élément quelconque dg bh a :
Hy = {X, <X, n> =A} = {X, <X, n> = <a, n>} = <x, <x—a, n> = 0}
={x,x—al H}
Ondit queH, estl'hyperplanaffine passanpara de directionvectorielleH. 1l estsouventudicieux
de considéretesélémentsle H commedesvecteursmaisceuxde H, commedespoints.Si A et M
sont deux points, on note M — A le vectéi.

Mais on peutaussiconsidéretes élémentsle H commedespointstout commeles élémentde E, et
a comme un vecteur.,Hest alors obtenu par translation de vectede H.
Hy={a+y,yUdH}

EXEMPLE:

DansR?, le planaffine d'équatior2x — y + z = 3 passepar le point % Eet possedeommevecteur



normal le vecteuli H—21H
VeH1

Soitx un élément de E, considérer comme un point. La distanca ¢ est :
d(x, Hy) = _Inf ||x—z||
Z[OH,

Mais commez s'écrita +y, a donné dans Hy quelconque dans H, on voit que :
d(x, Hy) = Inf |[x—a-y|| = d&k-a, H)
yUH

On avu plushautque,pourdéterminercettedistancejl suffit de projeterorthogonalement —a sur
H et de prendre la norme de la différence extra et son projeté. Ce projeté vaut :
X—a—<X-—a, n>n
donc la différence avec—a vaut < —a, n>n, projeté dex—a sur D = H. Donc :
d(x, Hy) =|<x—a, n>| :|<AM, n>| si on préfere noter etx comme des points A et M

On noteraquex — <x —a, n> = 0 estprécisémentéquationde H,, les coefficientsde I'équation
dans une base orthonormée étant les composantes de

EXEMPLE:

DansR?, quelle estla distancede %Eau plan d'équation2x — y + z = 3 ? Cette équationpeut

e . —y+7Z— . N
s'écrireavecun vecteurnormal unitaire sousla forme 2X z=3 _ 0. La distancede %Ea ce

/6
plan est préciséme}%x—_%_g".

Fin de partie réservée aux MPSI

Il - Automorphismes orthogonaux
La fin du chapitre est réservée aux MPSI

1- Groupe orthogonal

Soit E un espacevectoriel euclidiende dimensionfinie. On s'intéresseaux endomorphismes qui
préserve la norme, c'est—a—dire tels que :

| COxOE, M= IIxIl | |
De tels endomorphismesont qualifiésd'orthogonauyou d'isométriesvectorielles.lls disposentes
propriétés suivantes :

PROPRIETES:

i) Un opérateur orthogonal est bijectif.

i) Un opérateur orthogonal conserve le produit scalaire.

iii) L'ensembledes opérateursorthogonauxforme un groupe avec la compositim des
applications appelé groupe orthogonafE).

iv) Un opérateur orthogonal admet pour déterminaiau 1.

V) L'ensemble despérateursorthogonauxde déterminantl formeun sous—groupele O(E),
appelé groupe spécial orthogonal @&,
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vi) Si F est un sous—espace vectoriel stable par un opérateur orthogonal UF aéstRusSi
stable par u.

vii) u estun opérateurorthogonalsi et seulemensi il changeunebaseorthonorméesnune
base orthonormée.

Démonstration
i) E étant de dimension finie, il suffit de montrer qu'un tel opérateur est injectif. Or :

ux) =00 |JuX) ||=00 ||x]|=00 x=0

i) Cette propriété résulte de la relation :
1
X y> =5 [Ix+yIF = IIxIF= Iy If]

0 <u(¥,u(y)> =%[IIU(X)+U(Y) IF = 1lux) IF = {lu(y) If]
0 <u(¥,u(y)> =%[IIU(X+V)II2— X 1F = 1y IF]

O <u®,uw)> =3 Hix+yIF- IxIE- Ny 1A =<xy>

En particulier, un opérateur orthogonal conserve les angles.
i) La vérification est aisée.

iv) Si (e) est une base orthonormée dans laquelle u posséde une matrice M, alors on a, en notons X
et Y les vecteurs composantes des vecteaty :
<x, y> ='XY
<u(x), u(y)> = (MX)MY= X'MMY
ainsi :
O X, 0Y, XY = X'MMY
0 ‘MM = Id
O det(MM) = 1 = det{M)det(M) = det(M¥ = det())?

V) Siu etv appartiennent a O(E) et détE detf) = 1, alorsu o v appartient a O(E) et :

det(u o v) = det()) detf) = 1
doncu o v O SO(E).De mémeavecu ™. Les élémentsie SO(E) sontappeléesotationsvectorielles
ou isométries directes. Les autres isométries sont qualifiées d'indirectes.

vi) xOF « OyOF, < y>=0.
Or u(F) estinclus dansF et u estbijective, doncu(F) = F (il y a égalitédesdimensions)On peut
donc écrire :

xOF <« OyOF, < u(y)>=0 (*

Comme par ailleurs,x y> = <u(x), u(y)>, on a:
xOF' 0O OyOF, <« y>=0
OOy OF, «u(x),u(y)>=0
< u(x) O F" d'aprés (¥
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vii) Un opérateurorthogonaltransformeune baseorthonorméeen une baseorthonormée Cela
découle directement de ii).
Inversement,supposonsqu’un opérateuru transformeune base orthonormée(g) en une base

n
orthonorméeg). Six= ) x& ,on a:
=1

lu(x) ||= ||§1mu(e)||= 15 xe 1= Zx= I

Doncu est un opérateur orthonormé.
La matrice de u dansune baseorthonorméevérifie donc les propriétéssuivantes: les vecteurs
colonnes sont de norme 1, les colonnes sont deux a deux orthogonales.

EXEMPLE : Les symétriesorthogonalessont des opérateursorthogonaux.Cela est évident en
utilisant la définition : Sois symétrie orthogonale par rapport a F. On a :

E=FOF - E

X=y+2z 98X =y-z
et |IxIF= [lylF+ llzIF= lIsx) Il

On peut également utiliser la propriété vii). &) é€st une baserthonorméeale E dontlesp premiers
vecteurs forme une base de F (et doneH@sestants une base de)Ha matrice de la symétriest

0 . : . ; : -
%6’ . Eqw est la matrice d'un opérateurorthogonal.Son déterminantvaut (1) et donc s
n—-p

appartienta SO(E)si et seulemensi n—p estpair. Ainsi, certainessymeétriegpeuventégalementétre
classée parmi les rotations. C'est le cas en dimension 3 pour les symétries par rapport a une droite.

Soit H un hyperplaet s, la symétrieorthogonalgparrapporta H. Alors sy s'appelleuneréflexionet
son déterminant vaut —1.

2— Matrices orthogonales

On appelle matrice orthogonalela matrice M d'un automorphismeorthogonalu dansune base
orthonormée. Les propriétés de telles matrices sont analoguesa celles des applications
correspondantes, en particulier :

PROPRIETES:

i) Une matrice orthogonale est inversible.

ii) Une matrice est orthogonale si et seulemefivisi = I,

iii) L'ensembledes matrices orthogonalesn x n forme un groupe avec le produit des
matrices appelé groupe orthogonafr(

iv) Une matrice orthogonale admet pour déterminant—1.

V) L'ensemblalesmatricesorthogonalesde déterminantl forme un sous—groupeale O(n),
appelé groupe spécial orthogonal @

Vi) —

vii) Une matrice est orthogonale si et seulementsi ses colonnesforment une base
orthonormée deR".

La propriétéii) a été montréedansle paragraphel). Elle résulte du fait que dans une base
orthonormée, le produit scalaire s'exprime de la facon suivante :
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<x, y> ='XY

<u(x), u(y)> = (MX)MY= X'MMY
La propriétévii) signifie égalementjue les matricesde passagel'unebaseorthonorméea une base
orthonormée sont orthogonales.

3— Groupe orthogonal en dimension 2

. . , . . b
En dimension 2, dans une base orthonormée, la matrice d'un opérateur orth@godal la formg d%

aveca’ + ¢ = b* + d® = 1, ac + ba=0. Il existedonc 8 et ® tels que a = cos@), ¢ = sin@®),
b =sin(@®), d = cos(), avec silg+ P) =00 6 =—-d [21] ouB =11— D [277.

. . 0sP) —sin
Dans le premier cas, la matrice gst 6) ©)

2in@) cose) @de déterminant 1. C'est la rotationpdrRangled.

0s@) sin(®)
sin(®) —cosP)
rapport a la droite faisant un an@i avec le premier vecteur de base.

Dansle secondcas,la matriceest @de déterminant-1. C'estla symétrie Sy, par

On vérifiera aiséement queyB Ry = Ro:o.

4— Produit mixte

Soit E un espacerectorieleuclidienmuni d'unebaseorthonormégey, ..., €,). Supposongjue cette
basesoit considéréecommedirecte.Soit (g4, ..., €,) uneautrebaseorthonormédalirecte.Les deux
bases étardrthonorméeda matricede passag® estunematriceorthogonaleLes deuxbasestant
directes, le déterminant de P est positif. P étant de plus orthogonale, det(P) = 1.

Or dansle chapitresur les déterminantsnousavonsvu que,si v, ..., Vi, sontdesvecteursde E et si
on note (\Y) la matricedescomposantedesyv; dansla basee et (V;) la matricedescomposantedes
vi dansla baseg, on a : (Vo) = P(V,) et det(V) = det(V) = det(P\) = det(P)det(¥) =
det(P)deiV). Commedet(P)= 1, on constatequedet(V) = det(V), autremendit, le déterminant
des vecteurs, ...,V, ne dépend pas de la basthonorméalirectechoisie.Ce déterminans'appelle
alors produit mixte.

Soit H un hyperplande baseorthonormédvy, ..., v,_1) etu unvecteurnormala H. u étantdéfini au
signeprés,on voit quedetf, ..., Vo1, U) estégalementéfini au signepres.u étantchoisi, on dira
guela basedeH estdirectesi detfv, ..., V-1, U) = 1. Si changde signede u, on changd'orientation
desbasedgde H. Ainsi l'orientationde H estdéfinie a partir de I'orientationde I'espaceglobal et de
I'orientation de I'axe D orthogonal a H.

-13-



