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| : Structure de groupe

1- Définition

Soit E un ensembldini. On appellepermutationde E une bijection de E. On note S(E) I'ensemble
despermutationsde E. L'utilisation desnombresde 1 a n estusuelle.On note S, I'ensembledes

permutations sur {1, .n}. Une permutation est souvent notee
Ex : pour {1, ..., 6}

représente la bijection :

1-5

252

3-1

4.6

553

6- 4
Ainsi, 0(3) = 1 eto™*(5) = 1.0 " est la bijection réciproque @e application telle que :

cgoo'=c'oo=1Id
Id est I'application identique, définie par :
Ox, 1d(X) =x

L'application Id est telle que o =0 o Id = 0. Id est dit élément neutre de la loi de composition
On a: CardS,=n!



2— Représentation d'une permutation

La permutatioro précédente peut étre représentée :
i) sous la forme d'application, comme dans le paragraphe 1)
i) sous la forme usuelle suivante :
23456
21634
ou la premiéreligne représentd'ensemblede départ,et la secondeligne I'ensembled'arrivée,les
éléments de la seconde ligne étant les images des éléments de la premiéredigne par
i) sousformedecycles: (1 5 3)(2)(4 6) ouméme(l 5 3)(4 6), un cycle étantune
permutationécrite sousla forme (i, o(i), o°(i), o°(i), ..., o® (i) jusqu'ace queo®(i) = i, les autres
élémentsétant invariantspar ce cycle. Ainsi, l'image d'un élémentapparaissantians|'écriture du
cycle est donné par I'élément suivant, I'image du dernier élément étant le premier. L'élément de départ
est alors sans importance. Si un cycle contierseuhélémentc'estquecet élémentestinvariantpar
0. Commeles éléments'apparaissargasdansl'écrituredu cycle sontégalementnvariants,il s'agit
de Id. On peut omettre son écriture.

Il y a deux interprétations concrétes des permutations :
a) Concrétemenipn peutinterpréterl 2 3 4 5 6 commedesnumeérogportéspar desobjetsdisposés

. : : 23456 TR
devantsoi. Appliquer une permutationo (par exempleo = 216340 consistea remplacer

l'objet i par I'objet o(i). Si les objets numérotésétaient rangésdans I'ordre initialement, aprés
I'applicationde g, ils sontdansl'ordre5 2 1 6 3 4. Si on appliqueunenouvellepermutationd, I'objet
numerotéi estremplacépar I'objet numérotéd(i). Par exemple,si 6 estle cycle (1 2 3), alorsla

nouvelledispositionobtenuea partirde52 1 6 34 est5 3 2 6 1 4. Onréfléchiraaufait que,dansle

casgénéralja permutationp obtenuevautd =0 o o, notéebo. En effet, (i) = | signifie quel'objet
n°j estmis a la placede I'objet n°i lors de la permutationo ; 6(j) = k signifie ensuitequeI'objet n°k

est mis a la place de l'objetj hdrs de la permutatio®. Donc si on effectue puis6, le bilanfinal est
gue l'objet nR est venu a la place initiale de I'objet.r®n a donc dans ce cas :

¢(i) =k avecp =60

b) On peuggalementonsidérequelesobjetssontnon numérotésnaisrepérégarleur rangquand
on les disposeen ligne. Appliquer une permutationc revientici a remplacerl'objet de rangi par
l'objet de rang o(i). Si on appliqueune nouvelle permutation®, I'objet de rangi estremplacépar
l'objetderang8(i). Parexemplesi 6 = (1 2 3), alorsla nouvellepermutationd’ obtenuea partir de
521634 est2156 3 4. Onréfléchiraau fait que,dansle casgénéral ¢’ = 08. En effet, dansce
cas,o(i) = signifie quel'objetderangj estmis ala placede I'objet derangi ; 6(k) = i signifie que
l'objetderangi estmis a la placede I'objet de rangk. Donc si on effectuec puis6, le bilan final est
gue I'objet de ranpest venu a la place initiale de l'objet de ren@n a dans ce cas :
¢'(k) =] avecd' =00

Ainsi, les deuxinterprétationse différent que par le sensdanslequelon composedes permutations
successive'estl'interprétationa) qui correspondaux notationshabituellespour les composéesle
fonctions, lues de la droite vers la gauche, et c'est celle que nous adopterons.

3— Opération entre permutations

Les permutationsétant des applications,on peut les composerentre elles par la composéedes
applications ; la notatioro est parfois omise.
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EXEMPLEL : sur {1, ..., 6}
_HL23456 o HL23456
O=HK21634 “B554123

23456
Alorsco 0 =00 = 36521

ou encore, sous forme de cycles :

0=(153)(4 6)eb=(16 3 4)(25000=(1452 36)
Cette derniere permutation,constituéed'un seul cycle portant sur tous les éléments,est dite
permutation circulaire.

EXEMPLEZ2 : sur {1, ..., 6}
0=(254)eb=(1356)24 06=(1 345 6)

La composée de deux bijections étant une bijection, tadst une loi de composition intern&a

4— Propriétés de §,,0)

i) La loi o est une loi de composition interne.

i) La loi o estassociativeCela signifie que :

OocOS, 00 0S, 0c"0S, (00")c" =o(a'a")

Ceciesteneffet vérifié parla compositionde toute application,bijective ou non, sur desensembles
finis ou non.

i) Elle posséde uélément neutrea savoir Id.

iv) Tout élément deS, étant une bijection posséde symétriqueo™ tel que :

co'=c'o=1Id

Ces quatre propriétés font d8,f0) ungroupeappelé groupe symétrique.

Il : Décomposition d'une permutation

1- Orbite d'un élément

Soit 0 une permutationde S, et k un élémentde {1, ..., n}. On appelleorbite de k I'ensemble
{0°(K) |p O N}

EXEMPLE:
23456

O B21634
Il 'y atrois orbites: {1,5,3}, {2}, {4,6}. Celaesttresapparentansl'écriturede o sousforme de
cycles: 0 = (1 5 3)(4 6). Ladifféerenceentreun cycle et uneorbite estquele cycle estconstituée
d'une suite ordonnée,alors que l'orbite est I'ensemblenon ordonné des élémentsdu cycle
correspondantl'orbite de i estde la forme {i, o(i), ... ,0* (i)}, formé d'élémentddistincts,avec
o”(i) déjatrouvé dansl'orbite. On a alors nécessairemernt"(i) = i, résultaténoncésanspreuveau
débutdu chapitre.En effet, si 6°(i) = o*(i) avecO < k < p, alors,en composanpar ™, on aurait
0" (i) = i, ce qui estcontraired la définition de p. Par ailleurs les puissances supérieuresa p
n‘apportenpasde nouvelélémenta 'orbite. Il suffit d'écriren = pq+ r avecO < r < p pourvoir que
o"(i) = d'(i) est déja dans l'orbite.



2— Permutations particulieres

a) Les transpositions :

On appelle transposition) dei etj la permutation définie par
Ti(i) =]
Ti() =i
Tj(k) =k pourk # i etk #
Elle permute simplement les deux termesj. On a donc aussj = (i j)

b) Les cycles :

On appelle cycles les permutations dont les orbites sont réduites a un élément, sauf une.
EXEMPLE:
[ Les transpositions sont des cycles a deux éléments

Oo=(1 5 6 4)dan$;. Les orbites a un élément sont {2}, {3} et {7}

c) Les permutations circulaires :

On appelle permutationscirculairesles permutationsconstituéesd'une seule orbite. Ce sont des
cycles.

EXEMPLE:c=(1 6 5 2 3 4) darfs;.

3— Décomposition en cycles

Toute permutationc se décomposeen produit de cycles disjoints. L'écriture de chaquecycle
enumerechacunalesorbitesnonréduitesa un élémentles élémentstantordonnégar I'application
de o. C'est cette décompositionque nous avons utilisée lorsque nous écrivons par exemple:

o =(1 3 5)(2 6). Onpeutremarquequecescyclesn'ayantaucunélémenten communcommutent
entre eux. La décomposition,a l'ordre prés des cycles, est unique, puisqu'ellecorresponda la

partition de I'ensemble {1, .n} en orbites.

4— Transpositions

PROPOSITION :
Les transpositions engendrent le groupe symétrisiLie

Celasignifie quetoute permutatiorpeuts'exprimercommele produitde transpositiongou d'inverse
de transpositionsmais on remarqueque les transpositionssont involutives). Concretementgcela
signifie que, pour remettreen ordre un jeu de cartesmélangéeson peutle faire en permutantles
cartes deux par deux.

EXEMPLE: décomposer = (1 2 6)(4 5) comme produit de transpositions.
Voici quelgues décompositions possibles :

c=(1 2)(2 6)(4 5)

o=(1 2)(2 3)(3 4)(4 5)(5 6)4 5)(3 4)(2 3)4 5)

Démonstration 1 par récurrence sur:
Pourn= 2, on aS, = {ld, 1,5} et Id est un produit vider,, est elle-méme une transposition.
Pourn> 2, supposons qus,_; soit engendré par désnspositionsConsidéronsine permutationo
deS,:

O Si o(n) = n, alorsla restrictionde o a{1, ..., 1} estune permutationde {1, ..., n—1}.
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Elle s'exprimedonccommeproduitde transpositions de S,_.. Soit T' la transpositiorprolongeant
a {1, ...,n} de la fagon suivante :

T'(K) =1(K) sik<n

™(n)=n
o est alors le produit da§ puisqueesT' laissen invariant,et queleur produitagit surk < n comme
le produit deg, donc comme.

[0 Sio(n) = m, avecm < n, alorst,0 estunepermutationaissantn invariant.Elle s'exprime
donccommeproduitdetranspositiong, 1 1, d'aprede paragraphg@récédento estalorsle produit
de Ty, par ces transpositions o = Tn(Tm0) = Tmn M T.

Concretementgelasignifie que,pour remettren cartesmélangéeslansl'ordre, on permutela carte
qui occupela derniereplaceaveccelle qui doit occupercette derniéreplace, puis, on remetdans
l'ordre lesn — 1 premiéres cartes.

Démonstration 2 Utilisation de la décomposition en cycles.
Puisquetoute permutationse décomposeen cycles, il suffit de prouver que de tels cycles se
décomposenen transpositionsCeladécoulede la décompositioren transpositionsuivantesqu'on
pourra vérifier (en particulier en ce qui concerne l'image)de

(X1 X2 .o Xp) = (X %) (X2 Xa) ... Ko-1 Xp)

La démonstration est constructive et efficace. Elle permet d'obtenir une décomposition rapidement.

EXEMPLE:
_ [L23456
O=H21634

0 o=(15 3)4 6)=(1 5)(5 3)@4 6)

5— Signature d'une permutation

On remarqueque le nombrede transpositiongpour décomposetne permutationpeut varier, mais
gue laparité de ce nombre est conservée pour une permutation donnée.

EXEMPLE:
o= % g i g g Sﬁz (15 3)@ 6)=(1 506 3)4 6) (3 transpositions)
=(1 2)(2 3)3 4)(4 5@ 42 3)(12 2)(5 3)(4 6) (9 transpositions)
=(1 5) (3 4)(4 5)(3)44 6) (5 transpositions)

On définit uneapplicatione : 0 0 S, - {-1, 1} valant1 si o sedécomposen un nombrepair de
transpositionset valant—1 si o se décomposen un nombreimpair de transpositionsLa difficulté
essentielle de cette définition emontrerquela pariténe dépendoasde la décompositiorchoisie.
Pour cela, on défini(o) d'une facon qui ne dépend pas de cette décomposition (ii ci-dessous) :

PROPOSITION :
Soito une permutation d&,. Il y a égalité entre les deux quantités suivantes :

() (<1)" ou T estle nombrede transpositionsgdansune décompositiorde 0 commeproduit
de transpositions, quelle que soit la décomposition choisie.

(i) (-1)° ouD est égal a la différence entre n et le nombre d'orbites de



Cette quantité communeg(o) s'appellesignaturede la permutationo. Si ce nombrevaut 1, la
permutationestdite paire, sinon,elle estdite impaire. En outre, pour toute permutationo et ¢’, on
ag(oao’) =¢g(0)e(a).

EXEMPLE: dansSs, = (1 2 6)(4 5)
()o=(1 2)(2 6)(4 5)donc la quantité (i) vaut — 1.
(ii) Il'y a trois orbites : {1,2,6}, {3}, {4,5} donc la quantité (ii) vaut —1.

Démonstration

La démonstration n'est pas exigible

Appelonseg(o) la quantité(ii). Montronsque, pour toute permutationo et toute transpositiort, on
ag(ot) = —¢g(0). En effet, st =15, il y a deux cas a considérer :

a) Cas 11 etj sont dans la méme orbite ddi, o(i), ...,a" (i)}, aveca’(i) =j eta”(i) =i.
EXEMPLE:0=(1 2 4 6 7)(3 5)a=(2 6).0t=(1 2 7)(4 6)3 5)

orbite dec orbitesdeot

1le——7 1 ««——7

2‘/ \6 ZV 6

\4/ -

4

Cas général : L'orbite deparot est I'ensemble des nombres suivants :
[

ot(i) = a(j) = 0“"(i)
(o1)(i) = ota*"(i) = 0"*%(i) sauf sk + 2 =p

.('(;T)r(i) =0*"(i) tant quer <p—k

(00"4() = EU(E)™* i) = (V)0 () = oP() =1
L'orbite dei contient donc les élémendYi) aveck + 1<r <p.

L'orbite dej parot est I'ensemble des nombres suivants :
i
ot(j) = ofi)
(o1)%(j) = oto(i) = 0*(i) sauf sk = 1

.('(;T)r(j) =0'(i) tant que <k

(00)(4) = (eT)(01)'(j) = (ET)0* (i) = 0K(i) =]
L'orbite dej contientdoncles élémentso’(i) avecl < r < k. L'orbite initiale estdoncscindéeen 2.
Lesautresorbitessontinvariantespart. Il y a uneorbite de plus.Doncg(ot) estde signeopposéa
€(0).



b) Cas 2 i etj sont dans deux orbites différentesade
EXEMPLE:o=(1 2 46 7)(35)a=(2 5.0t1=(1235467)

orbitesdeo orbite deot

3 le——7 3 1 ——7

/ N\ \ / N\

2 6 2 6

\4/ e

5 4

Casgénéral: L'orbite dei paro est{i,...c" (i)} etcelledej est{j,...0“%(j)}. L'orbite dei par ot
est:

[

ot(i) = o(j)

(o1)(i) = (o1)0(j) = 0°(j) sauf sk = 2

.('(;T)r(i) =0'(j) tant que <k

(1)) = (010 %) = ()
(0)(i) = (E1)0*() = () =]
(1) = (1)) = o(i)

.('(;T)kﬂ(i) =¢'(i) tant que <p

(00)“P(i) = (o) 0“P(i) = (ot) 0" X(i) = 0" (i)

(00)P(i) = (o1) 0“P(i) = (oT) 0* (i) = 0°(i) =1
L'orbite dei par ot estconstituéale la réuniondesdeuxorbitesdei et paro. Les autresorbites
sont invariantes par. Il y a donc une orbite de moins. Da{c) change de signe.

Montrons par récurrence queosF Ti..T,, alorse(o) = (—1)' ce qui montrera que (i) = (i) :
Pourn = 1, o estune simple transpositiont. Or une transpositionposseden — 1 orbites.Donc
€(t) = — 1 Larelation est donc vraie pooir= 1.
Supposongju'ellesoit vraie pourn et montronda aurangn + 1. Considéronsloncunepermutation
de la formet;...TnTn+1 = OTpe @VECO = T1...T,. On A :
€(T1.. TnTns1) = €(0Tns1) = —€(0) d'apres la relatios(ot) = —€(0) prouvée ci-dessus
= (-1)"* en utilisant I'hypothése de récurrence.

On en déduit immédiatement la relatefoc’) = €(0)e(0’) car, sio =1;...1, eto’ =1..T, on a:
g(0) = (-1
g(0) = (-1

00" =T3..T,T'1...T'yn donce(oa’) = (-1 = (-1)'(-1)"

REMARQUE La décompositiordescyclesen transpositiongitiliséelors de la démonstratior? du
paragraphe 4) prouve qu'il existe un nombre de transpositions T égal a D. En effet, si I'on écrit :

0 = (C)(C)..(G)
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avec (C) cycle de longueurn; (éventuellementéduit a 1 en convenantdonc de faire figurer
égalementles élémentsinvariants), alors chaquecycle se décomposeen un nombren;, — 1 de
transpositions, soit au totad + ... +n, —p = n—p transpositions. Or D A—p.

MontronsalorsqueD estle nombreminimal de transpositionglansune décompositiorde 0. Pour
cela, considéerons un produit,...t, de transpositions. Prouvons par récurreswrk quela quantité
D relative au produit;...T¢ est inférieur ou égalla Cela est vrai podc= 1, ou R = 1.
Supposonda relationvraie pour un produitde k — 1 transpositionset multiplions ce produit par .
Parrécurrencepn a Dy_; < k— 1. Or le raisonnementenudansla démonstratiorde (i) = (ii) prouve
que b = D, = 1. Donc:

DD+ 1<k-1+1=k

UNE CURIOSITE

Dans les années 1870, un jeu, appelé taquin, eut un succes considérable aux Etats-Unis. Il consiste el
un carréde 4 x 4 casesoccupéegar 15 cubesnumérotéesle 1 a 15. L'une descasegestevide, ce

qui permetde déplacerpar translationles cubesadjacents.Sam Loyd (1841-1911)offrit une
récompense de 1000 dollars a qui serait capable de remettre dans le bon ordre le jeu ainsi disposeé :

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 15 14

En fait il n'existe pas de solution. En effet, on remarque que :

» Déplacerun cuberevienta le permuteravecla casevide. On effectueainsi destranspositionsur
l'ensembledes16 casesCommeon veut permuteres cubesl4 et 15, on cherchea effectuerun
nombre impair de transpositions, et donc un nombre impair de déplacements de la case vide.

* A chaquefois quel'on déplacda casevide, la sommede sonabscisset de sonordonnéechange
de parité. Pour remettrela casevide dansle coin en basa droite, il faudradonc effectuerun
nombre pair de déplacements.

Les deux remarques précédentes étant incompatibles, I'existence d'une solution est impossible.



