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| : Applications linéaires

1-Définition et exemples
SoientE et F deux espaces/ectorielssur le mémecorps K. On appelle applicationlinéaire ou

morphisme d'espaces vectoriels une applicdtdnE dans F telle que :
OxOE,Oy0OE, f(x+y) =f(x) +f(y)
OxOE,ONOK, f(AX) = Af(X)

En prenanh = 0, on remarque quélg) = G-

EXEMPLES :
Of:R - R

X —» aX
ou a est un parametre fixé est une application linéaire.

[0 Plus généralement, on peut considérer les applications de la forme :
R" . RP

]

1 1 12Xp F aiXe + ..+ QunXy
%2 E_} %2 E: p1X1 + 3-22)(.2';" <o aonXg E
D(“D H/plj |$.;1;|_X;|_‘|'a.p2X2‘|'...‘|'a.ann|:|

ce qu'on note également :
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1 11 A12 ... Ain X1
%2 E: 21 A2 ... A2n %(2 D

Matrice définissant I'applicatibn
Cet exemple est caractéristiquetdatesles applicationdinéairesen dimensionfinie, commenousle
verrons bientot.

[J Soit E un espacevectorielde base(e,, ..., &,), alorsuneforme linéaire (applicationlinéairede E
danskK) s'écrit :

f(xer + ... +x:€)) =xf(er) + ... +X.f(e,) de la formeayx; + ... +anX,
0 f: E - E définie paf(x) = x. Il s'agit de Igd, I'application identique (ou identité) de E.
O Soit1: C([a, b)) - R

fooo %] bf(t) dt = I(f)

Alors | est linéaire.

0 C(R) - C(R)

y - ay'+by+cy=ao(y)
@ est linéaire.

[0 {u = (Un)now CONvergente}» R

u =~ lim uy
n— +oo

O {u = (Un)noy @rithmétique} - R
u - R(u) = la raison de la suite
On peut vérifier quey = (Un)noyy arithmétique} est un sous-espace vectatedlespacevectorieldes

suites.En effet, u arithmétiquede raisonr 0 Au estarithmétiquede raisonAr. u et v arithmétiques
deraisonr ets 0 u + v arithmétiquede raisonr + s. Cesobservationgprouventpar ailleursque R
est linéaire.

[0 Soient(e, ..., &) une based'un espacevectoriel E, et (fy, ..., f;) une famille de vecteursd'un
espacevectoriel F. Alors il existeuneet uneseuleapplicationlinéaireu de E dansF telle u(e) = f..

Elle est définie pan(Aie; + ... +Ap6,) = A1fy + ... +Af.

Sif est bijective, on parleidbmorphisme

Si E = F, on parle dhdomorphisme

Si E = F eff bijective, on parle dutomorphisme
Si F =K, on parle ddéorme linéaire

On note L(E,F) I'ensembledes applicationslinéairesde E dansF. On note L(E) lI'ensembledes
endomorphismede E. On note E* I'ensembledesformeslinéairesde E (on I'appelledual de E). Il
s'agit d'espaces vectoriels. L'élément nul de L(E,F) est I'application identiguement nulle.
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On peut composerles applicationslinéairesentre elles. Soit f élémentde L(E,F) et g élémentde
L(F,G). On montreraaisémentjueg o f estélémentde L(E,G). En particulier,siE = F = G, il s'agit
d'uneloi interne.L'applicationf o f estnotéef %, et de méme,f" = f o ... o f n fois. On vérifiera
également les regles :

fo(@+h)y=fog+foh

g+hyof=gof+hof

df)og=fo (Ag) =A(fo Q)
ou nous avons indiquer par la couleur bleue ou I'on avait besoin de la linéarité de la fonction.

On prendragardequef o g = 0 n'impliquepasquef = 0 ou g = 0. On peuttrésbienavoir f et g non
nullesalorsqueleur composéd'est. Considérepar exemplep: o ps OU pr et pe sontles projecteurs
sur F (respectivement G) parallelement a G (respectivement F), F et G étant deux supplémentaires.

On prendragardeégalementiu‘engénéralf o g # g o f. Ainsi, la formule du binbmede Newtonne
s'applique pas en général, mais seulement lofsgigecommutent. Par exemple :
(f+g)P°=f>+fog+gof+g

Considérongensembledesautomorphismesde E. Cetensembleestnonvide (il contientld), stable
paro. Tout élément admet un inverse qui est lu—méme linéaire. En effet :
iy +y) = () +f(x)) siy =f(x) ety =f(X)
FY(f(x + X)) par linéarité dé
X+ X
#y) +FY)
On montre de méme qfie¢(Ay) = Af(y).
On note GL(E) I'ensemble des automorphismes de E, appelé groupe linéaire de E.
Pour les MPSI 1l s'agit d'un groupe avec la composée des applications.

2— Image
PROPOSITION

Soitf linéaire de E dansF. Alors f(E) estun sous—espaceectorielde F. Ce sous-espaceectoriel
s'appelle Image de f, noté (in

Démonstration
Montronsla stabilitéde Im(f) parle produit parun scalaire Ja stabilité parla sommesemontrantde
méme. Soil élément de Inf}, etA un scalaire quelconque. Il existélément de E tel que :

y=1f(x)
0 Ay = Af(X)
0 Ay =f(AX)

doncAy appartient a Int].
Il est clair qud est surjective si et seulement sify F.

Si E est de dimension finie, de baseg (..,&,), alorsim(f) estengendréar (f(e), ..., f(e,)). En effet,
les éléments de Irf)(sont de la formg =f(x), x 0 E, donc :

OA1, o, An, Y =T(Ae1 + .. +AE)
0 OA1, .. An Y = Mf(e1) + ... +AAf(€)

On prendra garde que systéme générateur ne signifie pas base ).es. (f(e,)) peuvent étre liés.
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3— Noyau
PROPOSITION

Soit f linéaire de E dansF. Alors f*({0}) estun sous—espaceectoriel de E. Ce sous-espace
vectoriel s'appelle noyau de f, noté Kgr

Démonstration
Ker(f) est non vide cd(0g) = O, de sorte queglappartient a Kefj.
Ker(f) est stable par la somme. En effet :
x O Ker(f) etx O Ker(f) O f(x) = 0= =f(X)
0 (9 +f(x) = O
O f(x+X) =0
0 x+ X O Ker(f)
On montre de méme la stabilité par le produit par un scalaire..

L'intérét du noyau résulte de la propriété suivante :
PROPOSITION
Soit f une application linéaire de E dans F. Alors f est injective si et seulemen(fsi=K{0e} .

Démonstration
Supposons injective. Et soiix élément de Kef]. Alors :
f(X) =G =1(0g) O x=0¢
Donc Kef = {Og}
Réciproguement, supposons Ker{Og}, et soitx etx' quelconques tels quigx) = f(x). Alors :
f(x) —f(x) = G
f(x—x)=0
x =X O Ker(f)
X=X =0
X=X
oncf est injective.

Ooogo

o

EXEMPLEL :
Soitf : R* - R*

0 00
D—’ -+t |:|
O U

Déterminer Kerf). f est—elle injective ?

(] X *y=2
. y+z=0 : .
Ker(f) estl'ensembledesvecteurs| ] [ fels que Dz+t —g SOitx=-y=z=-. Il s'agitde la
[l Dt +x=0

1
0.0
droite engendrée par le vectdul []f n'est pas injective.

110
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Soit (x4, ..., %) unefamille de vecteursde I'espacerectoriel E et f I'applicationlinéairede K" danse
définie par :
-
f=. D: )\1X1 + ... +)\po
N
Im(f) est Iepsous-espaceectorielde E engendréar (xi, ..., X,). f estsurjectivesi et seulemensi
(X4, ..., Xp) st un systeme générateur de E.

A O

Ker(f) estl'ensembledes%\.. HdonnantunecombinaisoriinéairenuIIe de(x, ..., X). f estinjectivesi
N
p

et seulement sK{, ...,X,) est un systeme libre.
f est bijective si et seulement %j,(...,X,) est une base de E.

PROPOSITION

Soitf linéaire de E dansF et b élémentde F. Alors I'ensembledessolutionsde I'équationf(x) = b
ou bienestvide ou bienestde la forme{x, + z z [0 Ker(f)}, ou X, estunesolutionparticuliére de
I'équation

L'ensemble{x + Yy, y O Ker(f)} senote égalementx, + Ker(f) et s'appellesous-espaceaffine de
direction Kerf).

Démonstration

Si I'ensembledessolutionsestnon vide, soit Xy une solution particuliére.Soit z élémentde Ker(f).
Alors f(Xo + 2) = f(xo) + f(2 = b doncx, + z estbien solution. Réciproquementsoit y une solution
vérifiantf(y) =b. Posong =y —X,. On a biery =X, + z et il n'est pas difficile de vérifier quiéz) = 0.

EXEMPLE:
0 agxy + ... +a%, = 0 avec l'un des non nul est I'équatiod'un hyperplanH, vectorielde R", sous-

1 n
espace vectoriel de dimensionl. C'est le noyau de I'applicati%ﬂ. Eﬁ > ax.
=1

O aix; + ... +anX, = b est I'équation d'un hyperplan affing HI estobtenua partir de Hy enajoutant

_d*d

aux élémentgle Hyp unesolutionparticuliérex = B(n H del'équationcompléte Géométriquemenk
0
peut étre vu comme un vecteur de translation déplacant les élémenptrsgué H.

EXEMPLE:

Cette propriétéest égalemenicourammentutilisée dansla résolutiondes équationsdifférentielles
linéairesde la forme f(y) = ¢, ou f estune expressioriinéaire en y faisantinterveniry' et y" (par
exempley" + 2y' + 3y), et ou la solution généraleestla sommed'une solution particuliereet de la
solution généralede I'équation sanssecondmembre. Cette solution généralede I'équation sans
second membre n'est autre que I'élément général du nojau de

Pour conclure, on peut montrer qu'un ensemble H est un espace vectoriel
0 en utilisar%tI la dginition (mais pratiquement, celle-ci est réservée aux exemples
fondamentauxK", R, etR .



[0 enmontrantque H estun sous-espaceectorield'un espacevectoriel E (stabilité pour la
somme et le produit)

[0 en montrant que H est un sous-espace vectoriel engendré par une partie M

[0 en montrant que H est I'image d'une application linéaire

[0 en montrant que H est le noyau d'une application linéaire.

Prenonspar exemplepour H I'ensembledes suitesarithmétiquesOn peut montrerque H estun
espace vectoriel :

[0 en montrant que H est stable pour la somme et le produit.

[0 enremarquangueH estengendré@ar la suiteconstantgl) et la suite (n),on- EN effet, si

(Un)noy €St arithmétique, alofsa etb tel que,l0 n, u, =a + bn.
0 en remarquant que H est limageRigpar I'applicationd, b) — (a + bn),ox.
[0 en remarquant que H est le noyau de I'applicatid&gejans]&N définie par :

(un)nDN nd (un+2 - 2Jn+1 + un)nDN
Il : Cas de la dimension finie

1- Matrice associée a une application linéaire

Soit E un espacevectorielde dimensionfinie p et F un espacevectoriel de dimensionfinie n. On
choisitune base(g);-1., de E et une base(s)i-1.n de F. Danscette base,un vecteurx de E s'écrit

p n
> x&. Son imagé(x) s'écrit) ye;. f est définie si l'on connait les images des
=1 1=1

p

n n p
Posond(e) = Zaijai. On aalor$(x) = > ) a;x & de sorte qug = > a; X, ce qu'on notelela fagon
=1 i=1 | =1

=1

suivante :
Sﬁll:l 11 12 ... Ap K1 paXpt Qo Xo + ..t Xp
p) b1 A2 ... Agp <2 b1 X1t apXo + ...t ay X
[k " [k []

|j/n|:| |$nlan23np|:|]j(p|:| Dan1X1+an2.)'(.2+,..aanp |:|
N— e’

Matrice définissant I'applicatian
dans les basesg) et ).

abrege en 'Y = AX.
La "™ colonne est constituée des composantes de I'image de
a; se situe a I#™ligne etj°*"* colonne.
p
Yi = 2 &
=1
La matrice associée a une application linéaire dépend de la base choisie.

L'image étant engendréeoar les f(g), on voit que Im(f) est engendrépar les vecteursdont les
composantes sont les colonnes de la matrice.

Le calcul matriciel correspond exactement aux opérations sur les applications linéaires. En effet :
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[0 Soientf et g deux applicationslinéaires de matricesA et B, x un vecteurde E dont les

_Hd

composantedansla base(e,, ..., &) sontX = B(,JH Nousvenonsde voir que limagef(x) a pour

composantes AX dans la basg (..,€,). De mémeg(x) a pourcomposanteBX. Doncf(x) + g(x) a
pour composantes AX + BX = (A + B)X d'aprés la définition de la somnuedematricesDoncla
matrice dd + g est A + B.

[0 De mémeAf(x) a pour composantea(AX) = (AA)X par définition du produit d'unematricepar
un scalaire. Donc la matrice déestAA.

O Enfin, f o g(X) a pour composanteé&(BX) = (AB)X par définition du produit de deux matrices.
Donc la matrice déo g est AB.

[ f bijective = [1g,gof=fog=1d = B, BA=AB =1, = Ainversible.De plusla matricedef
l=gestB=A"

On pourradonc, en dimensionfinie, selonles cas,choisir de raisonnersur les applicationdinéaires
ou sur les matrices, mais celles-ci dépendent de la base utilisée.

EXEMPLE: Soitf : E; - F3 eg: kR - Gy
€ — 261+ & € - N1t+N2
€ - &1 —¢&3 € - Na—1MNa

€ - MNi— 22+ 4N,
-

La matrice dd est—=L O
_1H

01
. 0 - L
La matrice degest[ ] 1 o [
140
o 50pp1g O 50
La matrice dgo fest[}, ; o [k OH: [y o O
_1 40 B0 04 40O

Ainsi,go f(e) =21+ 212+ N3 — N4
go f(e) = 32— 44

2— Isomorphisme

PROPOSITION

Soitf un isomorphisme dE dansF, i.e. uneapplicationlinéaire bijective Alorsl'imaged'unebase
de E par f est une base de F. En particulier (@)r= dim(F).

Réciproquement, si f transforme une base de E en une base de F, f est un isomorphisme.

Démonstration
Soit (e, ...,e,) une base de E.
(e, ..., &) estdoncun systemdibre de E. Montronsquele systemdf(ey), ..., f(e,)) estlibre dansF.
Pour cela, considérons une combinaison linéaire nulle :
Mf(er) + ... +Af(e) =0
0 f(Aer + ... +Ae) =0
0 A€+ ...+, = 0 carf est injective



0 A=A =... =\, =0 car lafamilled, ...,e,) est libre.
Donc la famille(f(ey), ...,f(e,)) est libre.

Montrons qude systemgf(ey), ..., f(e,)) estgénérateude F. Commef estsurjective pourtouty de
F, il existex dans E tel qug = f(x).
OxOE,y=1(X)
0 OA1, .0 An, Y=1(X) etx=A1e + ... +Ae, car la famille &, ...,&,) est génératrice de E
0 OA1, o, An, Y =T(Ae1 + ... +AE)
a OA1, . An Y = Mf(e1) + ... +AAf(€)
Donc la famille(f(ey), ...,f(e)) est génératrice de F.

Réciproquementsi (e, ..., &) estune basede E et (f(e), ..., f(&,)) unebasede F, alorsf estun
isomorphisme. En effet :
[ f est injective :

n

Soitx élément de Kefj, de la formez Aie. On adonc:
1=1
f(x)=0

0 g he) =0

0 i)\if(e):o

0 (i, Aj = 0 car led(e) forment un systeme libre.
O x=0

[ f est surjective :

Soity élément de F de la forme A f(e). Alorsy =f(3 Ae).
=1 =1

On dit que deux sous—espaces vectoriels sont isomorpheseglaghensi il existeunisomorphisme
du premier sur le second.

PROPOSITION

Deux espaces de dimension finie sont isomorphes si et seulement si ils ont méme dimension.

Démonstration
La propositionprécédentenontreque deuxespacesectorielsk et F isomorphegie dimensionfinie
ont méme dimension puisqu'unisomorphismetransformeune basedu premier en une basedu
secondRéciproguementsoientE et F deuxespacewectorielsde mémedimensiony(e,, ..., €) une
base de Eg, ...,&,) une base de F. Définissdngar :

i, f(e) =«.
On étend tout entier a E par linéarité sur les combinaisons linéditemsformant unbasedeE en
une base de F est un isomorphisme.



3— Supplémentaire

Tousles supplémentaired'un sous—espaceectoriel d'un espacevectoriel de dimensionfinie ayant
mémedimensionsonttous isomorphesntreeux. Si F admetpour supplémentair€s, on définit le
projecteur sur F parallelement a G par :
E - E
X=X+ X - X =p(X)
OF OG

Il est facile de vérifier que :

p est linéaire

Im@p) = F

Kerp) =G

pop=p

Inversementsoit p linéairetelle quep o p = p. Posond= = Im(p) et G = Ker(p). Alors F et G sont
supplémentaires gtest le projecteur sur F parallelement a G. En effet :
[0 Montrons que b G = {0}. Soitx élément de i G. Alors :

gxOF0 Oz0E, x=p(2) T
ax0GO p(x) =0 0 pop (2 =0=p2)=x

[0 Montrons que E = F G. En effet, pourtoutx deE, x = p(x) + x — p(X) avecp(x) élémentdeF et
X —p(x) éléement de G comme on le vérifie en lui appliqueant

La décompositiorprécédent@rouved'ailleursquep estle projecteursur F parallelemena G. Il y a
cependant deux cas dégeneéres :

F = E et G ={0}. Dans ce cap,= Id.

F={0}etG=E.Dans cecag=0

La symétrie par rapport a F parallelement a G est définie par :
E - E
X=Xp + X6 — X —Xg = S(X)
OF OG

On vérifiera que :
sest linéaire.
Im@) = E
Kerg) = {0}
F =Keré—1d) = Im@+ Id)
G = Keré+ Id) = Im(s— Id)
sos=Id

Inversementsi s est un endomorphismeel que s o s = Id, alors, posantF = Ker(s — Id) et
G = Kerf + 1d), ona s symétrieparrapporta F parallelemena G, aveccommecasdégénérés = Id
ets=-Id. La démonstration est comparable a celle utilisée pour les projecteurs.

4— Le théoreme du rang

PROPOSITION

Soit u une application linéaire de E dans F. Alors u définisomorphismele tout supplémentaire
de Kefu) sur Imu).



Démonstration
Soit E' un supplémentaire de K@ret considérons la restriction de E'.
Montrons ques : E' —» Im(u) est un isomorphisme.
Cette restriction est injective. En effet :
xOKerulg-O xOE' etu(x) =00 xOKer(uyn E'={0}0 x=0
Elle est également surjective. En effet :
yOIm@u) O OxOE,y=u(x)
or X peuts'écrirev + w avecv dansKer u et w dansE’, de sortequey = u(w) ety appartienta
Im(ule).

Cettepropositionne signifie nullementquelm(u) et Ker(u) sonten sommedirecte.Parcontre,il y a
une relation importante sur les dimensions de ces deux sous-espaces vectoriels.

THEOREME DU RANG
Soit u une application linéaire de E, espace vectoriel de dimension finie, dans F. Alors :
dim(E) = dim(Ker(u)) + dim(Im(u))

Démonstration 1
En utilisant la proposition précédente, on a E E Ker(u) avec E' isomorphe a Inj; On a donc :
dim(E) = dim(E") + dim(Ken())
= dim(Im@)) + dim(Ker())

Démonstration 2
On peutaussidonnerune démonstratiordirecte. Soit (ey, ..., &) une basede Keru, complétéeen
(e, ..., &) basede E. Alors (u(ey), ..., u(e,)) engendrdm(u). Commeu(e;) = ... = u(g,) = 0, un
systéme générateur de fngst en fai(u(ey.1), ..., u(ey)). Il suffit de montrer que ce systeme est libre
pour pouvoir conclure que :
dim(Im(u) =n—-p =dim(E) — dim(Keng))
Soit une combinaison linéairg. 1u(ey1) + ... +Au(e,) =0
0 UAp+2€ps1 + ... +An€y) =0
0 Ap+1€ps1 + ... +Ane, O Ker(u)
0 OAL oo Apy Apa€pi1 + oo FAE = A8 + .. +Ap6,
0 [0, Aj = 0 puisque le systemey(...,e,) est libre
Donc (1), ..., U(e,)) est libre

dim(Im(u)) s'appellerangde u, notérg(u). C'estle rangd'unsystemede vecteursengendrantm(u),
parexemple(u(ey), ..., u(ey)) si(ey, ..., €, estunebasede E. C'estégalemente nombrede colonnes
indépendantesle la matrice de u puisqueces colonnesdonnentles composantesd'un systéme
générateude Im(u). Dansle chapitreMATRICES.PDFsur le calcul matriciel, nousavonsdéfini le
rang commele nombrede lignes non nulles d'une matrice échelonnéegquivalenteen ligne a la
matrice initiale. Nous verrons plus loin qu'il s'agit bien du méme nombre.

Dans le cas ou est une forme linéaire non nulle, K&r§'appelle un hyperplan, et on a :
dim(Ker@u)) = dim(E) — 1
puisque Im() = K espace vectoriel de dimension 1

APPLICATIONS Soitf linéaire de E dans F. Il y a équivalence entre :
i) f est un isomorphisme
i) dim(E) = dim(F) ef injective
-10-



iii) dim(E) = dim(F) ef surjective.

Montrons par exemple ii) i). Ona:

dim(F) = dim(E) = dim(Kef}) + dim(Im()) = dim(Im()) carf est injective
O Im(f) = FO f surjective.
On montre de méme iii) i). Les réciprogues sont évidentes.

Ainsi, pour un endomorphismen dimensionfinie, il y a équivalenceentref bijective, f injective, f
surjective. On en déduit la proposition suivante :

PROPQOSITION :

Dans M,(K), il y a équivalence entre :
i) A estinversible

i) OB,AB =1,

i) OB, BA=1,

iv) rg(A) =n
Démonstration

Il estclair que i) entraineles trois autres.Réciproquementsoit f endomorphismed'un espace
vectoriel E de dimensiom associé a A dans une base donngeassociée a B.
i) 0 OgOL(E),fog=1dO fsurjective (un antécédent deparf estg(y))
O f bijective[d A inversible
i) O OgOL(E),gof=1d0O finjective (carf(x) =00 g(f(x)) =x=0)
O f bijectived A inversible.
iv) O dim(Im()) = dim(E)0 Im(f) = EO f surjective] f bijectiveld A inversible.

EXERCICE: Soit X, ..., X, n réelsdistinctset f une fonction de R dansR quelconqueAlors il

existe un unique polynéme P de degré inférieur ou égal ael que :
O, P&) =1(x)

On réfléchiraa une démonstratiordirecte avantde consulterla suite. On verraquela questionest
loin d'étre évidente.

Considérons l'application d&,_,[X] dansR" définie par :

EP(XI) A
)
On vérifie trivialementqu'il s'agitd'uneapplicationlinéaire. Les espacesle départet d'arrivéeont
mémedimensionn. ® estinjective ; en effet, soit P tel que ®(P) = 0. Alors P, polyndmede degré
inférieur ou égala n — 1 s'annuleen n pointsdistincts.P estdoncnul. On en conclutque @ estun

Ef(xl)H |

isomorphismegt donc que @ est surjective.Considéronde vecteurde R" défini par B‘ H
(Xn)

PP

existeun et un seulantécédenP par ®, et doncun et un seulpolynémeP tel que: O i, P(x) = f(x).
P s'appellepolynéme interpolateurde Lagrange,coincidantavec f aux points X;, ..., X,. Son
expression explicite est :
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D (X)X = KK = X)X X)X =)
PO =2 1) (T3 (6 =) (K= %) 06 =) (6 =)

C(X — X)) (X =X) (X = Xi2) (X = Xi+1) ... (X = Xn)
(% =X2) (% —Xa)... (%= Xi-1) (% —Xis1) .. (% —X0)
Xn et son dénominateur a pour but de lui faire prendre la valeux; 1Mdwotons-le (X). On a donc :
Li(x) =0 sii £k
=1 sii =k

En effet, le polyndm

s'‘annuleenxy, Xo, ..., Xic1, Xis1, .-,

n
CommeP(X) = > f(x) Li(X), sion calculeP(x), touslestermesde la sommesontnuls, saufle k-
=1

eme qui vaut justemeftx).

5— Retour sur les systémes linéaires

Dansle chapitresur le calcul matriciel MATRICES.PDF,nousavonsétudiél'existenceet l'unicité
dessolutionsa un systemeAX = B selonle rangde A, et sonnombrede ligneset de colonnesLes
résultatsénoncéslors peuventseréinterpréteplus clairementau moyendesapplicationdinéaires.
A estvue commela matriced'uneapplicationlinéairef d'un espacevectoriel E de dimensionp dans
un espacevectorielF de dimensiom, desbasesle chaqueespacettantchoisie.B estla colonnedes
composanted'unvecteurdonnéb de F. X estla colonnedescomposanted'unvecteura trouverx
de E. Posons= rg() = rg(A).

Le systemeAX = B estéquivalenta I'équationf(x) = b. On voit quel'existencedessolutionsestlié

aufait queb appartient I'imageou non. En particulier,si r = n (rang égalau nombred'équations),
alorsIm(f) et F ont mémedimension,donc sontégaux,doncf estsurjectiveet il y a toujoursune
solution.

L'unicité de la solution, si elle existe,estliée a l'injectivité de f, donca sonnoyau.La dimensiondu
noyauest,d'aprede théoremedu rang,égala p — r. En particulier,si p = r (rang égalau nombre
d'inconnues), il y a unicité de la solution, si elle existe.

Le casr = n = p (autantd'inconnuesgue d'équationsce nombreétant égal au rang) permetde
conclurea I'existenceet a I'unicité de la solution.On dit quele systemesstde Cramer.On voit gu'il
ne suffit pasd'avoirn = p pour conclureainsi. Le rangdu systemegoue un réle essentielr = n=p
signifie qu'on dispose d'une matrice carrée inversible, dontegidijective.

Dans le cas générald'un systemede rang r homogene(dont les secondsmembressont nuls),
I'ensembledes solutionsest Ker(f), sous-espaceectoriel de dimensionp — r. Dansla pratique,la
méthode de Gauss conduih & r équations du type 0 = 0. On les élimine du systéme.

lll : Changement de bases

1- Matrice de passage

Soit (e, ..., &) unebased'un espacerectoriel E. On considereune nouvellebase(e, ..., €,). Cette
nouvelle base est en général définie en donnantles composantedes € dansla base initiale
(e1, ..., €0).

DEFINITION

-12-



On appellematricede changementle basede I'anciennebasea la nouvelleou matricede passage
la matrice dont la colonne j est constituée des composantgslaes I'ancienne bade,, ..., ).

Cette matrice étant de rangest donc inversible.

EXEMPLE:
Sie; = 3e + & ete, = —e + 28, alors la matrice de passage de la lesséa base est :

-1
%—ﬁzﬁ
2— Expression d'un vecteur

Soit(e) et (&) deuxbases soit P, la matricede changementle basede (e) a (&;). On considereun
vecteurv dont les composanteslansla baseinitiale (€) formentun vecteurcolonne(V)., et I'on
souhaite connaitre les composantes dans la nouvelle basg)(On a :

=}

N 5

V=) X€

1 =1

I
x
L

n
avece; = ) ;6 oug; est le terme général dg.P
1=1

Matriciellement, cela se traduit par : (\8 Px(V):
Pour connaitre ()il faudra donc résoudre un systeme ou inverser la matgice P

Autre démonstration

Considérons l'application Id de E muni de la bagal@ns E muni de laase(g). La matricede cette
application linéaire Id est la matrice Précédemment définie. HEffet, saj*™ colonneestconstituée
des composantes dans la base d'arrggdds vecteurs de la base de dé(gtLarelationY = AX
donnantles composantesle 'image d'un vecteura partir descomposantesle ce vecteuret de la
matrice de I'application linéaire donnera dans le cas présent :

(V)e = Px(V):

O Inverse de R :
De (V)e = Pe(V)e, on tire (V) = P« (V)e. Mais par ailleurs, en reprenantla formule initiale en
inversant les réles deete, on a aussi
(V)e = Pe(V)e
Ces formules étant vraies pour tout V, on en déduit que :
Pee_l = Pse
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[0 Produit de matrices de passage
Si lI'on dispose de trois basgse,€", on a
(V)e = Pee(V)e
(Ve = Pee(V)e
0 (V)e = PecPee(V) e
or, par ailleurs, on a:
(V)e = Pee(V)er
ces relations étant vraies pour tout vecteur V, on en déduit que :
PeePeer = Peer

3— Applications linéaires
Soit E munidedeuxbase< et €, et F munide deuxbases et€'. e et € sontconsidéréesommeles
anciennedbasesg et €' commelesnouvelles.Soit P la matricede passagele e a €, et Q la matrice

de passageale € a €'. Soit f une applicationlinéaire de E dansF, de matriceM dansles anciennes
bases. Si dim(E) p et dim(F) =n, alors :

M O Moo(K)
PO GLy(K)
QU GL(K)

On souhaitedéterminer'expressiorde la matricede f dansles nouvellesbasesNotonsw = f(v). On
a:

(W)e = M(V)e par définition de la matrice d'une application linéaire
(W)e = Q(W) changement de base dans F
(V)e=P(Vk changement de base dans E

O (W)e = Q'MP(V)e

Ainsi, la matricedef dansla nouvellebaseestM' = Q'MP. (On vérifierala possibilitéd'effectuerun
tel produit). On a également M = QM'PLes matrices M et M' sont dites équivalentes.

Dansle casd'un endomorphismeu I'on effectuele mémechangementle baseP dansle méme
espacale départet d'arrivée,la formule seréduita M' = P"'MP. Les matricesM et M' sontdites
semblables.

Il est possiblede trouver des basesde E et des basesde F danslesquellesla matrice de f est
particulierement simple :
PROPOSITION
Soit M, élémentde M,(K) une matricede rang r. Alors M estde la forme Q3P ", avecP et Q
carrées inversibles et ln matrice par bloc définie par :
_ |r Ol%

Y=g, o,
ou I, estla matriceidentité de dimensionr, O, la matricenulle a r ligneset p—+ colonnes,0, la
matrice nulle ar— lignes etr colonnes, @la matrice nulle & lignes efp—~ colonnes.

Démonstration
On considéregueM estassocié& uneapplicationlinéairef d'unespacevectoriel E de dimensionp
dansun espacevectoriel F de dimensionn dansdesbasesdonnéeqon peut prendrepar exemple
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E =KP" et F = K" munis desbasescanoniques)On construitalors une base(e/, ..., &) de E et

(ed, &', ...€,") de F dans lesquelles la matricef @st donnée par la matrice ci-dessus, a savoir :
fle)) =&, f(&) =2, ....,f(&") =&/, f(e+) =0, ...f(e,) =0
Onremarquejue,d'aprede théorémedu rang,dim Ker(f) = p —r. On choisitdonce., ..., &' base
deKer(f), quel'on completeene/, ..., &', &1, ..., &' basede E. On poseg;' = f(e/), ..., &' = f(e).
Dansla démonstratioru théoremedu rang,nousavonsmontréque cettefamille constitueunebase
de Im(f). On la compléteene,, ..., &', &+, ..., &' basede F. P et Q sontalors les matricesde

changement de bases ainsi définies.

Réciproquementsi M = QJP " alors rg(M) = rg(J) puisqueM et J représenteronta méme
applicationlinéaire dansdes basesdifférentes,et que leur rang serale rang de cette application
linéaire.

Cela signifie que ce qui caractériseune applicationlinéaire, c'estson rang. On peut classifierles
applicationdinéairesau moyende leur rang.Parexemplejl existetrois typesd‘applicationdinéaires
d'un espacevectoriel de dimension3 dans un espacevectoriel de dimension2, a savaoir, les
applications dont la matrice est, dans des bases bien choisies :

00 00 00

00 00 10

COROLLAIRE :
rg(‘A) = rg(A)

Concretement;erésultatexprimele fait quele rangd'unematricepeutse calculeraussibiensurles
lignes que sur les colonnes.

Démonstration
Soit A de rang. Alors A est équivalente a définieplushaut.Doncil existeP, élémentde G L(K)

et Q élément d€; L,(K) tels que :

A=QJP*
|:| tA - I(QJP—].) - tp_lt\](tQ
O ‘A est équivalente J

et il est clair que rg§) =r.

Annexe | : Une application du théoréme du rang en SllI, le nombre cyclomatique

En Sciencedndustrielles,un mécanismeest modélisépar dessolidesindéformablesS;, S,, ..., S,
ayantentre eux desliaisons,traduisantles mouvementgossiblesentre les pieces.NotonsL; une
liaison entrele solide S et le solide S;. Il n'existebien évidemmentpasdesliaisonsentretous les
solidesdu mécanismege sorte que L n'estpasnécessairemerdéfini pour tout i et j. On a par
ailleurs Lj = L lorsqu'une telle liaison existe.

Le mécanismeest symbolisépar un graphede structure,ayantdes sommetset desarétes.ll y a
autantde sommetgjuede solides(soit n), et unearéterelie le sommetS et S si et seulemensi une
liaison L existe. Autrement dit, les arétes représentent les liagsunssolides.Voici un exemplede
graphe de structure, ou les sommets (ou solides) sont numérotés de 1 a 8 :
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Nous supposerongoujoursun graphede structureconnexe c'est-a-direqu'on peut se rendred'un
sommetquelconquea un autre sommeten suivantun chemindu graphe(sinon, cela voudrait dire
gue l'on dispose de deux mécanismes disjoints).

Un cycle estun cheminferménerencontranpasdeuxfois la mémearéte par exemplel-4-8-5-1ou

1-4-8-7-3-2-1.0n peut définir la notion de cycles indépendantset de nombre cyclomatique.
Mathématiqguementette notion d'indépendancest identiquea la notion de systemede vecteurs
indépendantst le nombrcyclomatiqueestidentiquea la notion de dimensiond'un espacevectoriel.
Précisons cela.

Le corpsde baseutilisé serainhabituel.ll s'agitdu corpsconstituédesdeuxélément et 1, avec
commeregledela sommel + 1 = 0. Ce corpsestnoté’Z/27.. On peutle voir aussicommele corps
des deux éléments{pair, impair} avec les réglesd'opérationsusuellessur les nombrespairs et
impairs. La caractéristique essentielle de ce corps est que :

OxOZI2Z,x+x=0

Considéronsnaintenant= espacevectoriel de dimensionn (le hombrede solides)sur Z/2/7., dont
une baseestnotée(S,, ..., S,). Autrementdit, les sommets(ou les solides)désignentes vecteurs
d'unebasede F. Un vecteurquelconqueale F s'écritS, + S, + ... + §, oulesindicesiy, iy, ..., ik sont

distincts (car s'il y a deux indices identiques, onaS$= (1 + 1) $=0 $S=0).

Considéronggalement espacevectoriel de dimensionp (le nombrede liaisons)sur Z/2/7., dont

unebasesontlesvecteurd;.Un vecteurquelconquale E s'écrity Lj ou lesindicessontégalement
distincts.

Définissonsenfin une applicationlinéaire d de E dansF, appeléebord en donnantles imagesdes
vecteursde basede E. Si L; estuneliaisonentreS et S alorsd(L;j) = S + S. Parexempledansle
graphe de structure dessiné ci-dessus :
Mlse) =S+ S
O(Lse + Loz + L73) =0(Lse) +O(Le7) +O(L73) =S+ S+S+S+S+ S
=S S puisque S+ S=0=S+ S
On comprend pourqudis'appellébord. On a calculé le bord (i.e. les extrémités) du chemin 5-6-7-3.

Quelleestlimagede & ? Un sommetisolé ne peut étre danscetteimage,car o(L;) fait intervenir
deuxsommetset il enrésulteque &3 L;) estcombinaisoninéaire d'un nombrepair de sommets
(mémeapressimplification).L'applicationd ne peutétre surjective. Montronsquesonrangestn — 1
(un de moins que le nombrede sommets)ll suffit de montrerque, par exemple,le systemelibre
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(S51+S, S+ S, ..., S + S,) estconstituéde vecteursde Im(d). Or nousavonssupposée graphe
connexe ce qui signifie que, pourtout i, il existeun cheminallantde S; a S. Celane signifie rien
d'autre que le bord de ce chemin gst § qui est donc bien dans 13)(

Quel estle noyaude & ? Par définition, nousappelleronscycle un élémentde ce noyau.C'estun
chemin ou une combinaisonlinéaire de chemins de bord nul. C'est le cas par exemple de
L1+ Lgg + Lgs + Lsy, dontlimagepar & estnul. Les cyclesdits indépendantsontprécisémenteux
qui sontlinéairementindépendantslansE au sensmathématiquedu terme.Le théoremedu rang
nousdonnela dimensiondeKer(d). C'estu =p-rg(®) =p—(n—1) = p—-n+ 1. Cenombreestdit
nombrecyclomatiquedu graphe.C'estle nombremaximal de cyclesindépendantsDansl'exemple
précédentpt =12 — 8 + 1 = 5. Il y a cing cycles indépendants, par exemple :

Ci=Lis+ Lsg+ Lea+ Las

Co=Lia+ Loe+ Les+ Lss

Cs=Loe+ Le7+ Lz + Laz

Cs=Ls7+ Lsg+ Lea+ Las

Cs=Lia+ Laz+ Laa+ Loy

@ ®

Tout autre cycle est combinaison linéaire de ces cycles, par exemple :
Lse+ Ler+ Lig+t Les=C+ G+ G+ G+ G
Lis+Llsg+ Ler+ Lzt Lo+ Lon=C+ G

Le nombrecyclomatiques'interpréteaussicommele nombreminimal d'arétesa supprimermpour qu'il
n'y ait plus de cycles.En effet, si le graphepossédeau moinsun cycle, on enleveune arétede ce
cycle. Cela ne déconnecte pas le graphe, mais dirpidael. Le nombreyclomatiquediminuedonc
de 1 également, et on itere le procédé, jusqu'a obtenir, aprés avoirsesssivement arétesun
nombre cyclomatique nul correspondant a un graphe sans&gslkealors injective.

Annexe Il : Composition des vitesses et des accélérations en cinématique

Les relationsentrevitesseet accélératiord'un point mobile relativementa deux reperesdifférents
résultent des formules de changement de base.

Dérivation relativement a une base

Soit E un espaceuclidienorientéde dimension3 muni de deuxbasesrthonorméeslirectes ey, e,
6;) et (€4, €, €3). Cesdeuxbasessontsusceptiblesle varier au coursdu tempsl'une par rapporta
l'autre.C'estle caspar exempleenastronomidorsquel'une desbasesstliée ala Terreet l'autreest
centréesur le Soleil et dirigé vers desétoileslontaines.La matricede changementle baseP. (ou
soninverseP;) seradoncune matricedépendantdu tempst. Le caractérevariablede la matricede
passage exprime seulement comment une base varie par rapport a l'autre.
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Considérongmaintenantla relation de changemente base(U). = P«(U),, OU U est un vecteur
dépendantui aussidu temps. (U). sont les composantesle u dansla base(g). (U). sontles
composantede u dansla base(€). Cescomposantedépendantesllesaussidu temps.Dérivonsla
relation de changement de base. On obtient, en notant P pour akréger P
dU)e _ pd(U)
d& dt (U)E

[ Interprétons cette égalité. Considérg%%le. Siu = X161 + X6 + X383 avecxy, Xp, X3 dépendantiu

1
temps,alors (U). = %SH etnge = E Cescomposanteseprésententin vecteurdansla base

(e), asavoirx;'e; + xo'e; + x3'es. IL NE S'AGIT PASDE LA DERIVEE DE u, puisquela dérivéede
u ferait intervenir les dérivées des vectealr©r, on s'est contenté dériverlescomposantesNous
dironsqu'il s'agitde la dérivéede u parrapporta la base(e). Elle correspondh la dérivéede u pour
un observateuriié a la base(e) et qui observel'évolution de u dans cette base.Pour un tel
observateurles g sontfixes et seulesles composantesle u varient. Nous noteronscette dérivée
Ul

O De méme,g((%k représentedansla base(€) lescomposantede la dérivéede u par rapporta la

base €), notéeu'|y . Il s'agit de la dérivée depour un autre observateur, lié a la baye( pour qui
lesg; sont fixes.

Quanta P Q((%k en vertu de la formule de changementle base,ce sontles composantegjansia

base(e) cettefois-ci, du mémevecteuru'|e. L'observateutié a (g€) observeun vecteur,mesureses
composanteset transmetces informationsa I'observateudié ) (e). Celui-ci est alors en mesure

d'exprimern’|) dans sgroprebaseau moyende P M. Il observequele vecteurqu'il obtientn'est

dt
pas egal a’'|.
[0 Restela dernlerepartle (U)E = Fl (U)e donnantla differenceentreu’|e et u'ly. Dansla
base(e), il s'agitdescomposantede l'imagede u paruneapplicationlinéaire® de matrlce?j—P P

La relation trouvée s'écrit donc :
U'lg = U'le) + P(U)

[0 Etudions de plus pres I'endomorphisme®. P, matrice de changementde base d'une base
orthonormée directe a une autre, est une matrice de rotation, et vérifie :
P x'P = | (cf le chapitré&Espaces euclidiergans le fichier ESPEUCL.PDF)
ou encoréP = P!
En dérivant cette relation, on obtient :
P'xP+Px'P'=0
O P'x'P=—Px'P'=-(P'x 'P)
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0—<b
Ainsi, P'x 'P (ou P'P?), matricede ®, estantisymétriquedoncde la forme E—Cb 0 —ag Si on note
ao

Q le vecteur de composan\%Edans la base), on a®(u) =Q Ou. Ainsi :

Wl = U'le +Q Ou
Q s'appellevecteurinstantanéle rotationde la base(€) parrapportala base(e). Il dépendui aussi

du temps. Par contre, puisgQe1Q = 0, on add—gt2 le :dd_ftz le)s cequenousabrégeronsn%—?, étant

entendu que cette dérivée sera calculée relativement a I'une ou l'autre base et pas a une troisieme.

Composition des vitesses

Les considérationgjui précédentsont largementutiliséesen cinématique.Soit (O, e, &, &) et
(O, &4, &, €3) deuxreperesaffinesorthonormédlirectsd'un espaceffine de dimension3, tousdeux
dépendantsiu temps.Soit M un point variablede cet espacelUn observateutié a (O, e, &, &)

verra se déplacer le point M dasanréférentiel avecunevitesseV|e = d(g—tM le- Un observateulié
a (O',gy, &, £3) verra se déplacer feémepoint M danssonréférentielavecunevitesseV|y) = d(:TM

le- On cherchda relationentrecesdeuxvitessesOn appliquele résultatqui précede-dessus/ecu
= OM.
Vg = d(g_tM ey + Q OOM

dO'M doQO!
= dt |(€) + dt |(€) + Q OOM

Le vectewd(a—to ley + Q JOM serait la vitesse dans le référentiel €0 &, e;) d'unpoint coincidant

avec M a l'instant considénmdaisfixe dans(O', €1, &, €3). Onl'appellevitessed'entrainemende M a
I'instant considéré. On peut I'écrire également sous la forme :
vemr,:"'od—tO o + Q TOM :dOTtO o +Q 000 +Q 0OM :dOTtO o +Q OOM
La formule de composition des vitesses s'écrit donc :
\ |(e) =V |(€) + Ventr.

Composition des accélérations
En dérivant la relation de compositionsdes vitesses,on fait apparaitreles accélérationsde M

relativement a chaque repere, a saat@;r:d—\él@ le etale :d—\(ﬁ@ le)-On obtient :

dv
ale = qul e
:% (V|(s) + Ventr) |(e)
dv dv,
= _dlﬂ ey + di""' ey

e —m— ———
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dVle d,dooO! .
:_dlu ke + Q OVl + “a o + Q OO'M) |

dt
d’00" dQ — ~. dO'™M
=8l + Q UVl + 57 ko + 5t HOM +Q U= |e
2 1 1
=aly + Q OVl +d_d?29 " +%—§t2 OOM +Q O (d?th o +Q 0O'M)
2 1
—aly + 2Q OV, +d—d?29 o +%—§t2 0O'M +Q 0(Q 0O'M)

Si on considéreun point fixe dansle référentiel (O, €1, €,, €3), coincidantavec M a l'instant
considéré,sa vitesse et son acceélérationdans ce référentiel seraientnulles, de sorte que son
accélérationdansle référentiel (O, e, e, e) seraitégaleau vecteursuivant, appeléaccélération
d'entrainement :
d00', . dQ : :

aentr.:T |(e) +E |(e) OO'M +Q 0(Q OO'M)
Il reste enfin un terme supplémentaire, a sav@lr2V|e), qualifié d'accelération de Coriolg,.
La formule de composition des accélérations s'écrit donc :

al(e) = al(s) + 8entr. + Acor.
EXEMPLE:

v

. . o , . =Vt .
Considérons une spirale d'Archiméde d'équation pc@%rg o soitp = 5 0.

' N

—

N

v

Il s'agitde la trajectoiredansle repereOxy d'un point M se déplacant vitesseconstante/ surune
droite passant par O, qui elle-méme touamviesseconstantav autourde O. Dansunreperelié ala
droite,on voit ce point s'éloignera la vitesseconstante/ de O, et doncavecuneacceélératiomulle.

pcosP) E: @/tcos@t)

0sin(®) Visin() et on le voit avec

Dansle repereOxy au contraire,sescomposantesont@
. cos(ut) — Vaisin(wt) : .
une vitesse Cette vitesse peut se décomposeren la somme de

sin(ut) + Vatcos()
_@/cos(ﬂ)ﬁ i q int relati & srelié 4 la droite. et d ﬁVo\Isin(o\I) _
V= Vsin(ot) vitessedu point relativementa un reperelié a la droite, et de Vatcose) O
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w [0 OM, vitessed'entrainementon rajouteunetroisiemedirectionorthogonaleau plan et portantw
pour effectuer le produit vectoriel).
Quant a l'accélération de M dangyQelle vaut :
2uVsin(ut) — Valtcost) O O 2wVsin(ut) Vurtcos )
ﬁZchos(m) — VuStsin(ut) E_ ﬁZchos(uI) §+ ﬁzvdtsin(od) E
= wlv - o OM
N’ m—  —
accélération de accélération
Coriolis d'entrainement
centripéte
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