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| : Résolution de systémes

1- Méthode du pivot de Gauss-Jordan

On appelle systéme linéairea@&quations gp inconnues un systeme de la forme :
11Xy +aXo T ..t apX, = bl
|:|321X2 +agXo + .t aypX = b2

Hanxe + axo + ... + AnpXp = by
En ce qui concerneles coefficientsa;, la conventionuniverselleadoptéeest telle que l'indice de
gauchei estle numérode ligne, l'indice j de droite estle humérode colonne correspondant
l'inconnuex;.



On procedea la résolutiond'un tel systemepar un algorithmeappeléméthodedu pivot de Gauss-
Jordan.Cette méthodeconsistea effectuerdes opérationssur les lignes de fagcon a obtenir un
systemeéchelonnéfacile a résoudre,tout en garantissantjue le systemefinal est équivalentau
systeme initial, de sorte que toute solution du premier systéme est solution du second et inversement.

Sitouslesa;; sontnuls,alorsx; n'intervientpaset on passea la deuxiemecolonne.Sil'un desa;; est
nonnul, on permutela i-emeligne et la premiérede facona seramenerau casa;; # 0. Onremplace
ensuite, pour i <n, laligne L, par L' =a;1L; —ai;1L4, ce qui gooureffet d'annulere coefficientde
X1 dans les lignes 2ra On obtient un nouveau systeme :

Dallxl + a;_zXz + ...+ alE)Xp = bl.

|:| Ay Xot+ ...t ay Xp:bz

L] a2 Xo + ...+ anp X = by
et on itere le procédsurlesn — 1 dernieredignes.Ce systemeestéquivalentau précédentkEn effet,
= m Onremarquergour celaqu'il est

connaissant.;' etL, il estpossibledereconstituet; 2
11

essentiel quay; soit non nul.

Nous symboliseronde calcul L' = a;;Li — a;L; parL; « a;ili — a;L;, analogued une opération
d'affectationde variablesen informatique,ceci afin de pouvoir indiquer les calculs effectuéssans
avoir besoin d'introduire de nouvelles notations pour les nouvelles lignes.

Un systeme est échelonné si sa matrice des coefficients vérifie les propriétés suivantes :

* Siune ligne est nulle, toutes les lignes qui suivent sont nulles

» Silalignei estnonnulle, sonpremiercoefficienta; nonnul s'appellesonpivot et setrouvea une

colonnej de rang strictement supérieur a celui du pivot de la ligne précédente.
2-13 4 []
o : 016-2 . . . : ]

Ainsi, la matrice 0012 [ ] estéchelonnée.esinconnuesenfacteurd'un pivot sontappelées
0000O

inconnues principales, les autsmntappeléesnconnuesecondairesu parametresAvec la matrice

précédente, les inconnues principales ggng&, X, ; les inconnues secondaires Soret Xs.

EXEMPLE:
D2x+4y—z+t=2
X—2y+3z-t=1

Dx+y+§+1:0

2
E2x+4y—z+t:2
- O 8y—-7z+3t=0 L, « L1 -2,
B 2y-2z=2 Ls « Ly —2Ls
52x+4y—z+t:2
- 0 8y—-7z+3t=0
B y-z=1 Ls « La/2

Dans la derniere équation, on peut exprignen fonction de et reporter dans I'équatignécédente,
mais pour desraisonsdidactiquesnous préféronsappliquerla méthodede Gauss-Jordade facon
systématique jusqu'au bout.



52x+4y—z+t:2
- 0 8y-7z+3t=0
B z+3t=-8 Ls « L,—8Ls

Le systemdinal obtenuestéchelonnélLes coefficientsnonnuls2, 8, 1 en débutde chaquegquation
sontles pivots. Lesinconnues, y, z devantcespivots sontles inconnuesprincipales.L'inconnuet
est inconnue secondaire parametreSouscetteformefinale, on terminela résolutionen exprimant
de bas en haut les inconnuesprincipalesen fonction des parametresgt en reportantdansles
éguations qui précedent :

A2X+4y —z+t=2
o ] 8y—-7z+3t=0
B =-8-3
A2X+4y —z+t=2
- 0 y=-7-3t
B =-8-3
AX =11+ 4t
o y=-7-3t
Hz=-8-3t

Ce systeme admet une infinité de solution.

Les opérations élémentaires effectuées sur les lignes sont de trois types :

(i) Li o L permuter deux lignes
(i) Li « AL; multiplier par une constante non nulle
(i) L « Li+al ajouter a une ligne un multiple d'une autre

Cesopérationgyarantissentdle conserveun systemegquivalent.C'estévidentpour (i). Pour(ii), on
retrouvela valeurinitiale dela ligne eneffectuant.; %Li. Il estdoncessentiequeA soit nonnul.

Pour(iii), onretrouvela valeurinitiale deL; eneffectuantL; — L; —aL;. a peutétrenul, maisdans
ce cas, aucune transformation n'est effectuée. Il est possible de combiner en méme tempsiplusieurs

cesopérationsafin de gagnerdu temps,ce qu'ona fait plus hauten effectuantL; —~ a;L; — ajL;.

p
Plus généralement, on peut affectér; anecombinaisoriinéairedetoutesleslignesL; « > ALy a
k=1

condition que\; soit non nul, afin de garantir I'équivalence des systemes.

2— Notation matricielle

On écrit le systéme initial sous la forme AX = B ou A est le tableau constitué des coeféigiehizs
colonnedesinconnuesglémentde K, et B la colonneconstituéedestermesdu secondmembre,

élément d&K" :

Eall alpH
= e A s'appelle matrice alignes efp colonnes.
Eanl . aan
1
X - E:,;
?1
Bgl

B

L e .

n



La notation AX désigneun véritable produit, celui d'une matrice par une colonne.Pour pouvoir
effectuer ce produit, Bstnécessairguele nombredetermesdansla colonneX soit égalaunombre
de colonnesde A. Si Y = AX, Y estune colonneayantun nombrede termeségal au nombrede
lignes de A, et, pour tout

p
Yi=2 &%
=1

Ce produit caractériséA dansle sensou si deux matricesA et B vérifient AX = BX pour toute

colonneX deKP", alorsA = B. Il suffit eneffetd'appliquerA et B surlej-émevecteur'jl) Ijjela

basecanoniquede K (ou le 1 occupela j-emeplace)pour voir que A et B ont mémecolonnej.
Ainsi :
OXOKP,AX=BX0O A=B

Deux matricesA et A' sontdites équivalentesen lignessi on peut passerde lI'une a I'autre par des
opérationglémentairesur les lignes,ce qu'onnote: A |L]A'. Il s'agitd'unerelationd'équivalence.

En effet :
A |L]A en n'effectuant aucune opération sur les lignes
A |L]A' O A |L]A car les opérations étant inversibles, on peut passer de A’
a A par les opérations inverses.
A |L]A' et A |L]A" 0 A |L]A" car on passe de A & A" en effectuant naturellement

les opérations faisant passer de A a A', puis de A'a A"

La méthodede résolutionde Gauss-Jordamontre qu'une matrice quelconqueest équivalenteen
lignes a une matrice échelonnée en ligne.

3— Rang d'un systeme
On appellerangr du systemeou rangde la matricedescoefficientsA = (g;) le nombred'inconnues

principales (ou de pivots non nuls) uines obtenuun systémeschelonnéu unematriceéchelonnée.
On noter = rg(A).

Le rang ne dépendpasde la facon dont les opérationsont été menéespour obtenir une matrice
échelonnéekn effet, si la matrice A conduita deux matriceséchelonnée#\' et A", alorson peut
passer de A’ a A" par des opérations sur les lignes. Mais la premiére ligne est la seule gaair un

p
non nul sur la colonned'indicele plus petit et aucunecombinaisoriineaire ) Ax Lk avecA; # 1 ne
k=1
peutmodifier ou diminuer cet indice puisqueles coefficientsdesautreslignes sur la mémecolonne
sontnuls. Ainsi, A" et A" ont sur la premiéreligne un pivot occupantia mémecolonne.En ce qui
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concernela deuxiémeligne, on ne peut passerde la matrice A" a la matrice A" que par une

p
combinaisoriinéairede la forme ) Ay Ly, A2 # 0, laligne L1 ne pouvantintervenirfautede quoi un
k=2

pivot occuperaitla mémecolonnepour les deux premiéreslignes de A". Mais une combinaison

p
linéaire A Ly, A2 # 0, donneun pivot sur la deuxiemeligne occupantia mémecolonnepour les
k=2

deuxmatrices On poursuitle raisonnemensuccessivemersur chacunaleslignes,montrantqueles
pivots occupenties mémescolonnesdansles deux matrices.Enfin, uneligne nulle dansA' ne peut
parcombinaisorinéaireétretransforméeen uneligne non nulle de A" car cettederniéreligne aurait
un pivot occupant une colonne identiguen pivot d'uneligne précédenteAinsi, A' et A" ont méme
nombre de pivots.

L'unicité du rang de la matrice échelonnéepermet égalementde conclure que les opérations
élémentairesurleslignesconservente rangd'unematrice.Soit en effet unematriceA, modifiéeen
une matrice échelonnée A' ayamtivots nonnul, et soit B unematriceobtenuea partirde A pardes

opérationsélémentairesur les lignes. Alors A |L]A' etA |L]B doncB |L]A' et A et B sonttoutes

deux de rang.
En ce qui concerne la résolution d'un systéme, plusieurs cas se présentent :

O Sir =n = p: autantdinconnuegjued'équationsle nombred'inconnuegtantégalaurang.On dit
gu'on a un systemede Cramer. Aprés échelonnementpn obtient un systemetriangulaire sans
parameétres. Il y a alors une solution et une seule :

EXEMPLE:r=n=p=3

Bx+2y-3z=5
O y—-2z=2
B z=3

Celasignifie quel'applicationX — AX estbijective,ou A estla matricedescoefficientsdu systéme
et X la colonne des inconnues.

0 Sir =n < p: plus dinconnuegue d'équationsje nombred'équationstantégal au rang. On
obtient apreséchelonnementin systémeéchelonnéayantp — r parameétresll y a uneinfinité de
solutions, quel que soit le second membre :
EXEMPLE:r=n=3<p=4

Bx+2y-3z+2t=5

O y—-2z—-t=2

B z+3t=3
On résoutle systemeen prenantt quelconquegt on en déduit z, puisy, puis x en fonction de t.
Concretementle fait que le rang soit égal au nombred'équationssignifie que les équationssont
indépendantes entre elles.

Cela signifie que l'application X, AX est surjective.
[0 Sir =p < n: plusd'équationgjuedinconnuesle nombred'inconnuegtantégalau rang. Apres

échelonnementon obtient un systemeéchelonnésansparametre,mais dont les n — r derniéres
éguationsont leur membrede gauchenul. Si les membresde droite sont égalemennuls, alors ces
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éguations sont inutiles et e@rameneau systémeale Cramer.Mais si I'un desmembregsie droite est
non nul, cela signifie une incompatibilité entre les équations initiales et il n'y a pas de solution.
EXEMPLE:r=p=2<n=3

Bx+2y=5 Bx+2y=5
O y=2 provenant par exemple d&x + 5y = 12 solution unique
B 0=0 Bx+3y=7
Bx+2y=5 Bx+2y=5
O y=2 provenant par exemple d&x + 5y = 12 pas de solution
B o0=1 Bx+3y=8

Celasignifie quel'applicationX - AX estinjective.Dansle casd'unsecondmembreB nul, la seule
solution est la solution nulle.

OSir<petr<n,ilyap-r paramétresnaiscommeci-dessusn — r équationsont leur membre
de gauchenul. Ou bienil n'y a pasde solutionsi les équationssontincompatiblespu bienil y ena
une infinité.

EXEMPLE: r=2<p=n=3

H2x+y-z=1
Ox+3y+z=3
Bax+7y+z=7
EX+3y+Z:3 L; « Ly

- O b5y+3z=5 L, « 2L, —L;y
H s5y+3z=5 Ly « 4L, —Ls
§x+3y+z:3

o 1 9Sy+3z=5
E 0=0 L3<—L2—L3
)=

- [ ] 37 L'ensemble des solutions est une droite affine
=5 *+1

Mais :
H2x+y-z=1
Ox+3y+z=3
Bax+ 7y +z=-1
EX+3y+Z:3 L; « Lo

- O b5y+3z=5 L, « 2L, —L;y

B 5y+3z=13 L3 4l,—-Ls
L, et Ls sont incompatibles (5 = 13). Il n'y a pas de solution.

Il : Opérations sur les matrices

1- Somme de matrices

On note M,(K) I'ensembledesmatricesa n ligneset p colonnesa coefficientsdansK (K = R ou
C). On souhaitedéfinir une addition sur cet ensemblede facon que cette addition satisfassda

relation :
(A +B)X =AX + BX



ou X estun élémentquelconquede K”. Si A = (a;) et B = (by), le i-emecoefficientde AX est
p p p p p

> @ X, celuide BX est) by x, doncceluide (A + B)X est) a; x + > by x = > (a + by) x.
=i =1 =1 =1 =1

A + B est donc la matrice dont le termg) esta; + by :

DEFINITION
SoientA et B deuxmatricesde M, ,(K). Alors A + B estune matrice de ‘M,,(K) dont le terme

général est
(A+B); =& +b

On vérifie facilement que :
A+B=B+A
(A+B)+C=A+(B+0C)
A+O0O=0+A=A ou O désigne la matrice dont tous les coefficients sont nuls
(matrice dite nulle)
A+ (-A)=(-A)+ A=0 ou A désigne la matrice de terme généraj —

2— Produit par un scalaire
On souhaite définir un produit par un scalairglément ddk de fagon que :
A(AX) = (AA)X

p
ou X estun élémentquelconquede K. Si A = (&), le i-emecoefficientde AX est} a; X, celuide
=1
p p
A(AX) estAy a; x = Ag; X, donc celui deNA)X estAg; :
=1 =1

DEFINITION
SoitA une deux matrice d@/,(K) etA un élémente K. Alors AA estla matricede M,(K) dont

le terme général est
(AA)j =g

On vérifie facilement que :
A(HA) = ARA
A+WA=AA+ A
AMA+B)=AA+AB
1A=A

M. (K) munide I'addition et du produit par un scalaireestdoncun espacerectoriel. Sadimension

estnp. Une baseesten effet constituéedesmatricesk; ayanttousleurstermesnuls saufun seulqui
vaut 1 et qui occupe la position j). Si A est une matrice de terme génésabn a simplement :

A=3 &k

]



3— Produit de matrices

On souhaite définir un produit de matrice de facon que :
(AB)X = A(BX)
ou X estun élémentquelconquede K° B doit doncdisposerde g colonnes,donc est élémentde

M,(K) pour un certainp. Dansce casBX possede lignes. Pour effectuerle produit A(BX), A
doit donc possédep colonnesdoncestélémentde M, ,(K) pour un certainn. A(BX) seraalors

élément d&K". Cela signifie que AB doit appartenitd,(K).

q
Si A = () et B = (by), le k-emecoefficientde Y = BX estyx = > by X, et le i-emeélémentde
=1

p
A(BX) = AY est ) ai Y. Or:
k=1

P P q P 4 q P
Zaikykzzaikzbijj: Z Zaikbijjzzz ay by %;
k=1 S 71 k=1

k=1

:,Z (Z aik big) %

p
donc le terme général AB €5t ay by
k=1

DEFINITION

Soit A élémentde M, ,(K) et B élémentdeM,(K). Alors AB estun élémentde M, (K) dontle
terme général est

p
(AB); = kZ aik by
=1

Pourcalculerle produitC = AB, on effectuele produitdela i*"ligne de A parla j*™ colonnede B.
La disposition usuelle de calcul est la suivante :

|j)11 blj blq |:|
b Boy
D)pl e pr e bqu

D”Jlll 2 . alp D D |

TN
Danlanz...anpDD []

On peut aussi dire qu'on multiplie successivement chaque colonne de B par la matrice A.

EXEMPLE:



Calculons

Les propriétésdu produit sont (en supposantes nombresde lignes et de colonnesentre matrices
compatibles entre elles) :

A(B + B") = AB + AB'

(A+A)B=AB+AB

(AB)C = A(BC) que I'on note ABC

A(AB) =A(AB) = (AA)B que I'on note\AB

La seule propriété non évidente est I'associativité (AB)C = A(BC). Or, pour toute colonne X :
((AB)C)X = (AB)(CX) par définition du produit de AB par C sur la colonne X
= A(B(CX)) par définition du produit A par B sur la colonne CX
= A((BC)X) par définition du produit de B par C sur la colonne X
= (A(BC)X) par définition du produit de A par BC sur la colonne X
Cetterelation étantveérifiée pour toute colonne X (de dimensionadéquate)pn peutconclureque
(AB)C = A(BC).

On noteraquesi A appartienta M, (K) et n appartienia M,(K), alorsMN existeet appartienta

M. (K), maisque,si q estdifférentde n, BA n'existepas.Le produit n'estdonc pascommutatif. |l
ne l'est pas méme si les matrices sont carrées de méme taille.

EXEMPLE:
2o B 7
mais [y 1y oFF Fh 4F
On prendra donc garde qu'en général AB£ BA
En particulier,(A + B)? n'estpaségala A® + 2AB + B? maisa A% + AB + BA + B Ce défautde

commutativitédu produit estsourceimportanted'erreurchezles étudiantsqui débutent'étudedes
matrices.

Une autre propriété source d'erreur provient du faitAfigpeut étre nul alors queni A ni B n'est
nul.
EXEMPLE:

b obfb 1 8= B of



En particulier,on ne peut rien conclure du fait que AB = 0 et certainement pas que I'une des
deux matrices est nulle.
Il résultede la définition du produit de matricequ'onpeutassimilerunecolonneX élémentde K* a

une matrice a une colon¥,;(K). Le résultat AX est le méme dans les deux cas.
Il : Anneau des matrices carrées
1— Définition

On note M,(K) I'ensemblalesmatricescarréesan ligneset n colonnesDansce cas,le produitdes
matrices est un produit interne a cet ensemble :

0A O MyK), 0B O M(K), AB O My(K)
Pour les MPSI (M,(K),+, x) est un anneau.

2— Matrice identité
Cette matrice, notég ést associée a l'application identiquelI X" - 1,X = X. Elle vaut :

00...0

10...0%

e
[boo.. 10l

commeon peut le vérifier facilementen multipliant une colonne X par cette matrice. Son terme
général est not§; (symbole de Kronecker).

Si A est élément d&/,,(K), alors :
[WA=Al,=A
En effet, pour touti(j) O {1, ...,n} x{1, ..., p}:

(InA) = i Oik aj
=1

maistousles &y sontnuls saufpourk =i, donc(l,A); = &;. Doncl,A = A. On procedede méme
pour Al,.

On aurait pu dire aussi que, pour toute colonne X élémekf de
(IRA)X = 1,(AX) par définition du produit de par A, appliqué sur la colonne X
= AX par définition du
donc KA = A.

3— Matrices particulieres

a) Matrices scalaires :

Cesontlesmatricesde la formeAl. Touslestermessontnulssaufsurla diagonalepu ils sonttous
€gaux entre eux. Ce sont les matrices associées aux homothétiaX X
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b) Matrices diagonales :

Ce sontles matricesdonttouslestermessontnuls en dehorsde la diagonale Ceuxde la diagonale
sont quelconques #j O a; = 0.

;00..0
%azoog

On pourraveérifier que,si A et B sonttoutesdeuxdiagonalesle produit AB estdiagonaleet queles
termes de la diagonale sont &is.

c) Matrices triangulaires :
On traitera des matricestriangulairessupérieures|e cas des matricestriangulairesinférieuresse
traitant de maniéere analogue. Elles sont de la forme :

11 &12 A13 ... Qun D

0 az a3 ... &
Eo 0 asg...aSng
[do 0 0 ...anUd

et caractériséespar>j 0 g =0

A=

. . . + .
Ellesformentun sous-espaceectoriel de dlmenS|onmnz—1) (unebasede ce sous-espaceectoriel

estforméedesmatricesdont tous les coefficientssont nuls, saufun seulqui vaut 1 et qui occupe

l'une desﬂ(n;—l) positionsdu triangle supérieurde la matrice).La seulechosenon évidenteestde

vérifier la stabilité pour le produit de matrices.Soient donc deux matricesA et B triangulaires
n

supérieuregt soiti > j. Le terme(i,j) du produitestdonnépar ) ai by qui estnul caray = 0 pour
k=1

i >k ethy =0 pourk >j. Comme > j, pourchaque, il existel'un desdeuxtermesai ou by; qui est
nul.

d) Matrices nilpotentes :
Une matrice M est dite nilpotente s'il existe un entit que M = 0.

4— Matrices inversibles

Ondit queA élémentde M,(K) estinversiblesi et seulemensi il existeM élément de M, (K) tel

queAM = MA = [,. OnnotealorsM = A™., Le produit de matricesétantnon commutatif,il esta
priori indispensablale préciserqu'on a les deuxrelationsAM = |, et MA = |,. Cependantnous
allons montrer ci-dessous qu'il suffit d'une égalité pour avoir l'autre.

Remarquepréliminaire : effectuerune opérationélémentairesur les lignesde A revienta multiplier
A a gauchepar une matrice, et effectuerune opérationélémentairesur les colonnesrevienta la
multiplier & droite. On vérifiera en effet que :

« Multiplier laj°™ligne de A pai est équivalent & multiplier A & gauche par la matrice :

!
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o .. O
1 .. OH
a 0..A...0 H j (matrice de dilatation)
o .. 1
* Retrancher la lignga la lignel est équivalent a multiplier A a gauche par la matrice :
j
!
0 0
-1 ... H‘_i
) 0
H 1..0
1

(')' o (matrice de transvectiof(+1))
RN

* Permuter les colonnestj est équivalent a multiplier A a gauche par la matrice :

I J
1 1
o ..
..0...1 H‘_ i
H)' 1.0

H
0 1

Ainsi, toutesles opérationsélémentairesur les lignes de A sont équivalentesa des produits de
matricesa gauchede A. Effectuerplusieursopérationsélémentairesur les lignes revientdonc a
multiplier A & gauche par des matriéggémentaired/;, puisM,, ..., puisMy etdonca multiplier A a
gauche par la matrice M =My_;...M,M.

0

(matrice de transposition)

On vérifierade mémequeles produitsa droite donneles opérationglémentairesur les colonnesde
A. On notera AQB le fait de passer de A a B par des opérations élémentaires sur les colonnes.

Remarguonsgju'unematriceM produitde matricesélémentairegstde rangn puisqueles opérations
élémentaires appliquées sur M en sens inverse vont mener de la mai@aenslitriceéchelonnéd,.
Il enestde mémesi on raisonnesur les colonnes. le rangdescolonnesd'unematriceN produitde
matrices correspondant a des opérations €lémentaires sur les colonnes est

PROPQOSITION :

Dans M,(K), il y a équivalence entre :
i) A estinversible

i) A LI,
L
i) L'équation AX =0, XJ K", admet 0 comme seule solution.

iv) 0B O K", I'équation AX = B admet au plus une solution
v) OB OK", I'équation AX = B admet au moins une solution
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Démonstration
O0) O ii)
car si AX = 0 et si M est une matrice telle que MA,=alors X = MAX = MO = 0.

O i) O i)
SiA |L]In, alors desopérationsélémentairesur les lignesde A transformentA en |,,. D'apresla

remarquepréliminaire,celarevienta dire qu'il existeune matriceM, égaleau produit desmatrices
élémentairesorrespondana cesopérationglémentairestelle que MA = I,,, et on conclutcomme
ci-dessus.

O i) O i)
car le fait qu'il y a seulementa solution nulle a AX = 0 montre que la résolutionde Gaussva
conduirea un systemegchelonnévecn lignes.Commeil y a n équationsgcelasignifie que A est
11 d12 Q13 ... Ain D
DO doo d23 ... A2n |:|
00 ds3 ... dapn

N
o o o ..anl]
diagonauxa; étant non nuls. Mais il n'est pas difficile, a partir de cette matrice triangulaire,
d'effectuer despérationglémentairesurleslignesde facona annulere trianglesupérieurarrivant

équivalenteen lignes a une matrice triangulaire supérieure les éléments

1120 0 ...0
DO a, 0 ...0 E
ainsi a la matrice |jO 0 as... 0 Ij(commencerpar utiliser la derniereligne pour annulerles
o o o ..anl]

coefficientsde la derniérecolonneen utilisant le fait que a,, # 0). Il suffit enfin d'effectuerles

opérations |~ a,i Li pour obtenirJ. On a alors montré quelLEIn.
i

i) O iv)
En effet, si X et X, sont deux solutions de AX = B, alors A(X X;) = B —B =0, donc,d'apresdii),
Xl - X2 =0.

O iv) O ii)
Appliquer iv) en prenant B =0

Oii) O v)

ii) signifie que desopérationstlémentairesur les lignesva transformere systemeAX = B enun
systemeequivalentMAX = X = MB ou MB estobtenua partir de B par les mémesopérationsqui
ont transforméA en |, correspondané un produit a gauchepar une matrice M. Doncil y a une
solution au systeme, a savoir X = MB.

O v) O i)

De méme,si v) estvraie, celasignifie que la résolutiondu systtmeAX = B conduita un systeme
échelonnéavecn lignesnon nulles. En effet, si 'une deslignesdu systemeestnulle et si M estla

matricedont le produit a gauchede A conduita ce systemepn auraitMAX = MB avecl'une des
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n
lignesde MA nulle. S'il s'agitdela ligne k, on auraitdoncO = ) my b;. Mais si on prendb; = my, on
1

n
obtient0 = 3 |my|? et donc la k-emeligne de M seraitnulle. Mais cela estimpossible,car cela
=1

voudraitdire quele rangde M eststrictementinférieura n, or M est obtenua partir d'opérations
élémentairesur leslignesdoncestderangn. A estdoncéquivalenteen lignesa une matricede la

11 d12 A13 ... Ain D
2n

DO Ao A23 ... &
forme |jO 0 asg3... & Eavec lesy;; # 0 et on conclut de la méme facon queiii)i).
o o o ..anl]

On a donc montré que iy} iii) = iv) = v) etquei) O iii). Pourconclure,il suffit doncde montrer
que ii)d i):
[0 Nous avonsdéjavu que, si A II_] In, alors des opérationsélémentairessur les lignes de A

transformentA en |, et donc, d'aprésla remarquepréliminaire,il existe une matriceM égaleau
produit desmatricesélémentairesorrespondana cesopérationsélémentairestelle que MA = I,

Procédonsnaintenant desopération®lémentairesurlescolonnesde facona obtenirunematrice
échelonnée selon les colonnes. Cela revient a multiplier a droite par une matrice deodattices
élémentaires correspondant chacune a une opération élémentaire sur les colonnes.

Si on parvient a une matrice échelonnéeaonne triangulaireavecsestermesdiagonauxhonnuls,
on pourra poursuivreles opérationsélémentairessur les colonnespour parvenira la matrice I,

(commeon I'a fait dansla démonstratiorde i) [ ii) pourleslignes),ce qui signifie qu'il existeune
matriceN telle queAN = |,. MaisonaalorsMAN = (MA)N =I,N =N = M(AN) = MlI, =M, donc
M = N et A est bien inversible.

Dansle cascontraire,on obtiendraitune matrice échelonnéesn colonneavec une colonnenulle.

Autrementdit, il existeraitunematriceN produitde matricesd'opération®lémentairegn colonnes,
telle gue AN possedainecolonnenulle. Mais ceci estimpossible.Si AN a unecolonnenulle, il en
estde mémede M(AN) or MAN = (MA)N =I,N = N, doncN possedainecolonnenulle. Doncle

rang de sescolonnesest strictementinférieur a n. Ceci est contradictoireavecle fait que N est
produitde matricesd'opération®lémentairegn colonnespuisque pour unetelle matricele rangde
ses colonnes vaat

L'ensembledes matricesinversibles,muni du produit des matricess'appellegroupelinéaire et est
noté GL,(K). Si A et B sont inversibles, il en est de méme de leur produit et

(AB)*=B"A™"
En effet, (B'A™)AB =B (A'A)B=B1,B=B"'B = I,
Le calcul de l'inverse d'une matrice se fait de la fagon suivante :
: b . . : ,
[0 Pourla matrice2 x 2 @ q E elle estinversiblesi et seulemensi ad — bc # 0 et soninversevaut

1
ad—-bc

d b i - . bo ..
E—c a Ecomme on le vérifie en multipliant cet inverse par la maﬁca Elnltlale.
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0 Si AQ M(K) et s'il existeB O M,(K) tel queAB = I, (ou BA =1,) alorsB = A™. Parexemple,

une matrice A vérifiant la relation®A 3A* — A + |, = 0 est inversible puisque :
=—A 3N +A=Ax(-A*-3A+1)

et AT'T=-A"-3A+|

[0 Méthode générale : on résout le systéife= Y ou X etY sontdesvecteurscolonnesan lignes.
Si A estinversible, alors on auraX = A7AX = A'Y et la solution du systémeest unique.
L'expressiorde X enfonctionde Y possedealescoefficientsqui sontprécisémenteuxde la matrice
inverse.

Réciproquements'il existe une solution unique au systemepour tout Y, alors A est inversible.
Prenonsneffet pourY lescolonnessuccessivek, de basecanoniquede K" et notonsB la matrice

dont lak-eme colonne est la solution X du systéme AX.=(n aura alors AB =l

091
EXEMPLE: Calculer l'inverse d%l9 105
15 9H
H10x+ 9y +z=X
09X + 10y + 5z =y’
Bx+5y+9z=27

B4ly + 8% =107 -x 10Ls—L; - Ly
- 035y +76z=9Z2 -y 9ls—L, - L,
Hx+5y+9z=27
Hx+5+92=2 Ls - Ly
o 035 +76z=9Z -y
Hz=19 —41y + 35¢ 411,351, - L;
gx = 65X + 76y’ + 352
- Oy =—76¢ + 8% — 417
Hz=3% -4ly + 197

65 76 35

Donc la matrice inverse vaEﬁG 89 41
35 -41 19 H

[0 Nous donnons enfin une méthode utilisant les matéiggsentaires;orrespondardiux opérations
élémentairesur les lignes ou les colonnesde A. On peut alors inverserune matrice de la facon

suivante: on choisit une fois pour toutes d'effectuerles mémesopérationssur les lignes, ou

(strictement)sur les colonnes,et ceci a la fois sur A et sur la matrice Identité. Cela revient a

multiplier A et 1, parla mémematriceM (a droite si on agit surles colonnesa gauchesi on agit sur

les lignes). Dans le cas d'opérationssur les colonnes,en cours de calcul, on disposedonc des
matricesAM et I,M = M. Si l'on parvient finalementa AM et I,M avec AM = I,, alors

nécessairementV =M = A™,

4 -1
EXEMPLEL : Calculer l'inverse d% -2 3

11/ZH
%4—15 %OO
-2 3 10
1 1/2 OlH
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C - 2G -G

C - C+2G

%OO %21
47 -10
1ZH OZH

C: -~ 4G -7G

%OO %2—10
40 -1 7
115 0 SH

C-GCG-G

%OO %12—10
40 -8 7
OlH -8 SH

C, - Cl4

%00 %3—10
10 -2 7
OlH -2 8E|
C - (C-G-G)2

%OO 4 3 -10
10 —5/2-2 7
OlH H—S -2 8 H

4 3 -10
Donc la matrice inverse vaE‘rS/Z -2 7
-3 -2 8 H
09 1H
EXEMPLE?2 : Calculer l'inverse dg9 105
15 9H
HlO 91 00
9 105 10
Hl 5 9H 0 1H
C, - 10G-9CG
C -~ 10G-C
HlO 00 -9-1
9 1941 10 O

Hl 418QH 0 1OH

C; -« —41G +19G

HlO 00 -9-350
9190 10-410

Hl 41 1OH 0 190 H
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Cs ~ G410

H].O 00 -9-35

9 190 1041

Hl 41 1H 0 19 H

G - G -41G

H].O 00 -1444-35
9 190 1691 41

Hl 0 1H —779 1QH

C, - CJ19

H].O 00 —76-35
910 89 41

Hl OlH -41 1QH

Ci « (Ci—9G - G)/10

% 00 65 —76-35
10 | 76 89 —41
o1  H3s -4119H

65 —76-35
Donc la matrice inverse vaEﬁG 89 41
35 -41 19 H

000..0
100 E

..0
EXEMPLES ; Soit A la matric%. e
1..100
[h11..1210
u

On obtient directementia matrice I, au moyendesopérationsC; — C; — Ci.1. En appliquantles
Dl 00 0 .. 8D

1
1

1100
mémes régles sux, lon obtient A%, asavoirjj.. U
doo..-1100
[Jooo ..-110]

L'algorithme général est le suivant

i) Obtenirune matricetriangulaireinférieure: Pouri variantde 1 a n—1, placeren colonnei
un vecteurparmiceuxoccupaniescolonnes an dontle i termeestnon nul (ce qui estpossible
sinon,la matricene seraitpasde rangn et ne seraitpasinversible)et faire descombinaisongntrece
i“"vecteuret les vecteursplacésa sadroite de fagona annulerles termessituésenla ligne i et en
colonnek, k > i. Ceci s'obtientpar utilisation répétéedes trois manipulationsélémentairesOn
remplit donc de 0 le triangle supérieur.

i) D'une fagcon analogue,obtenir une matrice diagonaleen remplissantde O le triangle
inférieur, mais en procédant de gauche a droite, en remplissant de 0 les lignes les plus basses.

i) Obtenir la matrice identité, en divisant chaguecolonne par le terme de la diagonale

occupant cette colonne.
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On peutégalemeneffectuerle calcul sur les lignes. |l estcomparablea celui qui estmenédansla
méthode de Gauss pour résoudre un systeme. En patrticulier, si le rang de la matrmeasivera
de facon certainea une matrice échelonnédriangulairea diagonalenon nulle, ce qui assurequ'on
pourra terminer le calcul.

IV : Transposition

1- Définition
On considere l'application :
M (K) —> Mp(K)

A — 'A appelée transposée de A.
définie par : 18); = A;j, 1<i<p, 1<j <n. On note aussi la transposék A

EXEMPLE:
Bl g
s 0

2— Propriétés
Il est aisé de vérifier :
) '(A)=A
i) (A+B)="A+B
i) '(AA) = A'A la transposée est donc linéaire
iv) '(AB) ='B'A  pour A élément d&V,(K) et B élément déM,(R)
v) '(A™ = (A)! pour A élément de GIK)

Pour la relation iv), on a en effet :

((AB)); = (AB); = ki A Bii = él (A)(B)i = i (B)i(‘A)y = (B'A);

En ce qui concerne v), on a:

A inversible
- AAI=|
- t(AA—l) =
- t(A—l)tA =1

ce qui prouve quid est inversible d'inverdéA™).

Dansle chapitreL (E-F).PDFportantsurlesapplicationdinéaires,on montrequeA et satransposée
ont méme rang.

3— Matrices symétriques et antisymétriques

Soit A unematricecarrée On dit queA estsymétriquesi ‘A = A. Ondit queA estantisymétriquesi
‘A = —A. L'ensembledes matricessymétriqueset I'ensembledes matricesantisymétriquesont des

sous-espaces vectoriels #,(K). Montrons qu'ils sont supplémentaires :

0 Si A esta la fois symétriqueet antisymétrique’A = A = —A doncA estnulle. La sommeestdonc
directe.
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[J Toute matrice carrée s'écrit comme somme d'une matrice symeétrique et antisymétrique :

_M+M _ M-M

M 2 2

ansify sB=E 5B a0

La dimensiondu sous-espacdesmatricessymétriquesestﬂ(n;—l), unebaseetant(g; + E;), i < ;

la dimension du sous-espace des matrices antisymétriqtﬂg@a@%}, une base étant(E ), i <j.

Annexe : utilisation des matrices en physique

Les utilisations des matricesen physiquesont innombrablesOn en donne quelquesexemplesci-
dessous.

1- Matrice d'inertie
SoitM un point de massanm sedéplacant la vitesseV parrapporta un référentielet O un point de
ce reférentiel. On appelle moment cinétique de M par rapport a O le vecteur :

Lo=OM OmV
L'intérét du momentcinétiquetient dansle fait que sa dérivéeest égaleaux momentsdesforces
appliquéesn M par rapporta O (y comprisles forcesd'inertie si le référentieln’estpasgaliléen),
lorsque O est fixe dans le référentiel considéré.

Supposongiue M effectueun mouvementde rotation autourd'un axe passanpar O. La vitesseV
estalorsdela formeV = w [0 OM, ou w estun vecteurappelévecteurinstantanéle rotation et [J

désignde produitvectoriel (voir I'annexedu chapitresur les déterminants)L'axe (O,w) estl'axede
rotation. On a alors :

Lo=mOM O(wOM)

Onintroduit alorsun opérateurappeléopérateurd’inertie,qui, a tout vecteuru, associde vecteur
J(u) = m OM O (u OO OM), de sorte que Lo =J(w). En utilisant la formule du double produit
vectoriel, on obtient également

J(u) = mOM?u —m <u,0M> OM =m (OM Ou) JOM

En ce qui concerne un solide, on opére de méme en sommant au moyen d'une intégrale triple sur tous
les points du solide. L'opérateur d'inertie prend alors la forme :

J(u) = J&HE]{] OM O (u OOM) dm

:&%]OM%—<mOM>OMdm
J v

J est clairementlinéaire et est donc représent@ar une matrice 3 x 3 dont on montre qu'elle est
A -F -E

symétrique. La matrice dks'écrit don%tlz B -D —avec:
E-D C H

-19-



A:<J(i),i>:[£ﬁE]{j OM? — (i.0M)? dm:&ﬁﬁjﬁ (y* + Z) dm,
JHv JIv

moment d'inertie par rapport a I'axeifO,

B= &ﬁj (>x*+7) dm, moment d'inertie par rapport a l'axejjo,
[V

C= &ﬁj (¢+y?) dm, moment d'inertie par rapport a l'axeKpD,
[V

D=-<(K),>= &HE]{] yz dm, quantité appelée produit d'inertie.
v

E = xzdm
J v

F= Xy dm
J v

Etantsymétriquepon montrequ'elleestdiagonalisablelansun repereorthonormédont les axessont
appelésaxes principaux d'inertie. (cf le fichier PREHILB.PDF traitant du chapitre Espaces
préhilbertiensdu cours de deuxieme année pour plus de détails).

2— Réseaux de conducteurs électriques

On considéreun réseauélectriqueformé de n mailles. On attribue a chaquemaille un courant
électriquefictif orientédit courantde maille (ou courantde Maxwell). Il y a donc n courantsde
maille 14, ..., I,. Le courantréel observédansun conducteurcommuna plusieursmalilles est la
sommealgébriquedescourantsdes mailles auxquellesl appartientSi chaguemaille disposed'une
force électromotrice £ ..., E, alors on dispose d'une relation matricielle :

(BE) = (R)()
ou R estunematricen x n. Dansle casde maillesextérieuredes unesaux autres,toutesorientées
dans le méme sens (par exemple le sens trigonométrique), on montre que :
O R; est la somme des résistances totales de la maille
[0 R; est 'opposé de la somme des résistances communes auxinedjlies
En patrticulier, cette matrice est symétrique.Pour connaitreles intensitésconnaissantes forces
électromotrices, il suffit d'inverser la matrice R.

3— Quadripdles
On consideére le systéme électrique suivant, appelé quadripdle :

l1 I2

— —
A A
Uy Uz

Le cadrecontientun résealglectriquepurementpassif.Dansce cas,les courantd; et |, dépendent
linéairementde U; et U,. En effet, on peutles considérecommeles courantsde maillesextérieures
de sorte que l'on a:
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o g
FeO O

0.0 0. O
avec(R)™ inversede la matrice (R) définie au paragrapherécédentLe signede U, provientde

I'orientation positive choisie pour U, ici, en senscontrairedu courant.(R)™ est symétrique.On
obtient donc, en introduisant le signe de €dns la matrice :

ERE N EEr
i B o FHE

donton peutvérifier, enl'exprimanta partir de a, b, ¢ quele déterminanestégala 1. La derniére
matrice utilisée s'appellematrice de transfert.Cette dispositionpermetle calcul aiséd'une suite de
guadriplles en séries. Il apparait alors un produit de matrices.

On en déduit une expression :

4— Electrostatique
On consideren conducteur®lectriguesde chargeQ;, Qz, ..., Q.. Cesconducteursontportésaux

potentielsVi, Va,, ..., V.. L'expérienceprouve que la dépendancales chargesen fonction des
potentiels est linéaire, et donc qu'il existe une matrice (C) telle que :
(Q) = (C)(V)

ou (Q) est la matrice colonne de composantext (¥/) la matrice colonne de composantes V

Les élémentsdiagonauxvalent C;;, sont appeléscapacitédu conducteur en présencedes autres
conducteurset sontpositifs. Les élément<C;, pouri differentdej, s'appellentoefficientd'influence
du conducteur surle conducteuy. lls sontnégatifs.Cettematriceestparailleurssymeétrique Cette
propriétéreposesurle principede conservatiorde I'énergie.En effet, on montreque, si I'on charge
d'abordle conducteurj d'unechargeQ;, puisle conducteur d'unechargeQ;, I'énergienécessaire

vaut (C™;Qi* + (CH;QQ + % (C;Q?% Sil'on commenced'abordpar le conducteuii puis par le

conducteurj, I'énergievaut (C);Qi* + (C;QQi + % (Ch;Q% Onadonc(C?; = (CY;. La

matrice C* et donc la matrice C est symétrique.Indiquons enfin que I'énergie électrostatique
nécessaire pour charger les conducteark charge Qvaut :

E =%‘Q C'Q ou Q est la matrice colonne de composantes Q

_L
2

1,
_2 QV

V CV ouV estla matrice colonne de composantes V

5— Inductance mutuelle

De méme,considérons circuits électriquesparcouruspar les courantsl;. lls créentun champ
magnétiqueB dont le flux a travers le circuitest®;. On a une relation du type :

(@) = (L)1)
ou (®) estle vecteurcolonnedont les composantesont ®; et (I) le vecteurcolonnedont les
composantes sont (L) est une matrice carréex n de terme général;lavec :
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[ L inductance propre du circuit

[0 L inductance mutuelle du circuisur le circuif.

Cette matrice est elle aussisymétrique.L'énergie magnétostatiquelu systémes'exprimesous la
forme :

_1,
E—ZCDI

_1,
—2ILI

_li
=5 oL P

6— Polarisation

Considérongin corps,parexempleun cristal, plongédansun champélectriqueE. Lesatomesde ce
corpssubissenen généralune polarisation.l enrésulteune polarisationglobaleP, qui n‘estpasen
général colinéaire B. Il existe une transformation linéaire M telle que :
P=ME

En considérant'énergienécessair@ une polarisationd'abordsuivantl'axe desx, puis suivantl'axe
desy, ou d'abordsuivantl'axe desy puis suivantl'axe desx, on peutmontrerla aussique M est
symétriqueLe fait qu'unematricesymétriquesoit diagonalisablelansune baseorthonorméssignifie
gu'il existetrois directionsde polarisationprivilégiée,pour lesquellesP estcolinéairea E. L'énergie

de polarisation e%‘E.M.E

7— Optigue matricielle
On définit en chaquepoint d'unaxeoptiquele couple(y,u) ouy estla distancedu rayona l'axeet u
I'angle du rayon lumineux et de l'axe.

Entredeuxpoints,on a enpremiereapproximatiorunetransformatiorlinéairede (y,u) en(y',u’) due
ala présencal'appareiloptiquestels qu'unsystemede lentielle. Cetteapproximationestobtenueen
confondantu, sin(u) et tanu) (autremenit, on considéreque la direction du rayon lumineux est
tresprochede celle de I'axe [approximationde Gauss]).La matricede cettetransformatiorestdite
matrice de transfert. Par exemple, les matrices sont :
[0 milieu transparent de longueur U est invariant, maig augmente del
L

b b
[ dioptre sphériquede rayon R, du milieu d'indice n au milieu d'indicen’ : y estinvariant, maisle
rayon change de direction :
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1 0
E’n -n)n H
nN'R n'H
[ dioptre plan, du milieu d'indiceau milieu d'indicen’ : idem
1 oF
n
agitls
obtenu comme cas particulier du dioptre shérique lorsque R tend vers l'infini.
[0 miroir sphérique de rayon R : idem
0%, °F
2

R ~H

obtenu comme cas particulier du dioptre shérique lorsgaen.
[0 miroir plan : idem
0
b b

obtenu comme cas particulier du dioptre plan, lorstjeen, ou du miroir sphériqudorsqueR tend
vers ['infini.

Disposersuccessivememiusieursdioptresou miroirs séparéses unsdesautresrevienta construire
un systeme optique dont la matrice est le produit des matrices de ses €léments.

Deux planssontconjuguédorsquey = 0 corresponda y' = 0 et ceci, quel que soit u. Celasignifie
gu'unobjetdisposésurl'axe dansle premierplan aurasonimagesur I'axe dansle secondplan.On a

. : : : 0 , .
alors nécessairemea, = 0. Sila matrlceest% c % onay = ay desortequea estl'agrandissement

transversalSiy = 0, ona u' = cu et ¢ estl'agrandissemerdngulaire Les plansconjuguéssontdits
principaux lorsque l'agrandissement vaut 1.

Le foyer objetestatteintlorsqueay, = 0, le foyerimage,lorsquea;; = 0. Dansle premiercas,y = 0
0 u' = 0, autremendit lesrayonsissusd'un objet placésur I'axe au foyer objet ressorteparallelea
I'axe. Dansle secondcas,u = 0 O y' = 0, autrementdit desrayonsincidentsparallelesa I'axe se

0o -f
concentre sur l'axe au foyer image. La matrice entre les deux foyersa@gt 0 H
f 1

8— Transformation de Lorentz

En relativité restreinte, on suppose qu'un repere O' se déplace a laWipzssapporta O. Alors le
guadrivecteurx, Y, Z, ct) constituéde la position (X, y', Z) de O' et du tempst' multiplié par la
vitessede la lumiére ¢ se déduitdu quadrivecteur(x, y, z, ct) par une tranformationlinéaire. En
particulier, si les axes sont alignés, et si le déplacement se fait suxyamt &:

S T
B g
1-y \1-y U
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ouy= % c vitessede la lumiere.De méme,le quadrivecteuimpulsion-energi€P, %) d'unemasse

ponctuellemy, se déplacanta la vitesseV et d'énergiecinétique E se transformeavecle méme
1 E 1

—myV et—== myC

\J1-y C Af1-y

On transformede mémeles quadrivecteursiensitéde courant(J, cp) ou le quadrivecteupotentiel
[}

(A2

[

opérateur, avel =
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