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| : Présentation des polynémes

1- Définition
Onseplacesur K = R ou €. Un polynédme(formel) estdéfini par la donnéede sescoefficientsay,

..., @, élémentdde K. X étantunelettre muette,on noteP(X) = ap + a1X + ... + a,X" ou Zakxk ,
k=0

étant entendu que la somme ne comporte qu'un nombre fpnde nuls.

On distingueparfois le polynbmeP(X) (qui, par construction,est nul si et seulementi tous ses
coefficients sont nuls (*)) de la fonction polynomiale associée :
P K- K
X - ag+aX+ ... +ax = PK)
Celle—ci est nulle si et seulement 8i x 0 K, PK) = 0 (**)

On a bien évidemment 'implication :
P(X) =00 OxOK, PK) =0.
Mais la réciproquene va pasde soi. Nousallonsmontrerque,lorsqueK estégala R ou C, il y a

équivalence, cqui permetde confondrepolynémeet fonction polynomiale.La phraseP = 0 gardera
cependant de préférence le sens (*).

PROPOSITION
i) Soit P un polyndme a coefficients dd&uC. Alors, si la fonction polynomiale associée a P est

identiguement nulle, P a tous ses coefficients nuls.
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i) SoientP et Q deuxpolynébmeslansR ou C. Alors, si lesfonctionspolynomialesassociéesont
égales (prennent les mémes valeurs), les deux polynémes sont égaux (ont leurs coefficients égaux).

Démonstration
i) K contenantR, nous supposerongjue la variable x ne prend que des valeursdansR.. Soit

P=YaX“tel quedxOR, PK) = 0.

k=0
Alors, pourx = 0, on obtieng, = 0. Donc :
OxOR,ax+..+ax =0

O Ox#£0, a + ... +taxX"* = 0.
On ne peutplus prendrex = 0, cependantpn peutprendrela limite lorsquex tendvers0, ce qui
donnea; = 0. Il suffit ensuite d'itérer le raisonnement.

i) se prouve en appliquant i) a P—-Q

Si P # 0, on appelledegréde P le maximumdesk telsquea, # 0. Si P = 0, on posedeg(P)= —».
Cetteconventiona été choisiede facona rendrecohérentertainsrésultatset estcompatibleavec

d'autres conventions telles Inff = +o et Sup(l) = —oo.

Si P estdedegrén, a,X" estle terme(ou monéme)dominant.Si a, = 1, le polyndmeestdit unitaire
ou normalisé.

On noteK[X] I'ensemble des polynémes sur le cokps

La raison pour laquelle on introduit les polynédmes formels et non les fonctions polyn@riziest
du fait qu'onpeutfort bienfaire jouera X d'autresrélesque desvaleursdansK. X peutaussiétre

remplacé par exemple par une matrice, ou un endomorphisme d'un espace veclriel sur

2— Lois surK[X]
On peut définir suK[X]

a) Une somme
Si P =YaxX et Q=ybxX" alors P + Q =3 (a + by X"

k=0 k=0 k=0

(Pour les MPSI On vérifie facilementque (IK[X], + ) estun groupecommutatif.Le neutreestle
polynéme nul, et— P = 5 —aX"

k=0

Onadeg(P+ Q) < Max(deg(P),deg(Q)jy comprissi P ou Q = 0, avecla conventiondeg(0)= —».)
avecégalitési lespolyndmessontde degrédifférents,ou s'ils sontde mémedegréet quelestermes
de plus haut degré ne s'éliminent pas.

b) Un produit interne




k
SiP= YaX“etQ= YhX" alorsPQ= Y 3 ab. X“. PQestbienobtenuenmultiplianttousles

k=0 k=0 k=0i=0

termes de P par ceux de Q et en regroupant les monémes du méme degre.

(Pour les MPSI On vérifie facilementque (IK[X],+,x) estun anneaucommutatif (I'élémentneutre
pour le produit est le polynéme 1). Les éléments inversibles sont les polynédmes constants)non nuls.

On a deg(PQ) = deg(P) + deg(Q), y compris si P ou Q est nul, avec la convention deg(0) = —
SiPQ=0alorsP=00uQ=0.

c) Produit par un scalaire (produit externe)
SiP =Y aX" alorsAP = 5 AaxX"

k=0 k=0

On vérifie facilement qual{[X],+,.) est un espace vectoriel Sk

Onnote K [X] ={P O K[X] | deg(P)< n}. K,[X] estun sous—espaceectorielde K[X] dontune
base est (1, X, ...,"X de dimensiom + 1.

Montrons le résultat suivant :
Soit (R)non Unefamille de polynémedelle que P, soitdedegrén. Alors, pour toutn, (P, P, ...Py)

forme une base d&,[X].

Démonstration
En raisonnansurlestermesde plus hautdegréd'unecombinaisorinéairenulle, il n‘estpasdifficile
de montrer que la famille ¢PP,, ..., B) est libre. Comme elle compormer 1 €léments eque K,[X]

est de dimension + 1, il s'agit d'une base d&,[X].

3— Division euclidienne

Donnonsd'abordun exemple.Divisons 2X* + X* — X + X + 1 par 2X* — X — 2. Pour cela, on
chercheun mondmequi, multiplié par 2X? — X — 2 fait apparaitrde termedominant2X®. Il s'agitde
X2, On multiplie donc2X? — X — 2 par X et on fait la différenceavec2X® + X* = X*+ X + 1. On
itere le procédépourfaire disparaitrdes unsapréses autreslestermesdominants On noteraquela
démarche est ressemblante a celle effectuée pour diviser un entier par un autre.

XX XP+X+1 | 2XP=X-=2
2XP— X3 = 2X?

X2+ X+1

X3+ X2+ X +1
2X3 - X?—2X

2X?+3X +1
2XP—X =2

4X +3
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A la fin du calcul, nous affirmons alors que :
X+ X=X+ X+1=(28 =X =2)+X +1)+4X +3
\‘\fd

\/-/

Dividende Diviseur Quotient Reste

Ce résultat est général :
DIVISION EUCLIDIENNE
SoientA et B deuxpolynémegel queB # 0. Alors il existeun uniquecouple(Q,R de polynémes
tels que :
A =BQ + R, defR) < degB)
Q est le quotient, R est le reste.

SiR =0, desortequeA = BQ, ondit queB divise A, ou queA estun multiple de B. Un polynédme
qui n'estdivisible queparlui-méme(a uneconstantenultiplicative prés)ou parles constantegstdit
irréductible. Par exemple, X — 3 dafisou X + 1 dansR.

On notera I'analogidansl'‘énoncéavecla division euclidiennedansZ.. Lesdémonstrationgnce qui
concerne l'unicité, sont également analogues.

Démonstration

Montrons l'unicité :

SiA=BQ + R =BQ' + R avec deg(R)deg(B)etdeg(R")< deg(B),onaB(Q - Q') =R'—R, avec
deg(B(Q — Q")) = deg(B) + deg(Q - Q') et deg(R —<RV)ax(deg(R),deg(R")) < deg(B).

Il ne peut y avoir égalité que siQ - Q' =0etdanscecas, R-R'=0

Montronsl'existence Pour cela, nousdonnonsun algorithmefournissantles valeursde Q et R et
nousprouvonda validité de I'algorithme.C'estla généralisatiorle celui qui a étédonnéen exemple.

Soit A = Y axX" et B = S bX* avec deg(B) = eth, # 0. L'algorithme est le suivant
k=0 k=0

Q ~ 0 {valeur initiale du quotient : 0 }

R « A {valeur initiale du reste : A. On appelletde coefficient du terme de plus haut
degré de Rde degrdOna: A=BQ +R}

Tant que deg(R} deg(B) faire

Q- Qe (A=BQ+R-BECY)
R « R—B+* %ﬂ XP" {A=BQ +R et deg(R) a diminué}
fin tant que

Le prédicatA = BQ + R estconservéapreschaqueboucle.ll seradonctoujoursvérifié a l'issuede
I'itération. Celle—ci se termine certainementpuisquedeg(R) décroitstrictement.ll deviendradonc
nécessairement inférieur a deg(B).



Il : Zéros d'un polynéme

1- Définition
On dit que a, élémentde K, estun zéro ou une racine du polyndmeP si a annulela fonction
polynomiale associée a P, c'est-a—direa&i £0. On a alors le résultat suivant :

PROPOSITION :
a est un zéro de P si et seulement si P est divisiblX paa.

Démonstration
Si P est divisible par X &, alors il existe Q tel que P(X) = (Xa}Q(X). On a alors R{) = 0.
Réciproquement, si B = 0, considérons la division euclidienne de P paraXx@n a :

P(X) = (X —a)Q(X) + R(X)
avecdeg(R)< deg(X—a) = 1, doncR estuneconstanteOn obtientalors0 = P(a) = R(a) = R donc
R =0 et P est divisible par Xa-

Une autre démonstration consiste a écrire que, si P(Z)a;;)(k, et si PQ) = 0 alors :
k=0

P(X) = P(X) - P§) = Y a (X“ -a)
k=0

dont chaque terme se factorise par X —

Il sepeutqueP sefactoriseparunepuissancele X — a. Sik estla puissancenaximalede X — a par
laquellele polyndmeP se factorise(de sorteque P = (X — a)“Q avecQ(a) # 0), on dit quek est
l'ordre de multiplicité de la racire

EXEMPLE:
Vérifier que X — X? — 8X + 12 posséde 1 comme racine double.

2— Polynéme dérivé

On définit le polynébmedérivéde P = Zakxk commeétantégala P' = Zkakxk‘l. On peutdéfinir de
k=0 k=1

mémeles dérivéessuccessivesSi P est de degrén et de terme de plus haut degréa, X", alors
PY(X) = a,n!

FORMULE DE TAYLOR :
Soit P un polynéme de degré n et a un éléme.delors :

(K)
P(¥) = ¥ S (x—a)'

Démonstration
1, X —a, ..., (X —a)" étantunefamille den + 1 polyndmesétagésde degré<0, 1, ..., n, ils forment

unebasede K, [X]. Il existedoncdescoefficientsay, ..., 0, telsqueP = ZO(k(X —a)*. On vérifie
k=0

alors que :
PYa) =kl x ay
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En effet, les termes (X &P avecp < k ont une dérivé&™™ nulle, le terme (X -2)* a une dérivé&™
égale &, et les termes (Xa)° avecp > k ont une dérivé&"™ égale p(p —1)...0 — k + 1)(X —a)*™
qui s'annule en X a.

3— Ordre de multiplicité d'une racine
PROPOSITION
Il y a équivalence entre :
i) P est divisible patX — &) et pas pa(X — a"*
i) il existe Q tel que @) # 0et P= (X — 8"Q
i)y P(@) =P'@) =... =P*Y@) =0et P¥@)z 0
On dit que a est une racine de multiplicité k du polynéme P.

Démonstration

i) O i)

Si P est divisible par (X &), il existe Q tel que P = (X @*Q. Si on avait Qf) = 0, alorsQ pourrait
se factoriser par X a et P serait divisible par (Xa)*"*.

i) O iii)
Si P = (X -a)“Q avec Q4) # 0, alors, on a, pourélément de {0, ..k} :
PY(X) = (X —a)*"'Qi(X) avec Qa) # 0
Ce résultat se montre par récurrence. Il est vraipou, et s'il est vrai pour<k, alors :
PAIX) = (k=1)(X =8 Q%) + (X —a)Q'(X)
= (X -@)Q..1(X) avec Q.i(X) = (k—i)Qi(X) + (X —a)Q'(X)
et Qu(a) = k-i)Q(a) #0

Il en résulte qu'on a bierf’R) = 0 pour < i < k-1, et ¥(a) = Q(a) différent de 0.

i) O i)

On applique la formule de Taylor et on factorise par @—

4— Polynbme scindé, relations coefficients-racines

On supposeque le polynébme P = a + aX + ... + a,X" se factorise en n facteurs
a(X = X)(X = Xo)...(X = %), lesx étantdistinctsou non. On dit que le polynédmeest scindé.On

cherchdesrelationsentreles coefficientsa; et lesracinesx. Il suffit de développeia factorisation.
On note :

01=) X
1=1

02= ) XX
1<i<js<n

Ok = Z Xi 1 Xipe X

1sil<i2<...<iksn

On = X1X0...Xn
Onaalors P 3, (X"=0: X"+ 0,X"2— ... + (-1 o X"  + ... + (<1)o,), d'ou :
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—_
O' jr——_
YT e,
_an2
0, = —=
" a
_ Adnk
o= (-1)—/—
« = (-1 a,

Pourn = 2, on retrouve les relations classiques des racines du triéméex + ¢ :
=_b et P =X,
a a
Voici un exempled'utilisationdesrelationscoefficients—racineslrouverune conditionnécessairet
suffisante pour que 3 pX + q admette dan€[X] trois racinesa, b etc telles quea=bc. On a :

Da+b+c=0 Db+c:—a Db+c:—a
|jab+bc+ac:p |ja(b+c)+bc:—a2+a —a’+a=p
abc=—q - Ugf=_q - Ug? =g
a=be [a=bc [a=be

a=p-q a=p-q
_ Eb;czq—p _ Eb+c=q—p
Da =—q Ijbc=|o—q ,
bc=p-q —q=(p—0)

La CNScherchéest(p — g)*+q = 0. En effet, dansce cas,on peuttrouvera, puisb + ¢ et bc, donc
b etc.

EXEMPLE:g=-1etp=-2
On a alorsa = —1,b+c = 1 etbc = -1 dond etc sont solutions de :

XZ—X—1=0d'0lb:1—+2\Eetc:1—_;E.

Ce type de relations peut donc servir a résoudre des équaltiebsquesle la formeP(X) = 0 avec
condition. En ce qui concerneles équationsgénéraleson sait, depuis la plus haute antiquite,
résoudrdes équationsdu 2° degré.Depuisle XVI°™ siécle,on sait résoudrdes équationsiu 3° et
du 4° degré (Tartaglia 1499-1557,Cardan 1501-1576...), que limpossibilité de la résolution
généraledeséquationsdu 5° degrérésultedestravauxd'Abel (1802-1829) et que ceux de Galois
(1811-1832) permettent de savoir quelles équations sont résolubles.

5— Théoreme de d'Alembert

THEOREME (admis)
Tout polyndbme non constant admet au moins une racin€’sur



Il en résulte que les polyndmesirréductibles sont tous de degré 1, et que tout polyndme a

- . k:
coefficients complexes peut se factoriser sous la farfip(X —a;) .
iz0

, — . [0 —
SiP=% aX', notonsP = aX'. Sizest complexe, on a alord(z) = P(Z) desorte quesizest

i20 i20

racine de P, alordest racine d@, avec le mémeordrede multiplicité. Si P esta coefficients réels,

alors P = P, et si z estracine de P, alors Z aussi.Les polyndbmesP a coefficientsréels se
décomposent alors srsous la forme :

k:
P=AT](X-a)' [1(X-2)" (X-2)"
iz0 i20
ou lesg; sont réels et leg non réels. SUR, on obtient en regroupant les parties conjuguées :
P=A[](X- a)" [ (X*— aiX + B)" aveca; = 2Reg) etp; =|zf?
iz0 i20

Les polynémes irréductibles sBr sont donc de degré 1 ou 2.

EXEMPLE: X* + 1, bien que n'ayant aucune racine réelle, se factorid saus la forme :
(X2 =[2X + 1)(X* ++[2X + 1)

Lespropriétésarithmétiquesdespolynémesspécifiquesau programmede MPSI, setrouventdans
le chapitre Arithmétique, dans le fichier ARITHMTQ.PDF

6— Fractions rationnelles
Début de partie réservée aux MPSI

a) Définition:
Unefractionrationnelleestle quotientde deuxpolynéme% avecB # 0. On dit quedeuxfractions
rationnelle% et% sontégalessi et seulemensi AD = BC (commedansQ _pourlesentiers).On dit

guela fraction estirréductiblesi les deuxpolynédmesA et B n'ont pasde diviseurscommunsautres
que les constantes.

On note K(X) I'ensembledesfractionsrationnellesde polynémesa coefficientsdanskK. Il n‘estpas
difficile dé vérifier qu'il s'agit d'un corps.

Siaest un zéro d'ordnede A et d'ordre de B, notons A = (X -a)°C et B = (X —a)'D. Alors :

Sip=q, % :% sans qua n'apparaisse plus comme zéro ni de C ni de D.

Sip>q, % =X -a)™ % avecC(a) # 0 et D(a) # 0. Ondit quea estun zérod'ordrep — q

de la fraction rationnelle.



% = (X_—{a)q_p% avecC(a) # 0 etD(a) # 0. Ondit quea estun pdled'ordreq —p

de la fraction rationnelle.

Sip<aq,

b) Partie entiere
PROPOSITION

Soit% une fraction rationnelle. Il existeun unique polynbmeE, appelé partie entiére, et une

fraction rationnelle(—: telle que :

B
A
B

=E +% avec de{fC) < degB)

Cette proposition est équivalente a :
A = BE + C avec deg(C) < deg(B).
Onreconnait'expressiorde la division euclidiennede A par B. E estle quotientde cettedivision et

C le reste.On noteral'analogieavecce qui sepassedansQ’, ou unefraction% s'écritsousla forme

q +% avecc etq entiers, et < b. La aussig estle quotiententierde la division euclidiennede a par
b.

c) Partie polaire
PROPOSITION
A

SoitE une fraction irréductible et soit a un pole de multiplicité n. EcrivonsB = (X — a)"P avec

P@) # 0. Il existe une unique décomposition sous la forme :

B X-a" P
avecC et Q deuxpolynémes(Q étanttel quededQ) < n. r(gaf‘ s'appellela partie polaire de la

fraction rationnelle

Démonstration
La décomposition est équivalente a :

A=PQ + C(X-a)"avec degQ ¢
Quitte a faire le changementle variableX — a = Y, nouspouvonssupposeque a estnul et que
P(0)# 0. Il s'agitdoncde décomposeA = PQ+ CX" avecdeg(Q)< n. Nousallonsmontrergu'une
telle décompositiorexistenon seulemenpour le n égala l'ordre de multiplicité du pdle, maisen fait
pour tout entien. La seule hypothése a utiliser est P{@).

O La décompositiorestunique: Si A = PQ+ CX" = PQ'+ C'X" avecdeg(Q)< n et deg(Q")< n,
alorsona: P(Q- Q") = X"(C'— C) donc X" divise P(Q — Q'"), mais X" est premieravecP car
P(0)# 0, donc X divise Q — Q'". mais deg(Q — Q')n<donc Q — Q' = 0, et par suite, C' — C aussi.

[J La décomposition existe : par récurrencersur
Sin =1, oncherchea écrireA = PQ+ CX. Il suffit de choisirle coefficientconstantde Q constant
égala Q(0) detelle faconque A(0) = P(0)Q(0),ce qui estpossiblecar P(0)# 0. OnaalorsA — PQ
qui s'annule en 0, donc qui se factorise par X.
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Supposonnsuiteque la décompositiorexisteau rangn — 1, c'est-a-direqu’il existe Q, de degré

inférieur an— 1 et G tel que A = PQ+ C,X™™. On cherche Q et C tel que deg(Q) &t que :
A=PQ +CX"=PQ +CX

Puisque Qest de degré au plus- 2 et Q de degré au plos- 1, cherchons Q sous la forme
Q=AX""+Q

A et C doivent alors étre tels que :
A=PQ + CX" =APX™ + PQ + CX"

= CX"P=APXT +CX

o C.=AP +CX

DoncA doit étrechoisidefaconqueAP(0) = C,(0). A (etdoncQ) étantainsidéfini, il suffit alorsde

remarquer quaP — G s'annule en 0 pour pouvoir factoriser ce polynédme par X, le quotient-€ant

METHODE PRATIQUE
Dansla pratique,on a souventn = 1 et il suffit de connaitreun moyenrapidede trouver la partie

i A = A A A = Qo + 9
polaire. Dansce cas sedécomposesousla forme X-ap X-a' P On trouve

B (X-aP
facilementla valeurde go en multipliant par X — a puisendonnanta X la valeura. On obtientainsi

Qo = g(?, ce qui seraitla valeurdonnéepar la démonstratiordansle casou a estquelconqueOn

notera que R) n'est autre que B}, de sorte que l'on a auqsi:'é‘i,(%

d) Décomposition d'une fraction rationnelle
On factorise B sur le corfs, de sorte que la fraction s'écrit :

A
k k k
(X —ay) ‘(X —ap) %...(X—ay) "
On peut supposeigue les a ne sontpasracinesdu numérateurA, sinon,on simplifie les facteurs

correspondantéX — a) de facona obtenirunefraction irréductible.AIors% estégalala sommede

la partieentiéreE et de chacunajespartiespolairesﬁk—i et cettedécompositiorestunique.En
—3q

n .
eﬁet,% -(E+> ﬁ) a une partie entierenulle et toutessespartiespolairessontnulles.La
i=1 -3

fraction réduite au méme dénominateur est alors nulle.

ki .
Si on écrit Qsous la form& Aj(X — &)’ ' on obtient la décomposition finale ddécompositioren
7

éléments simples :

A n 1 }\
B |=Zl =1 X —a)
\ﬂ’ \‘\p/

partie  parties polaires
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entiere

EXEMPLE:

Décomposer en éléments sim;%avec P = (X -a) %X — a) ..(X —a) ™.

n o 1 n .
OnaP =y k(X —a) (X -a)2.(X-a) . (X—a)" 0 D=y K
=1 P SGX-4a
Cen'estrien d'autrequela dérivéelogarithmiquede P, saufquela formule s'appliqueégalemenaiux
polynémes a coefficients complexes.
Fin de la partie réservée aux MPSI. Retour a la partie commune MPSI, PCSI, PTSI.

7— Polynémes interpolateurs de Lagrange

Soientag < a; < ... < a, n + 1 réels.On appellepolynémesinterpolateursde Lagrangelesn + 1
polynébmesL,, ..., L, de degrén tels que, pour tout i, L; s'annuleen ay, ay, ..., &-1, @1, ..., an €t
Li(a) = 1. Montrons que ces polyndmesexistenten les déterminantexplicitement.Les a, étant
distincts,etao, &, ..., a1, a1, ..., & €tantracinesdel, il existenécessairemenin polyndomeQ, tel
quel; = (X — a)...(X — a_)(X — a)...(X — @))Q. L; étantde degreinférieur ou €gala n et le
membre de droite étant de degré deg(Q), on a nécessairement dggéln et deg(Q) =0. DoncQ
est un polynéme constant. Sa valeur est déterminée par la cong(igprr L1, ce qui donne :
L = (X =) .(X =) (X = auy)...(X ~a)
(& —@)...@ —a-1)(a —a1)...(a —an)

Voici deux utilisations possibles de ces polynémes.

[0 Soit f une fonction dont on connaitles valeursprisesen ay, ..., &, (obtenuespar exemplepar
échantillonnage) i, f(a) =y;. Pourx différent desa, onsouhaiteraiaittribuerunevaleura f(x) par

n
interpolation.On peutprendrele polyndmeP défini par: P =% y; L. Ce polyndmeprésenteen effet
1=0

I'intéret que, pour tok, P@y) =f(a). En effet :

- , HOsii #k
P = ZOYi Li(a) = Yk puisque L(a) = 01 aii =k

=f(ay)
En particulier,si f estlui-mémeun polynémede degrén au plus, alorsP et f coincidentenn + 1
points. Etant tous deux de degré inférieurs ou égal a n, celaimposeque P = f. On a ici une
déterminationexactedu polynédmef a partir de la connaissancelesvaleursqu'il prendenn + 1
points. Algébriquement, on a montré que les polyndmes de Lagrange constituent une base de I'espace
vectoriel R [X].

Il convientde signalercependanguel’interpolationpeutne pasétretresbonneendehorsdesa; sif
n'‘est pas un polynéme.

O L'interpolationprécédentg@eutétre utilisé dansle calculintégral. Soientdespointsa < ap < a; <
... <ay <b. Sif est un polyndme de degré inférieur ou égalr@ous venons de voir que :

f:if(a) L
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0 %] bf(t) ot = Z a; f(a) oua; = %] bLi(t) ot

a a

Si on sefixe les valeursde a;, on peutcalculerune fois pour toutesles valeursa;. On peutalors
n

utiliser I'expressionz a; f(a) pour calculer de maniéere exacte la valeur de l'intégrale de f,
1=0

uniguement partir desvaleursqueprendce polynédmeenlesa;. Sif n‘estpasun polyndéme,on peut
n

égalementprendreI'expressionz a; f(a) comme valeur approchéede l'intégrale de f. Cela est
1=0

intéressantlansle casou le calculd'uneprimitive estdifficile ouimpossibleou biendansle casou f
n'‘est connue qu'en un nombre fini de points (résultant d'une mesure d'un échantillonage par exemple).

Dans le %as particulier ou lI'on premet 1,a =a; <a; = b, on retrouve la méthode des trapéezes :
%] f(t) dt est approximé pab(-a) w
a

— _ b _ b
On a en effet §.= )é_:, le)é_:, 0(0:%] LO:bTa:%] L; =a;.
a

a

Annexe : Nombres algébriques, nombres transcendants, quadrature du cercle

La classificationusuelledesnombresestla suivantes N [0 Z 0 Q [0 R 0 C, a savoirles entiers
naturels les entiersrelatifs, les rationnels les réels,les complexesNous allons définir une nouvelle
catégorie,compriseentre Q_et C, les nombresalgébriquesget son complémentaireles nombres
transcendants.

u étant un élément d€, on noteQ[u] I'ensemble :
Qu ={a+awu+ ... +au" MmO N, a 0 Q}
Autrementdit, c'estl'ensembledesvaleursde la forme P(u), ou P estun polynédmea coefficients
rationnels. De méme, etv étant des éléments @& on noteQ[u,v], I'ensemble :
QuV ={ 3 auV |a, 0 Q}
Un élementu de C estdit algébrique s'il existeun polyndomeP non nul a coefficientdansQ tel que
P(u) = 0. Un nombre qui n'est pas algébrique edtalitscendant

« EXEMPLES :

\/E est algébrique, racine dé X 2

\/E +\/§ est algébrique, racine dé X 10X + 1. (Question comment a-t-on trouvé ce polynéme ?)
1 +2' S est algébrique, racine dé€ X 1 ou de X+ X + 1

¢« POLYNOME MINIMAL D'UN NOMBRE ALGEBRIQUE
Siu est algébrique, plusieurs polynémes peuvent s'annular Sait R, polyndmeunitaires'annulant
suru et dedegréminimal. Alors tout autrepolynémes'annulansuru estun multiple de P,. En effet,
soit P tel que R = 0. Effectuons la division euclidienne de P parCh a :

P = RQ + R avec deg(R) < deg|P
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O PU) = R(u)Q(u) + R)
maisP () = P,(u) = 0 doncR(u) = 0. Mais P, estun polynémenon nul de degréminimal s'annulant
suru et deg(R) < deg(}> On a donc nécessairement R = 0.

. " . + " -
P, s'appellepolynbmeminimal associéa u. Parexemplepouru = 1—2'\E le polynémeminimal P,

est X + X + 1, alors que P =3 1 est un polynéme s'annulant sumultiple de R

Il en resulte que P, est irréductible sur Q, car si P, = AB avec 0 < deg A < deg(R),

0 < deg(B)< deg(R), alorsou bien A(u) = 0, ou bien B(u) = 0, maisdansl'un ou l'autre cas,on
aurait trouvé un polyndme s'annulant sute degré inférieur a celui dg.P

Supposon$, de degrén, et considéronsine combinaisorde la formeag + a,u + ... + a,.u™' = 0.
Le membrede gaucheest un polyndbme de degré n—1, strictementinférieur au degréde P,, et
s'annulansuru. Il s'agitdoncdu polynédmenul et tousles coefficientssontnuls. Autrementdit, les
nombreg1, u, U7, ..., u™) forme un systémdibre dansC considér&commeespacevectorielsur Q.
Il s'agit d'une base dg[u] en tant qu'espace vectoriel, car topissance’ peuts'exprimercomme

combinaisoriinéairedes(1, u, %, ..., u™). Il suffit en effet d'effectuera division euclidiennede X*
par R, pour obtenir :

X*=PRQ + R avec deg R n-1
et comme Ru) = 0, on ai = R(u).

Ainsi, toute puissancede \/E + \/§ peut s'exprimercomme combinaisonlinéaire a coefficients

rationnels de 1, dd2 ++/3, de /2 +1/3)? et de {[2 ++/3)*.

Inversementsoit A un espacerectorielde dimensionfinie n sur Q. et stablepour le produit. Alors

tout élémenti deA est algébrique. En effet, (@, U7, ...,u") est unsystémecontenanh + 1 vecteurs
dansA qui estde dimensionn, doncestun systemedié, ce qui exprimequ'il existeun polynébmea
coefficients rationnels s'annulant sur ce nombre.

 L'ENSEMBLE DES NOMBRES ALGEBRIQUES EST UN CORPS
[J Soitu algébrique, non nul. aloﬁsest algébrique.

En effet, siap + ayu + ... +a,u" =0, alor%+%1+ .. +an=0.

[0 Soientu et v deuxéléementsalgébriquesOn posep = deg(R) et q = deg(R). Alors Q[u,V] estde

dimensionfinie. En effet, nousavonsvu quetoute puissancel estcombinaisorinéairede 1, u, ...,
u”'. De méme,toute puissance/ estcombinaisoriinéairede 1, v, ..., V™. Donc tout termede la
forme UV peuts'exprimercommecombinaisoniinéairedesuV, 0 <i <p, 0<j <q. Il enesta
fortiori de mémedescombinaisorinéairedesu. Ainsi, les{uV, 0<i <p, 0<j < g} formentun
systeme genérateur @ u,v] qui est au plus de dimensipaq,.

Il en résulte queyv etu+v étant eléments de = Q[u,v] qui est de dimension finie, sont algébriques.
« NOMBRES TRANSCENDANTS
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C'estLegendrg(1752-1833)qui distinguanombresalgébriquegracinesd'un polynémea coefficients
entiers)et nombrestranscendantgqui ne sont racinesd'aucuntel polynédme).Cette définition est
d'autantplus remarquablegu'al'époque,aucunnombretranscendanh’'estconnuet il faut attendre
Liouville qui donne en 1844 la premiére preuve de I'existence de notridoresendantgarexemple
de:

10" + 10” + 10* + ... = 0,1100010000...
En 1873,Hermiteprouvala transcendancee e, et en 1882,Lindemannprouvala transcendancde

T. Pour P et Q a coefficients rationnels, il y a donc équivalence entre

) P(m) = Q)
i) P(e) = Q@)
i) P =Q

En 1929, Gelfond prouvala transcendancele €". On ignore aujourd'huisi e+, ert €t 1 sont
transcendants ou non.

La découvertade Lindemannmit fin au probléemede la quadraturedu cercle,posédepuisl'antiquité
et qui consiste rouvercommentconstruireun carréd'aireégala un cercledonné,uniquementivec
unerégleet un compas.Le problemeestancienet semblesuffisammenitonnudu grandpublic au
VémesiecleavantJC pour qu'Aristophanes’enmoquedanssapiecelLes Oiseaux(414 avantJC) :
aprées avoir fondé la cité des Oiseaux, Pisthétairogigbier un certainnombrede facheux,et parmi
eux, Méton, astronomeet arpenteur[Aristophane, Théatre complet, Garnier-Flammarionl966,
traduction de Marc-Jean Alfonsi] :

Méton: Avancantuneregletoutedroite, je mesureraide fagconqueton cercledevienne

un carré, avecau centrel’Agora, ot aboutironten plein milieu desruesdroiteset que,

commedu soleil, qui estrond lui-méme,s'élancentdroits, de tous cotés,des rayons

brillants.

Pisthétairos : C'est un Thalés, Méton.

Méton : Qu'est-ce que c'est ?

Pisthétairos : Sache que je t'aime ; aussi écoute-moi et retire-toi d'ici.

Méton : Quel danger y a-t-il ?

Pisthétairos: Commea Lacédémoneyn chassed'ici les étrangerset ce sontdesgréles

de coups qui tombent sur eux par toute la ville.

Méton : Est-ce que par hasard vous étes en révolution ?

Pisthétairos : Non par Zeus, non certes !

Méton : Qu'est-ce a dire alors ?

Pisthétairos : Nous avons unanimement décidé de pulveériser tous les imposteurs.

Certaines quadratures ont été réalisées dans I'Antiquité, par exemple, la quadratpaeath®ligpar
Archiméde ou la quadraturede certaineslunules par Hippocratede Chios Le problemede la
quadratureadu cercleestimpossible car, unefois donnéuneunité de longueur la regleet le compas

ne permettentle ne construirequecertaineguantitésalgébriquesll faudraitque\/l_T soitalgébrique
pour pouvoir construireun carré de méme aire qu'un cercle de rayon 1, mais 1t aussi serait
algébrique. Le résultat de Lindeman en 1882 met donc fin a ce probleme.

En 1775 déja, 'Académie Royale des Sciences prit la résotlgioeplus examineraucunesolution
desproblémedela duplicationdu cube,dela trisectionde I'angle, ou dela quadraturedu cercle,
ni aucunemachineannoncéeommeun mouvemenperpétuelll estintéressantle noterlesraisons
qui ont conduit 'Académie a refuser toute nouvelle solution
Le problemede la quadraturedu cercle estd'un ordre différent(destrois autres): la
guadraturede la paraboletrouvéepar Archimede cellesdeslunulesd'Hippocratede

-14-



Chio, donnérent des espérances de quarrer le cercle, c'est-a-dire de connaitre la mesure
dela surface.[...] Une expérienceale plus de soixante-dixansa montréa I'’Académie
gu'aucunde ceuxqui lui envoyaiendessolutionsde cesproblemes’en connaissaient
ni la natureni les difficultés,qu'aucunedesméthodegju'ils employaienn'auraientpu
les conduirea la solution,quandmémeelle serait possible.Cettelongueexpériencea
suffi pour convaincrel’Académiedu peud'utilité qui résulterait pour les Sciencesde
I'examen de toutes ces prétendues solutions.

D'autres considérationsont encoredéterminél’Académie.ll existeun bruit populaire
gue les Gouvernementsont promis des récompensesconsidérablesa celui qui
parviendraita résoudrele Problemede la quadraturedu cercle, que ce Problemeest
I'objet desrecherchesdes Géometredes plus célébres; sur la foi de cesbruits, une
foule d'hommesbeaucoupplus grande qu'on ne le croit renoncea des occupations
utiles pour se livrer da recherche de ce Probleme souventsansl’'entendre et toujours
sansavoir les connaissancegsécessairepour en tenterla solutionavecsucces rien
n'était plus propre a les désabuseguela déclarationquel’Académiea jugé de devoir
faire. Plusieursavaientle malheurde croire avoir réussi,ils serefusaientaux raisons
aveclesquelledes géometresattaquaientleurs solutions,souventils ne pouvaientles
entendreet ils finissaientpar les accuserd'envieou de mauvaisefoi. Quelquefoideur
opiniatretéa dégénéreen uneveéritablefolie. Toutattachemenbpiniatre a uneopinion
démontréefausse, s'il s'y joint une occupation perpétuelle du méme objet, une
impatienceviolentede la contradiction,estsansdouteune véritablefolie ; maison ne
la regardepoint commetelle, si I'opinion qui forme cettefolie ne choquepaslesidées
connuegeshommessi elle n'influe passurla conduitede la vie, si elle netrouble pas
I'ordre de la Société.La folie desquadrateursn'auraientdonc pour eux aucunautre
inconvénient que la perte d'un temps souvent utile a leur famille ; mais
malheureusementa folie se borne rarement a un seul objet, et I'habitude de
déraisonnerse contracteet s'étendcommecelle de raisonnerjuste ; c'estce qui est
arrivé plus d'unefois aux quadrateurs D'ailleurs ne pouvantse dissimulercombienil
serait singulier qu'ils fussemarvenussansétudea desvérités,queleshommedesplus
célebresont inutilementcherchéesjls se persuadenipresquetous que c'est par une
protectionparticuliére de la Providencegu'ils y sontparvenusgtil n'y a qu'unpasde
cetteidéea croire quetoutesles combinaisondizarresd'idéesqui se présentent eux,
sont autant d'inspirations. L'humanité exigeait donc que I'’Académie,persuadéede
I'inutilité absoluede I'examenqu'elle aurait pu faire dessolutionsde la quadraturedu
cercle,cherchata détruire, par une déclarationpublique,desopinionspopulairesqui
ont été funestes a plusieurs familles.
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