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| : Généralités

1- Définition
f admet un développement limité au voisinage de 0 a 'arsireest de la forme :
f(X) =ag + arx + ... +a.x" + o(x")

n
ol o") désigne une fonction négligeable devdruandx tend vers 0, i.e. telle qukm gx)%l =0.
X—

EXEMPLE:
Ona:
l-x™_1 oy 1

+X+ X+ ... X' = = - = + o(X"
1+X+X + ... +X R v vk o)

dou :

1 —_ n n
—1_X—1+x+x2+...+x + 0"

1
1+x

=1 -X+X+ ...+ (-1} X" + o)

f admet un développement limité au voisinag&.del'ordren sif est de la forme :
f(X) =@ + a(X—X0) + ... +a(X—Xo)" + 0(X —X0)")
On retrouve la forme précédente en posank — Xo.
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f admet un développement limité au voisinagerdel'ordren si f est de la forme :

f(x) :a0+%+ +%+ oin)

On retrouve la forme initiale en posdnt % On peut donc toujours se ramener au voisinage de 0.

EXEMPLE:
1 _ 1
+

1+Xx

1

T—h —h—H+ ...+ (<17 " + of") quanch - 0

1
h
;12 K—1L+on)quandxﬁoo

><I|—\ =

Il'y a unicité du développement limité, puisqud,est de la forme :

f(X) =ag + arx + ... +a.x" + o(X")

=bp + bix + ... +b.X" + 0(X")

alors :

(ap—ho) + @ —b)Xx + ... + @,—by)X" = o(X")
ce qui ne peutse produirequesi tousles coefficientssontnuls. En effet, si I'un d'entreeux estnon
nul, le membrede gaucheest équivalentau termede plus basdegré,qui ne serapas négligeable
devantx".

Sif est de classe"@u voisinage de, alorsf admet urdéveloppemenrimité al'ordren. Il sedéduit
des formules de Taylor, comme nous allons le voir ci-dessous.

2— Formule de Taylor avec reste intégral
Soitf de classe Esur un intervalled, b]. On peut alors écrire :
b

f(b) = f() +§3 £(0) ot

a
Sif ' estelle-mémeC’, c'est—-a—dirasi f estC? on peutintégrercetterelationavecu' = 1 et v=f",
soitu = — b —t) etv' =f". u est choisi de la sorte de facon a s'annuldr. €n obtient :
b

f(b)= f(a) + (b—a)f'(a) + %] (b—1) £°(t) dt

a

On peutitérerle procédersi on supposd " C', soit f de classeC®. Posonsu' = (b —t) etv = f "(1),

2
soitu = —Kb—gtL etv = fO(t)

f(b) = f(a) + b-2)f (@) + -2 A + gj "=ty g

Montrons par récurrence que, pdule classe C.

" (n-1) b -1
f(b) = f(a) + (o—a)f '(a) + (b — &)t (B4 +p-am In _(1a))! + F}j (('?] _t)l)! £9(t) ot

Cette relation a été veérifiee paur 1, 2 et 3. Si elle estvraieaurangn, etsif estde classeC™, on
n_
etv =f"(t), soit

)I

intere le reste intégral dans la formule précédente par parties enyd

u= Met\/ f™3(t). On obtient alors :



n-1 (n) by 0
f(b) =f(a) + o—a)f '@ + ... + b— HIn—(l—)l, o—a)t i +%3 K%Lf“‘*l)(t)olt

qui est bien la relation demandée au nargl.

Cette formule pose des difficultés de mémorisation.En dehorsde la démonstrationdirecte, les

remargues suivantes permettent de la retrouver facilement :
b

* Pourn=1, on doit retrouvei(b) =f(a) +%] f(t) dt

a

n_
* Sions'arrétea (b—a)”‘lf—(l—)lI dansla partie polynomiale,alors nécessairemenintégrale fait

intervenirf®,
, . . n (”)(a) .
* Une valeur approchéede lintégrale doit étre (b—a) o qui est le terme d'ordre n du

développementle Taylor. Aussi f™(t) doit-il étre multiplié par une fonction ayantune valeur
prépondérante eaplutdt qu'erb, ce qui est le cas du factdurt et a fortiori de ses puissances.

(n—1)!

n_
* La puissancede b — t se retrouve en remarquantque %] g (T dt donne exactemente

a

coefficient attendu au rang a savoilgbﬁlaL

3- Inégalité de Taylor-Lagrange
Sif™ est majoré sur| b] par M, on obtient, en majorant I'intégrale :

Ay v et '@ eaf™ @) ® (b= 0" 1 ot < M(b=2)"

f(b) —f(a) — (b-a)f ‘(@) — (b—a) 5 ..—(b-a) ). < (n—l)' dt < o
Cette formule est valable également poarb a condition de majorer par :
a e < M |b—al"

%]b (t-) (n—l)| - ol

4— Formule de Taylor-Young

Soit f de classeC" sur un intervalle I. La formule de Taylor—Young énonceque f admetun
développement limité au voisinage de tout paide | :

109 =f(a) + (x-2)f (@) + a2+ .+ (-a)"™ 1f—(1)l| + (e T8 4 o2

Considéron®n effet la différenceentrele resteintégralde la formule de Taylor lorsqueb = x et le
Q)
terme ((—a)”—n(lgl. On peut écrire cette différence sous la forme :
X Oty —"(a)
(n=1)!
a

guantité qu'on peut majorer en valeur absolue, poua, par :

%]X(x—t)”‘ 0 1)|dt Mu)— ol M majorgf™(t) —f"(a)|




Mais |f(t) — f™(a)| est une fonction continuede t et admetdonc un maximumM de la forme

|f(”)(c) —f(”)(a)|, avecc comprisentrea et x. Quandx tendversO, c tendversa, M tendversO eton
obtient bien la forme du reste de Taylor—Young. On procede d'une fagon compaxabde si

EXEMPLE:
e€=1 +x+§+§+ +;](—r;+ ox")
p+1
she) = x+ X+ X+ + X o)
4
chx) =1 +)§ TR (;Z)I o(X2p+1)

sin(x):x—§+iI oo (1Y (2 +1)| + 0("*?)

X X "
Cosé()—]_—i+m—. + (- 15 (2 o) O(XZP l)

(1+x°=1 +ax+g(a_—1)xz + LQ@-D@-2).a-n+ 1)Xn + o)
2 n!

On remarqueque le premierterme du développementimité est un équivalentde la fonction. Le
développement limité dévoile en fait les termes cachés par I'équivalent.

On noteegalemen*a(u DE-2)..a-n+1)
n!

binomial et la formule du bindme de Newton dans le développement d§*(1 +

= %@ Pour a entier,on reconnaitun coefficient

Par ailleurs, l'inégalité de Taylor-Lagrange pour I'exponentielle entre @atluit a :

XX X X" X
€-l-x=5 g~ MG+

ce qui donne, pow fixé lorsque I'on fait tendne vers l'infini :

n+1

ol M = Max(1f£)

ok
€= lim Z que I'on notéy %
k=0

N — 00 k=0

Cesformules permettentde calculertrés efficacementdes valeursapprochéegle I'exponentielle.

Ainsi e peut-il étre approché par 1 + J%#i +. +n_1| avec une erreur majorée Qnarf o

Il n'estpastoujours nécessairale faire appel a la formule de Taylor commeon I'a vu pour le
développement limité donné au début du chapitre.
pp df_—x p

Il n‘estpasnon plus nécessairgue f soit de classeC". Si I _estla fonction indicatricede Q, (i.e.
lo(X) = 1 si x estrationnelet 0 sinon),alorsla fonction définieparf(x) = 1 + x + X + x3IQ(x) admet
un développement limité a I'ordre 2 en 0, mais n'est pas continue en dehors de 0.



Il : Opérations sur les développements limités

1- Somme

PROPOSITION :

Sif etg admettenun développemedimité a I'ordre n et m respectivemengu voisinagede Xo, fini
ounon,alorsf + g admetun développemerimité a I'ordre Min(m,n),obtenuen ajoutantles deux
développements limités tlet g.

Evident.

EXEMPLE:
f(x) =1+ X—x+ 0o(<)
g(x) = 2 — X+ + o)
O (f+g)(X) = 3 —x +x* + 0(X°)
En effet, lestermes— x* + o(x°) sontdeso(®). Il estinutile de les gardercarle o(x) chachepeut-
étre des termes efi enlevant tout caractére significatif au terme def.

On a la mémedémarchequandon ajoute desnombresdécimauxa et b. Si on connaita avec 10
chiffresapresla virgule et b avec15 chiffres apresla virgule, les cing dernierschiffres de b perdent
leur signification.

2— Produit :

PROPOSITION :

Sif etg admettenun développemedimité a I'ordre n et m respectivemengu voisinagede Xo, fini
ou non, alors fg admetun développemerimité a I'ordre Min(m,n), obtenuen multipliant les deux
développements limités tlet g.

Evident. Dans le calcul , on ne garde que les termes de degré inférieur ou égaha)Min(

EXEMPLE:
f(x) =1+ X—x+ o(<)
g(x) = 2 — X+ + o)
O (f)(X) = 2 +x — 5¢ + o)
Tous les termesde degréstrictementsupérieura 2 partentdansle resteo(xX’). C'estle produitdu
terme 1 dé et du terme of) deg qui fixe la forme du reste du produit.

Il peutarriver que le développemenlimité obtenupuisseétre d'un ordre supérieura celui prévu
initialement, lorsque les termes constants sont nuls.
EXEMPLE:

X

f(x) = X=% +— + 0(<°)

g(x) =x == + (<)

0 eW =X —§ +X 4 o)
puisque le produit du terme de plus bas degfféxgearle resteo(x’) de g donnexo () = o(x*) etde
mémeen inversantlesrélesde f et g. Donc tousles termesde degréinférieur ou égala 4 gardent

leur signification.
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3— Composition

PROPOSITION :

Sif admet un développemdimité a I'ordre n enXo, fini ou non, si le termeconstantdef vauta, et
si g admetun développemenrimité a I'ordre n en ay, alors g o f admetun développemeriimité a
I'ordre n en %, obtenu en développant la composée des développements linfisdgyde

Démonstration
f(%o+h) = A(h) + o) = a0 + B(h) + o(")

avec Bf) polynéme erh qui tend vers 0 lorsquetend vers 0.
g(a+K) = CK) + oK)

avec C polynéme ek
O (9o )%+ h) =glas + B(h) + o]
b\/d

k
= C(B) + o(")) + oK)
or k sefactoriseau moinsunefois parh carB(0) = 0 donco(k") = o(h"). Parailleurs,on développe
C(B(h) + o(")) en ne gardant que les puissances iéérieures ou égalesraOn obtient :
(g o )(x+h) = D(h) + o(")
ou D() = (Co B)(h) tronqué a l'ordre.

EXEMPLE:
Donner le développement limité de exp(adsé I'ordre 4 en 0.
_ X X A
cosé<)—1—5+24+o(x)—1+x
2
exp(l + X) =ex & = (1 + X +X7 + 0(X?)
Ici X est d'ordre 2 eR, donc il suffit de s'arréter a*¥our obtenir les termes d'ordre 4en
_ X X 4
X =5 %53+ o)
2 X4 4
= — +
X ) o(X)

0 expleost) =1 X +%) + o6t

4— Quotient

PROPOSITION :
Sif et g admettentun développemeritmité a I'ordre n, au voisinagede Xo, fini ou non, et si le
coefficient constant de g est non nul, alors f/g admet un développement limité a I'ordre n.

Démonstration
Il suffit de montrerque 1/g admetun développemerntimité a I'ordre n, puis de faire le produit par
celui def. Or (en supposamy = 0 pour simplifier les notations) :
g(X) =ap + aiX + ... +ax" + o(X") =ap (1 —u)
—aX —...—aX' —0o(X")
2 :

donc 1 _1_1

g al-u
Il suffit alors d'effectuer la composition du développement Iimitff—!_ﬁca par celui deu.
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EXEMPLE:
_sin®) _x—x/6+x/120+ 0(X)

N = Cos®) ~ 122 + 24 + 060)
= X+ K4 0L +u+ 1 + o)
avecu —g—g—z + o(x5). Il est inutile de calcular® qui donnera des termes ¥n
O tan) = (x — E +m+ o()(1 +X > ﬂ+_ + 0(X))
_ _§ 1X250 + 00))(L + f +5_X + 066)
=X +§ + 2 + 0(X)
De méme, on pourra ver|f|er que :
th(x) = x-f +2X 2"5 + 06¢)

Dansle casou g(0) = 0, on peutopérerd'unemaniereanaloguemaison obtientun développement
dit généralisé.

EXEMPLE:
En développant sin et cos a l'ordre 4, on obtiendra :
1.1 x %
tax~ x 3 +0(c)

5— Intégration et dérivation

PROPOSITION

Sif est continue et admet un développement limité au voisinage dy &&@rxire n, et si F estune
primitive de f, alors F admetun développemenimité en x, a I'ordre n + 1, obtenuen intégrant
celui def.

Démonstration
Pourx, = 0.
f(X) =ag + aix + ... +ax" + o(X")
n+1
Posons () = F(x) — F(0) —aox—ﬁ— aX__ Alors :

2 77 (ntl)y
G(0)=0, et G'K) =f(X) —ap + ax + ... +a.x" = o(X")
doncen appliquantle théoremedesaccroissementfnis sur G entre0 et x, il existe® élémentde
10, 1] tel que :
G(X) =xG'(6x)
=x 0(0"X") = o(x™")

_ alxz L anX
donc F(x) = F(0) +apx + > + ...+ (n+1)

EXEMPLE:



o, . 1 1 . 3 » "
Enintégrantesfonctionsx - —— etx - , ainsiqueleur développemerimité au voisinage
9 1+x 1+x° 9 PP 9

de 0 a l'ordren — 1, on obtient :

In(1+x) = X—§ +§ + ..+ (_17+1XFn + oX")
In(1-x) = —X—§—§— —Xﬁn + 0o(x")
arctan(<) :X—§ +§ + ...+ (_17 ;(:::;_ + 0( n+2)

Il esta noter que le développementimité de arctana permisa la fin du XVIleme une avancée
spectaculairelansle calcul desdécimalesde 11, baséjusquela surla méthoded'Archimeéde(llleme
avantJC) qui approximaun cercle par un polygonedont on calculela longueurdu périmetreou

l'aire. Archimédeutilisa un polygonede 96 cdtés,Al-Kashi (XVéme) un polygonede 3 x 2?® cotés,

Ludolph van Ceulen(= 1600) un polygonede 2°* cétés,obtenantpour ce dernierune trentainede
décimalesCetteméthodefut abandonnéau profit de méthodeslonnantdesexpressionsle 1t sous

forme d'arctan. Citons en particulier la formule de Machin (1706) que le lecteur assidu se chargera de
prouver :

T _ _ 1
i 4 arctar% arctanm

Machin obtint ainsiune centainede décimalesOn connaitaujourd'hui(2006) plus de mille milliards
de décimales dr, obtenues a partir de la formule de Takano (1982) :

T _ 1 1 1 1
yia 12 arcta% +32 arctar45—7 5 arctanm+ 12 arcta 10443

On prendra garde le fait qlielérivableadmetteun développemenimité ne suffit paspourquef' en
admette un.

EXEMPLE:
f(x) = 1 +x+x° +X* cos(1k) = 1 +x + X° + 0(<)
mais f'(X) =1 + X+ 4 cos(1K) + X sin(1k) # 1 + X+ o)

Mais si I'on sait que f ' admetun développemenritmité, parexempleparcequef estde classeC" et
doncf ' declasseC™, commele développemeriimité def s'obtientenintégrantcelui def ', on peut
effectivement conclure que celui tles'obtient en dérivant celui fle

EXEMPLE:

ﬁz: 1+X+3¢+ ... +nX™+ oX™)

L 1 n n
en dérivan =1+x+..+X + o[
x «)
On aurait pu aussi :
[ effectuer le produit du développement Iimité—eﬂe)—( par lui-méme
[ effectuer le développement Iimité?é}fu avecu = —X + X

0 utiliser (1 —x) aveca = -2.



[l : Utilisation des développements limités

1- Calcul de limites
Les développements limités se substituent aux équivalents, lorsque ceux-ci ne suffisent pas.

EXEMPLEL :
Calculer lim SnX) —tan
X-0
Onasin(x) = x —§ +00¢) ettan) = x + § + 00 doncsin(x) — tan() = —§ et la limite cherchée
1
vaut >
EXEMPLE2 :

Considérongar exempleun parachutistesautantd'unehauteurh avecunevitessenulle et soumisa
l'accélératiorde la pesanteuet a uneforce de frottementopposéea savitesseet proportionnellea
celle-ci. L'équation différentielle veérifiée par son altitadsest :

mz = —mg—kz, z(0) =h etz0) =0
ol z et Z désignent les dérivées premieres et secondepalerapport a
En résolvant I'équation différentielle du premier ordre,esn en déduit que :
, = MY oKty _Mg
2= exp( m) K
puis, en prenant une primitive de chacun des deux membres, que :

z:—ifzgexp(—%)—mkgt+h+i;9

Ons'intéressa ce qui sepassdorsquel'argumentde I'exponentielleendvers0. Un développement
limité a I'ordre 3 fournit :
1 1kf'g t
=h-= += + 0
z=h-3 gt® £ o(km)

Ce qui signifie :
[0 Ou bienk etm sont fixés, et quanidtend vers 0, on a :

z:h—%gt2 + o)
Au début de la chute, on est quasiment en chute libre. L'erreurtést en
[J Ou bient etm sont donnés, éttend vers 0. On a:

z=h —% gt + ok’

Lorsqu'il n'y a pas de frottement, on est en chute libre. L'erreur kst en

[J Ou bienk ett sont fixés etmtend verse. On a:
1 1
=h-= +
z=h > gt 0%@)
Si la massedevientimportante,le parachuteperd de son efficacité. On obtientla chutelibre, avec

une erreur e%.



2— Etude locale d'une courbe = f(x)
Si, au voisinage d&, on a :

f(x) = a0 + au(X — o) + 8x(X —X0)* + 0((X —X0)?)
alors :

y = ap + ai(X — Xo) estl'équationde la tangente.f se prolonge par continuité en X, par
f(X0) = a. On a par ailleurt'(x)) = a; enprenantia limite du taux d'accroissemergntrex, et x, mais
rien ne dit qud est deux fois dérivable, mémd sidmetun développemenimité al'ordre 2. Il suffit
pour cela de considérer la fonctibdéfinie par.

f(x) =x° siné) en0, ave@=a;=a, =0

On af '(x) = 3¢ siné) -X cosé) etf '(0) = 0, maid "(0) n'est pas définie.

Sia, # 0, la position par rapport a la tangente est donnée par le sigae de

Si, au voisinage d&, on a :

f(X) = a0 + ay(x — Xo) + as(X—X0)° + 0((X —%)°)
et si ag # 0, alorsil y a un point d'inflexion au point d'abscisse puisquela courbetraversesa
tangente.

3— asymptotes
Si au voisinage de, on a :
a 1
f(X) =ax +a +=% + o
(%) = aox + 2 + & + o)
alors :

y = agX + a; est I'équation de I'asymptote.
Sia, # 0, la position par rapport a I'asymptote est donnée par le sigae de

EXEMPLE:

f(x) =>¢ In(1 +%) = xz(%—z—iz +3—ig = og%s))
1.1 ..4
—X—§+§(+O§)

La droitey = x —% estasymptotelLa courbeestau-dessusle I'asymptoteen +o et endessouen—

00,

On ne négligera pas cependant les méthodes usuelles Ibtegdererso si x tend verso, a savoir.
Si lim fx) - 0 il'y a branche parabolique de directian O

X—>OO

Si lim LG/ il y a branche parabolique de directiop. O

X—>OO

Si lim fx) - a# 0, il y a direction asymptotique= ax.

X—>OO
Si lim f(x) —ax=Db alorsy = ax + b est asymptote.
X—>OO
Si lim f(x) —ax = o0 alors il y a branche parabolique dans la diregtisrax.
X—>OO
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IV : Développements limités usuels
Ceux-ci doivent étre parfaitement sus.

X X X"

¢=1+x+ 5+ X0 X4 o)

shi) = ><+X3I § ...+%+o(x2p+2)
chx) = 1 +>§ +X—4 +. (;‘2 T + 06"

sin(x) = x—§ X? o+ (-1 (2§++11)| 00"
cosé<)—1—§+§: o Y A (2 o + 00"
(L+x° = 1 +ox+ Q& Ae, 0l@=D@ =200 Dy o)
T Lxe X+ o)

s Lo+ (F1X + 0f)
|n(1+x):x—§+§ ...+(—1Tlxﬁn+o(x”)
In(l—x):—x—§—§—...—xﬁn+o(x“)

arctang) :x—§+)§ +(-1)2 XM P
tanf) = ><+§+2X5 +0(<)

th(x) = x_§+i+o(xﬁ)

Annexe : Energie potentielle et stabilité d'un équilibre

Considéronsine particulede massem soumisea uneforce F dérivantd'uneénergiepotentielleE,.
Noussupposeronsgjue E, ne dépendque d'unevariabled'espacejue nousnoteronsx le long d'un
axe.Parexempledansle casd'unressortx estl'‘élongationdu ressortDansle casde la pesanteurx

estl'altitude. On a alors simplementje long de I'axe desx, F = — d—EE, ce qu'onpeutécrire encore

dx
sous la forme :
_ 4§ N AP .
ma=— I ou a est I'accélération de la particule
O m%—\t/ = —%5(9 ou V est la vitesse de la particule
O V E = ——EE V  en multipliant par V
_Eg dx _ _dE, 6 i RS X
O mV dt o dt . ©n considérant la composition des fonctibnsx - E,
O %mv =— gk + Cte en intégrant
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Zmv2+ = Cte

La Cte s'appelleénergietotale de la particule.Elle estdonc invarianteau coursdu mouvemensi
aucune autre force ne s'exerce.

O

Soit O le point correspondantpour simplifier, a x = 0 et supposongjue la particule se trouve
initialement au repos en O. On a alors :
Zmv2+ B, = E(0)
Effectuons un développement limité dedfl voisinage de O (en supposantie classe & :
_ dEy gy 4 X FE
Eo(¥) = B(0) +x-£0) +5 52 + 0(<)
La force F s'exercant sur la particulexerst :

F9 = -y = - Es0) x EEx(0) + ofg

Plusieurs cas sont a considérer :

dE,
0°520)#0

Alors en O, FE£ 0 et la particule est chassée du point O.

9By ) =
0 ™ 0)=0
Alors en O, F = 0 et la position en O est une position d'équilibre.

Des qu'on s'éloigne de A,on a:
d’E,
F() = —x 3 (0) + 08

2 2
e Si d?)I(EZE(O) > 0, alorsF estau premierordre égala — x dT)I(EZE(O), opposéea x. La force F estdonc

une force de rappel ramenantla particule en O. Proportionnellea I'éloignementx, elle est
comparablex la force de rappeld’ un ressort .et, au premierordre,le mouvemenserasinusoidal.

E, étantsupposé€?, la condltlon—xzE > 0 estvérifiée dansun voisinagede O. La fonctionx —

%E(E eststrictementroissanteS'annulanen0, elle estnégativea gauchede 0 et positivea droite

de 0, donx — E, décroit a gauche de 0 et crotlraite de 0, doncelle admetun minimumenO.
Les positions d'équilibre stable correspondent aux minima ge E

2 2
e Si d'E (0) <0, alors F est au premier ordre éga dE (0), demémesensquex. La force F est
d d

dirigée dansla mémedirectionquele déplacemengt tend donc a amplifier ce déplacementAu

moindreécart,la particuleva doncs'éloignerde O. L'équilibre estinstable.E, étantsupposé€?,
2

la conditiondol—)l(zzE < 0 est vérifiée dans un voisinage de O. En raisonnant comme précédemment, on

peutvoir quela fonctionx - E, estcroissanteéi gauchede 0, décroissant@ droitede 0 et admet
un maximum en CLes positions d'équilibre instable correspondent aux maxima de E
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2
* Si d?)I(EZE(O) = 0, il faudraitpousselile développemenimité plusloin pour pouvoir conclure.Dans
le caspar exempleou _ngdsE (0) # 0, on a (au secondordre)F = — x _ngdsE (0). D'un cotéde O, la
d ’ 2 d ’

particuleestramenéerersO, maisde l'autrecétéelle enestchasséeC'estle casou le graphede
E, admet un point d'inflexion avec tangente horizontale.

-13-



