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Résoudreune équationdifférentielley' = f(x,y) sur un intervallel, c'esttrouver une fonction y(x)
définie sur | vérifiant :

Ox 01y =f(xy(x)
Les courbes représentatives des fonctions solutions s'appellent courbes intégrales.

| : Equations différentielles linéaires du premier ordre

1- Définition
DEFINITION
On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre une équation du type :

a(x)y + b(x)y = o(x)

Une fonction f est solution de cette équation sur un intervalle | si
OxOl, aX)f '(x) + b(x)f(X) = c(X)

Parexemple la fonction exp(—E) estsolutionde I'équationy’ + xy = 0. Les fonctionsconsidérées

peuventéventuellemengétre a valeurscomplexes.Si f est une fonction de R dansC telle que

f =g +ih avecg et h fonctionsa valeursréellesdérivables,on posef' = g + ih'. Ainsi, pour a
complexe, la dérivée d&" estae™ (cf le chapitreaComplexeslans le fichier COMPLEXE.PDF).

2— Equations a coefficients constants

Il s'agitd'équationgpour lesquelledes fonctionsa et b sontconstantesQuitte a diviser par a et a
renommer les coefficients, on peut se ramener a une équation du type :

y +ay=c(x)
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a) Equation homogéne (ou équation sans second membre)
On appelle ainsi I'équation+ ay = 0. Quelles sont ses solutions Buraveca reel ?

O Il'y a la solutiony = 0.

[0 Cherchons les solutions ne s'annulant en aucun point. On peut anrs%/écr'Haa :

0 In |y| = —ax + Cte, en prenant une primitive de chaque membre
0 |y| — eCte. g

La fonctiony ne s'annulanpaset étantcontinue elle gardeun signeconstantEn posantA = e“*® ou
—e"*® suivant le signe dg on obtient :

y:)\e—ax

[0 Existe—t—il d'autresolutions,parexempledessolutionss'annulanen certaingpoints? Qu'enest-il
si a (et doncy) sontcomplexes? Montronsque les solutionssontde la mémeforme (maisavecA
complexesi a estcomplexe).ll suffit de montrerque,si y estunesolution,alorsye” estconstant.
Posons dongla fonction égale g€, Pour montrer queest constant, il suffit de calculer dérivée

Z=ye”+aye”"=0
Z = 0 doncz est constante (complexe si les fonctions sont a valeurs complexes).

Ces résultats permettent d'énoncer la proposition suivante :

PROPOSITION :
Soit a réel ou complexe. Alors
i) Les solutionsleI'équationdifférentielley’ + ay = 0 sontdela formey = Ae ™, ou A estun
scalaire quelconque. Elles forment un espace vectoriel de dimehdmm unebaseestla fonction
e
i) Sil'on fixe une condition(¥) = Yo, alors cette solution est unique.

i) En particulier, siy s'annule en un point, y est identiquement nulle.

b) Equation avec second membre
Considérons I'équatiop + ay = ¢(X).
Soityy solution de cette équation. On remarque alors que :
i) si z estsolutionde I'équationhomogeneassociéealorsy, + z est solution de I'équation
complete. En effet :
Yo' +ayo = c(X)
Z+az=0
O (Yot+ 2 +a(yo +2) = c(x)

ii) Inversementsiy estsolutionde I'équationcompléte alorsy —y, estsolutionde I'équation
homogene. En effet :

y +ay=c(x)

Yo' +ayo = c(X)
O -y +aly-y)=0

La conséquencale cette remarqueest la suivante.Pour trouver TOUTES les solutionsy de
I'équationcomplétejl suffit detrouverlessolutionsz del'équationhomogeneassociédce qu'onsait
faire), et de leur ajouter UNE solution particuliere de I'équation compléte. Voici deux cas :
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0 Si c(x) = PX)€* ou P estun polyndmede degrén et k une constanteréelle ou complexe(ce
derniercaspermetde traiter les fonctionstrigonométriques)Cherchons/ sousla forme Q(x)&*. On
obtient I'équation suivante, apres simplification :

Q'(x) + k+a)Q() = PK)
Si I'on chercheles coefficientsde Q, de degrén, celarevienta résoudreun systemetriangulairede
n+ 1 équationsa n + 1 inconnues.Les coefficientsde la diagonalevalentk + a. Il y a donc une
solution sik # —a. Par contre, st = —a, on obtient QX) = P() et il faut choisir Q de degré+ 1.

[ Sic(x) est une fonction quelconque, on cherglseus la forme :
y=A(x)e™.
Cette méthode est connue sousdende méthodede variationde la constanteOn prendla solution
del'équationhomogénemaisaulieu de prendreA constanton prendA variable.En reportantdans
I'équation différentielle, on obtient I'équatisnivante, apres simplification :
A (X)e™ =c(x), d'oul'(x) = c(x)e™ et il suffit de trouver une primitive dex)e™

On remarqueégalementque, si y; est solution particuliére avec secondmembreb; et si y, est
solution particuliereavec secondmembreb,, alorsy; + Yy, est solution particuliére avec second
membreb; + b, :
Oy, +ay; = by : _
By +ayp=h, 0 Gr+y2) +ali+y,) =bi+b,

C'est ce qu'on appelle le principe de superposition.

EXEMPLES

0 Résoudrg’ +y = &*
La solution de I'équation homogene estie™
Une solution particuliére de la forrae™ est% e~

La solution générale est doéezx + e

0 Résoudrg’ +y =¢™
La solution de I'équation homogene estie™
Une solution particuliere de la formage™ estxe™
La solution générale est dore™ + Ae™

0 Résoudrg’ + 2y =X > + 2™ + 1 +X

La solution de I'équation homogéne estAe ™

Parle principede superpositionil suffit de chercherdessolutionsparticulierespour chaque
terme du second membre, et de les ajouter.

Solution avec second membre x’€%. On cherche une solution sous la forme
y = @¢ + bx¢ + cx)e . (Il estinutile de prendreun termeconstantcaron obtientalorsunesolution
de I'équation homogene, qui n‘a aucune contribution au gursecondnembre) Enreportantdans
I'équation différentielle, on obtient I'équation :

3ax + 2ox + ¢ = X D'ouy:§e‘2X



Solution avec second membre™2Une solution de la formae™ est2 &,

5

Solution avec second membre X.4Jne solution de la formax + b esta :% etb =

N

La solution générale est donc :
A2+ Xex 2 X, 1
y=Ae 3¢ 5 7272

[0 Résoudrg/ —y = cosk) '
Il suffit de résoudreaveccommesecondmembree™. Soity la solution. |l n'estpasdifficile de voir
guele conjuguédey serasolutionde I'équationavecsecondmembree™, et doncpar superposition,
gue sapartie réelle (demi—sommades solutionstrouvées)est solution avec secondmembreégal a
cos).

La solution de I'équation homogeéne gstAe’

Une solution particuliére de la forrae* est: 1 1 e = 1; | g

1

Sa partie réelle est?cos«) +% sin(x)

La solution générale est doﬁw + A€

3— Equations a coefficients non constants

Soit unetelle équationa(x)y’ + b(x)y = c(x). Nousla résoudronsur un intervalle! surlequela ne
s'annule pas.

Equation homogéne ou équation sans second membre

On appelle ainsi I'équatia(x)y’ + b(x)y = 0. Quelles sont ses solutions sur dans le cas réel ?
O Il'y a la solutiony = 0.

[0 Cherchons les solutions ne s'annulant en aucun point. On peut alors écrire :

Y - _b(
y a

0 In |y| = G() + Cte ou G est une primitive dé;%)—)g-

0 | y| — eCte. eG(x)

La fonctiony ne s'annulanpas, elle gardeun signeconstantEn posantA = e ou - suivantle
signe dey, on obtient :

y =A%

0 Montronsqu'il n'y a pasd‘autressolutions.Si y estune telle solution, montronsque ye °® est
constante. Posorzs= ye©®. On a alors
G0 A cGH) _ —GK) b(X) .\ —
Z'_y'e _Gé()ye =€ (y'+a(x)y)_0
Ainsi, Z = 0 doncz est constante.



Ces résultats permettent d'énoncer la proposition suivante :
PROPOSITION :
Soit dX)y' + b(x)y = 0 une équation différentielle linéaire du premier ordre. Alors :

i) les solutionsde cetteéquationsur un intervallel ou la fonction a ne s'annulepasforment
un espacevectoriel de dimensionl dont une baseest la fonction €°® ol G est une primitive de
_ b

a(x)’
ii) Sil'on fixe une condition(x) = Yo, alors cette solution est unique.
i) En particulier, siy s'annule en un point, y est identiguement nulle.

Equation avec second membre

Considérons I'équatiaa(X)y’ + b(xX)y = c(X). Soityy solution decetteéquation.Onremarquecomme
dans le cas des équations a coefficients constants, que :

i) si z estsolutionde I'équationhomogeneassociéealorsy, + z est solution de I'équation
compléte.

ii) Inversementsiy estsolutionde I'équationcomplete alorsy — y, estsolutionde I'équation
homogene.

La conséquencde cetteremarqueestla mémeque pour les équationgdifférentiellesa coefficients
constantsPour trouver TOUTES les solutionsy de I'équationcompléte,il suffit de trouver les
solutionsz de I'équationhomogéneassociégce qu'on sait faire), et de leur ajouter UNE solution
particulierede I'équationcompléte.On peutappliquerla méthodede variationde la constante On
cherche une solutionsous la forme :
y = A(x)e®¥ (oue®¥ est solution de I'équation homogéne)
Apres report dans I'équation différentielle et simplification, cela conduit a I'équation :
a()N'(X)e®® = ¢(x)

O N(X) :E%% e ®¥_ || suffit alors de chercher une primitive Nle
Exemples
Oxy +y= 3¢
Résolution de I'équation homogéne R ou R™ :
% = —%. Une primitive de—% étantG(x) = — |n(| X|), les solution sont)\exp(—ln(| x|) :ﬁ ou
X

encorey :g en rebaptisant * enA dans le cas oxi< 0.
Résolution de I'équation avec second membre :
y :AS—Q conduit &\' = 3¢ d'ou\ =x°
La solution générale est donc :
=%+ A
y X

Il existe une solution stR :y =X’ et c'est la seule.
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Oxy—-2=0
Résolution de I'équation homogéne R ou R™ :
>§ :f d'otl GK) = 2 In{x)) = INGA) ety = A

Mais quellessont les solutionssur R ? Il faut prendreconscienceque la constanteA est une
constantesur R™* et estune constantesur R™*, mais que ce n'estpeut-étrepasla mémedansles
deux cas. Les solutions SRr* sont donc :

AOA,y= ME six >0

. Op, y=pésix<0

Or la fonction ainsidéfinie se prolongepar continuitéen 0 ainsiquesadérivéeen posanty(0) = y'(0)
= 0 et I'équation différentielle est encore vérifieexen0. Ainsi, les solutions suR sont :

AOA,y= M six=0
uDuy WE six< 0

O xy =ayety(1l) =1, pourx>0

>§ =2 dou Inly| =aln( + C
Les conditions initiales imposent C = 0, dios X°.

4- Exemple d'équation non linéaire
On sait résoudrequelquestypesd'équationnon linéaire. Considéronspar exempley' = €. Cette
éguation est dite a variables séparables car on peut séparer les teymes Emmes ex
ye’=¢
- —</=e¢-A en prenant une primitive de chaque membre
- y=-InA-¢)
Les courbes intégrales se déduisent les unes des autres par une translation.

Il : Equations différentielles linéaires du second ordre

1- Définition
DEFINITION :
On appelle équation différentielle linéaire du second ordre une équation du type :

a(x)y" + b(x)y' + c(x)y = d(x)

Une fonction f est solution de cette équation sur un intervalle | si
Ox O, aX)f'(X) + b(X)f '(X) + c(x)f(X) = d(x)

2— Equations a coefficients constants
Il s'agit d'équations pour lesquelles les fonct@amns et c sont constantes. Ondencuneéquationdu
type :
ay' + by +cy=d(x)
Nous supposeroresz 0, sinon, on a en fait une équation du premier ordre.
a) Equation homogéne ou équation sans second membre
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On appelleainsil'équationay’ + by + cy = 0. Quellessontsessolutionssur R ? Paranalogieavec

les équationsdu premier ordre a coefficients constantspour lesquellesles solutions sont des
exponentiellescherchondes solutionssousla forme: y = €*. Lorsquel'on remplacedansl'équation,
on obtient, aprés simplification :

ar’+br+c=0
Cette équations'appelle équation caractéristiqueassociéea I'équation différentielle. Elle admet
toujours des solutions, éventuellement complexes si le discriminant est négadif bet c sontdes
complexes.

Cherchons d'autres solutions sous la foymd(x)e™. On obtient :

y = (') +rf(x)
y' = (F"(x) + 2f () +r(x)) €

En reportant dans I'équation, on obtient, aprés simplification de I'exponentielle :
af"+ (2ar+b)f'+ @’ +br+c)f=0

Orr est solution de I'équation caractéristigure+ br + ¢ = 0. D'ou :
af" + (2ar + b)f ' = 0.

Cette équation est une équation du premier ordfé. &a solution est :
f'(x) = Ctex exp( W)

On distingue alors deux cas :

i) si 2ar + b # 0, alors, en intégrant a nouveau,on a :

f(x) = A x exp( 2ar;bx) +B et
y=A x exp( ar:;bx)+B><e”‘
ar+b

Or —

n'est autre que l'autre racine de I'équation caractéristique yAiastombinaison linéaire

des deux solutions exponentielles trouvées. La condition B # 0 est équivalente a :

r # _b Oou encore
2a

AZ0 ol est le discriminant de I'équation caractéristique.

Dansle casou a, b et ¢ sontréelset ou les racinesr et r' sont complexes,alorsr et r' sont
conjuguéeset I'on peut prendredes combinaisondinéairesde leur demi-sommeet de leur demi-
différence.Ainsi, sir = a + i, alorsr' = a — iB, et y estcombinaisonlinéaire de € cos3x) et
e”sin(Bx).

i) Si2ar + b =0, on remarqued‘abordque cetteconditionéquivautar = —% ou encorea A = 0.

Dans ce cas, I'équation caractéristiqueadmet une racine double, et il n'y a qu'une solution
exponentielle. On a alors :

f'= Cte d'ou, en intégrant a nouveau :

f=Ax+B et

y = Axé" + Be”™



y est combinaison linéaire de deux fonctions, dont l'une est I'exponentielle déja trouvée.
Ces résultats permettent d'énoncer la proposition suivante :

PROPOSITION :
Soit ay + by + cy = 0 uneéquationdifférentiellelinéaire du secondordre a coefficientsconstants.
Alors les solutions de cette équation sont de la forme suivante :

) Soit (*) af + br + ¢ = 0 I'équation caractéristique associéeeson discriminant.

si A estnonnul, alors y estcombinaisoriinéaire desdeuxfonctionse™ ete™ our etr' sont
solutions de (*).

si A estnul, alors y estcombinaisoninéaire desdeuxfonctionse™ et xé€* ou r estracine
double de (*).

i) Ces solutions forment un espace vectoriel de dimension 2

i) Dansle casreéel, si A estnégatif, alors on peut préférer écrire y commecombinaison
linéaire des deuxfonctionse”cos3x) et €”sin(Bx) ol r= a + iB etr = a — i sontsolutions
conjuguées de (*).

EXEMPLES
[0 Résoudrg" —2y' +y=0
L'équation caractéristique associée est :
rFr-2+1=0
dont les solutionssont 1, racine double. Les solutionsde I'équationdifférentielle sont donc de la
forme :

y = Ax€ + Be*

[0 Résoudrg" —3y' +2y=0

L'équation caractéristique associée est :
Fr-3+2=0

dont les solutions sont 1 et 2. Les solutions de I'équation différentielle sont donc de la forme :
y = Ae” + Be*

[0 Résoudrg" +y +y=0
L'équation caractéristique associée est :
r+r+1=0

dontlessolutionssontj = exp%[) etj? racinescomplexesLes solutionsde I'équationdifférentielle

sont donc de la forme :
. .2
surC :y=A€" + B “avec A et B complexes

ouy =g (Acosé@() + Bsiné@()) avec (d'autres) A et B complexes
surR :y=¢e'* (Acosé@() + Bsiné@()) avec A et B réels

e*? cosé@() ete™? sin@@() sont respectivement les parties réelles et imaginaires de

b) Equation avec second membre
Considérong'équationay" + by + cy = d(x). Soity, solutionde cetteéquation.On remarquealors
gue, comme dans le cas des équations du premier ordre :

-8-




i) si z estsolutionde I'équationhomogeneassociéealorsy, + z est solution de I'équation
compléte.

ii) Inversementsiy estsolutionde I'équationcompléte alorsy —y, estsolutionde I'équation
homogene.

Commedansle cas des équationsdu premier ordre, la conséquencale cette remarqueest la
suivante.Pour trouver TOUTES les solutionsy de I'équationcompléte,il suffit de trouver les
solutionsz de I'équationhomogéeneassociégce qu'on sait faire), et de leur ajouter UNE solution
particulierede I'équationcomplétell estfacile de vérifier quele principede superpositiors'applique
€galementdansle casprésent: si y; estsolution particuliereavec secondmembred; et si y, est
solution particuliereavec secondmembred,, alorsy; + Yy, est solution particuliére avec second
membred; + d,.

Voici un casimportant: d(x) = P(x)€* ol P estun polyndmede degrén et k uneconstantaéelleou
complexe(ce dernier cas permetde traiter les fonctions trigonométriques) Cherchonsy sousla
forme QK)e™.

y = QE)e”

y = (Q') +kQ()) €

y' = (Q"(x) + 2Q'() +KQ(x) &

On obtient I'équation suivante, apres simplification :

aQ"(x) + (Xa+b)Q'(x) + @K +bk+c)Q(x) = PK)
Si I'on chercheles coefficientsde Q, de degrén, celarevienta résoudreun systemetriangulairede
n+ 1 équationsin + 1 inconnuesLes coefficientsde la diagonalevalentalé + bk + ¢. On reconnait
la le premiermembrede I'équationcaractéristiquell y a doncune solutionsi k n'estpasracinede
cette équation.

Siak + bk + ¢ = 0 (autrementit k estracinede I'équationcaractéristique)a démarcherécédente
conduit a recherchem polyndmeQ, tel queaQ"(x) + (2ka + b)Q'(x) = P(x), avecQ dedegrén + 1.
On obtient un systeme triangulaire dont les termes de la diagonale \&derth.2Si ce termestnon
nul, alors il est possible de trouver Q. @k2 b non nul signifiek différent de —2%, etk étantracine
de I'équationcaractéristiquegela signifie que le discriminantestnon nul, et donc que k estracine

simple de I'équation.

Siak + bk+ c = 0 et2ak+ b = 0, alorsk estracinede I'équationcaractéristiquest vaut—%. cela

signifie donc que le discriminantestnul, et donc que k estracinedoublede I'équation.On obtient
alors 'équatioraQ"(x) = P&), avec Q de degmé+ 2. a étantnonnul, il estalorspossibledetrouver

Q.
Nous ne nous intéresserons pas a d'autres expressidnsales pouvons donc eénoncer :

PROPOSITION :
Soitay' + by + cy = P(x)é* une équationdifférentielle linéaire du secondordre & coefficients
constants, P étant un polynéme.

i) Sik n'estpasracinedel'équationcaractéristiquejl existeunesolutionparticuliere de la
forme Qx)e®, avec de(Q) = dedP).



ii) Sik estracine simplede I'équationcaractéristiquejl existeune solution particuliere de
la forme @x)e”, avec defQ) = dedP) + 1.

iii) Sik estracinedoublede I'équationcaractéristiquejl existeunesolutionparticuliere de
la forme @x)e”, avec defQ) = dedP) + 2

EXEMPLES
[0 Résoudrg/" +y = cosk)
L'équation caractéristique est+ 1 =0
La solution de I'équation homogene estAcos) + Bsin)

Une solutionparticuliéreavecsecondmembree” secherchesousla forme axe®. On trouve%

i xd*. On obtientune solution particuliéreavecsecondmembrecos) en prenantla partie réelle.

D'ouy :% xsin(x).

La solution générale est doAcos) + Bsin) +%xsin(x).

0 Résoudrg" — 2y +y =€
L'équation caractéristique esf— 2 + 1 = 0. 1 est racine double.
La solution de I'équation homogene estA€" + Bxe'

Unesolutionparticuliéreavecsecondnembree” secherchesousla forme ax’e®. On trouve%

X,
La solution générale est doA€ + Bxe' + % X,

Annexe : Résolution d'une équation particuliere

Nous allons revenir sur I'équation différentielle :

ay' + by +cy=d cos()
oua>0,b>0,c>0,d=0, ety unefonctiondet. Ce type d'équationintervientdansun grand
nombre de phénomenephysiques,ou t représentde temps, en particulier en mécaniqueet en
électrodynamique :

En Mécanique

Un objet estsoumisa uneforce de frottementopposéea savitesseet proportionnellea celle—ci,a
uneforce de rappelproportionnellea son déplacemenet enfin, & un régimeforcé de pulsationc.
C'est le cas par exemple pour :

[ le pendule élastique (masse-ressort) :
massem
coefficient de frottemerit
raideur du ressok
force mposée de module F

L'équation du mouvement est donnée :par
mx' + fX' + kx = F cos(xt)

[ le pendule de torsion :
moment d'inertie J
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coefficient de frottemerit
couple de rappel C
couple forcé de module G

L'équation du mouvement est donné par
Jo" +f0' + CB = G cosu)

[ le pendulesimple(masseauboutd'unfil delongueurl, dansun champde gravitationg), pourdes
petites oscillations :

L'équation du mouvement est donnée:par
6" +g6=0

En électrodynamique Un circuit électriquecomprenden série,unerésistancdRr, uneinductance.,
et une capacité C. Il est soumis a une tension périotiglespulsationw. La quantitéd'électriciteQ
traversant un point du circuit vérifie :

LQ" + RQ' +% = U cos(d)

Le casétudié s'appliquedansces deux situations,ce qui signifie égalementque tout phénomene
meécanique a un équivalent électrique, et inversement.

1- Equation homogénay" + by' + cy =0
Cette équationcorresponda un systémequi n'estsoumisa aucuneoscillation forcée. L'équation
caractéristique est :
ar’+br+c=0
A =b* — 4ac = & avecd éventuellement imaginaire pur ou nul.
Les racines sont donc :

Si b =0, alorsd estimaginairepur et non nul, et les solutionssontdesfonctionstrigonométriques,
0

sansqatténuatiordeI'amplitude.Nousnoteronsz—a = iwy. Wy estappelépulsationpropred'oscillation

du systéme étudié, aves’ :g.

Si b > 0, la partieréellede r' et r" est strictementnégativecar b’ > . Les solutionssont des
combinaisondinéairesd'exponentiellesjui tendentvers0 quandt tendvers+e. Si d estimaginaire
pur, ce qui se produit lorsqueb® < 4ac, les solutionsoscillent autour de 0, avec atténuationde
l'amplitude.

Danstousles exempleqahysiqueq:)roposésg esthomogéne l'inversed'untempset peutdoncétre

a

noté%. L'équation différentielle prend alors la forme :
e
Y+ Y, w’y = 0.
T

e
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e Si |Te >i le systeme est faiblement amorti, A est négatif, & est imaginaire pur.
r= -1 i wy’ — 12. Les solutionsy sontcombinaisondinéairesde exp(—L) cos() et
2Te 4Te 2Te
exp(—zTL) sin(wt), avecune pulsationw = % —412 légerementinférieure a la pulsation
e e
propre.
* Le cas limite (appelé amortissement critigesfobtenulorsque te =i , pourlequelA = 0. On
a alorsr = —i, ety est combinaison linéaire de ex%—) et det exp( t ).
2Te e 2Te
* Si|Te <i , le systemeestfortementamorti,A estpositif, d estréel.ll n'y a pasd'oscillation.on
ar =-— 1 + 12 —y = — 1 *+ (. y est combinaisonlinéaire de exp(—L) exp(t) et
2Te 4Te 2Te 2Te

exp(—zTL) exp(-Bt). On préfereraparfois prendrela demi-sommeet la demi-différencede ces

e
fonctions, faisant intervenir les fonctions trigonométriquessinus et cosinus hyperboliques,
établissantun rapprochementormel avecle premiercas.y est alors combinaisonlinéaire de

exp(—L) cht) etexp(—L) sh@t).

2t 2t

EXEMPLE: Si on impose les conditions initialg®) =yo, ety'(0) = 0, on trouve respectivement :
t 1 .
= Yo X cosfu) + sin(x
Y= Yo exp(—,) (cost) +- = sin(a))
t t
1+—
5 (1450
t 1 .
ch(@t) + sin(Bt
>r) (NG + 5 sin)
L'amortissement critique correspond aux deux cas limitesO et - O.
1. S'appelle durée de relaxation en énergie. L'énergidasies exemplegproposésproportionnelle
ayy’. La duréet, donneun ordrede grandeurde la duréeau boutde laquellel'énergiedu systémea

Y = Yo exp(

Y = Yo exp(

diminué deé.

2— Solution particuliere avec second membre

Cette équation correspond a un systeme qui est soumis a une oscillation forcée.
Lorsqueb > 0, il y atoujoursunesolutionparticuliereavecsecondnembred expfut) sousla forme
y = A expfat), cariw ne peutétre solution de I'équationcaractéristiqueOn obtient une solution
avec second membdecos(t) en en prenant la partie réelle.
La solution généraleest donc la sommed'une solution périodiquede pulsationw et de solutions
exponentielles'annulanen +oo. Les solutionsexponentielles'interviennenphysiquementjue lors
de la phasetransitoire correspondanté la mise en route du systéme.La solution périodique
correspond, elle, a la solution en régime permanent.
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Lorsqueb = 0, la situationestanaloguesaufdansun cas,si w estégala wy, solutionde I'équation
caractéristiquell y a alorsune solution particuliereavecsecondmembred exp{uxt) sousla forme
y = At expfuxt). On obtient une solution avec secondmembred cosfxt) en en prenantla partie
réelle. On dit qu'il y a résonance. Dans ce ggmendra des valeurs arbitrairement grandes.

Le phénomeéne de résonance se produit en général avec un codffimemul,quoiquefaible. Il est
parfois recherchgenfant sur une balangoiredonnantdes impulsionsa la fréquencepropre de la
balancoire, antenne en résonance avec une fréquence donnée), parfois évité (utilisation
d'amortisseurs).

Le phénomenele résonancgeutserévélerextrémementlangereuxCitonsl'effondremendu pont
de Basse—Chaine prés d'Angers en 1850,lsepascadenceés'unbataillonenmarche(226 morts).
Depuis ce temps, les militaires rompent le pas lorsqu'ils traversent un pont.

cas général Mécanique Electricité
y élongationx charge Q grandeur étudiée
y vitesse V intensité | dérivée
Le coefficienta Energie cinétique ou
s'oppose aux varia- massem inductance L magnétostatique :
tions de la dérivee ps Wz=Lmvz=1)2
Inertie ou 2 2
autoinduction
Le coefficientb est Puissance de l'effet
responsable des pert frottementf résistance R Joule
d'energie P =fv?=RP
Le coefficientc est Energie potentielle
celui du phénomeng raideurk capacitéll emmagasinée2
de rappel C wz=le=1Q
2 2C
Durée de relaxation m L
=2 f R
b
Période T ala oA M
résonancgl[ K 2m\LC
[y
k 1
Pulsation propre m AJLC
w =+/c/a
Le coefficientd est Résistance #V ou RI
celui d,u moteur du force F tension U Rappel =kx oul
phénomene C
b=d=0 pas de frottement pas de résistance | phénomeéne périodiqy
Y =YmCOStut + ¢) | pas de force impose pas de tension non amorti
imposée
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b>0,d=0 frottement résistance amortissement du
lim y=0 pas de force imposé pas de tension phénomene
Lo imposée

b>0,d>0 frottement résistance régime stationnaire

solution particuliere
Y = Ym COSEL + ¢)

force imposée

tension imposée

périodique
asymptotique

b=0,d>0
Siw# wy, alorsy est
somme de fonctions
périodiques de
pulsationw et wy.
Siw=wy, ilya

résonance

pas de frottement
force imposée

pas de résistance
tension imposée

Plusrécemmentle pontde Tacoma,aux Etats—Unis s'esteffondréle 7 novembrel940 sousl'effet
du vent, quelquesmois seulementaprés son inauguration. Cependant,dans ce dernier cas,
I'effondrementne seraitpas dd a une action périodiqueextérieuremais plutot a la formation de
tourbillons sur le tablier du pont amplifiant peu a peu le mouvementdu pont (lire Jean-Michel
Courty, EdouardKierlik, Pont de Tacoma,la contre-enquétePour la Science,n°364, (Février

2008), p.98-99) :
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