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1- Vocabulaire

Dans ce chapitre,on consideredes fonctions définies sur un intervalle de R, a valeursdans R
(fonctiond'unevariableréellea valeursréelles)ou parfoisa valeursdansC (fonction d'unevariable
réelle a valeurs complexes)

Si f et g sontdeux fonctionset A un scalaire,f + g estla fonction: x - f(X) + g(x). Af estla
fonction: x - Af(x). Cesdeuxopérationsconféerea I'ensembledesfonctionsdéfiniessur le méme
ensembleune structure d'espacevectoriel (voir le chapitre EspacesVectoriels dans le fichier
ESPVECT.PDF)La fonction fg estla fonction: x — f(X)g(x). La fonctionf o g estla fonction :

x - f(g(x). La fonction| f | est la fonction x - |f(x)|.
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Pour des fonctions a valeugzlles la fonction Sup€,g) (ou Max(f,g)) estla fonctionqui a x associe
la plusgrandevaleurdef(x) et g(x). La fonction Inf(f,g) (ou Min(f,g)) estla fonctionqui a x associe
la plus petite valeur dg§x) etg(x).

Une fonctionf a valeurs réelles est majorée SiM, [ X, f(X) < M
Une fonctionf a valeurs réelles est minorée 8im, [1 x, f(X) =m

Une fonctionf a valeurs réelles est bornée si elle est majorée et minorée. On peut écrire aussi :
OM, Ox,[f()] < M

Cette derniere définition s'appliqueaux fonctions a valeurs complexesen remplacantla valeur
absolue par le module.

Une fonction f a valeurs réelles admet un maximum si : 0O X, [0 X, f(X) < f(X)). On note
f(xo) = M&oi f(x) si | est I'ensemble de définition fJeu plus succinctemerifx,) = Maxf.
X

Une fonction f a valeurs réelles admet un minimum si : 0 X, O X, f(X) = f(X)). On note
f(xo) = MDinI f(x) si | est I'ensemble de définition feou plus succinctemeritxy) = Min f.
X

Une fonctionf a valeurs réelles admet un extremum si elle admet un maximum ou un minimum.

Le maximum, minimum ou extremum est dit local en remplacant précédemmerar :
Oo>0,0x0]x—d, X +of

Autrementdit, la propriétén‘estvérifiée que sur un intervalle autourde X, et non sur I'ensemblede

définition def.

Une fonction a valeursréellespeut étre bornéesansadmettrede maximumou de minimum, mais
seulement une borne supérieure ou inférieure (paesésur[0, +oo[ qui admetl commemaximum
et 0 commeborne inférieure mais non commeminimum). Ces bornessont notéesrespectivement

Sup f(X), et Inf f(X).
XDR() x Ol )

Unefonctionf estpairesi: [ x, f(=x) = f(X). L'ensembledesfonctionspaireseststableparles deux
opérationsd'addition des fonctions et de multiplication des scalaires; il s'agit d'un sous-espace
vectoriel de I'espace des fonctions.

Une fonction f estimpairesi : [I x, f(—x) = —f(X). Il s'agitégalementd'un sous-espaceectorielde
I'espace des fonctions.

Une fonction est périodique de période T ou T-périodiquéls, f(x + T) =f(x).

Une fonction estlipschitziennede rapportk ou k-lipschitziennesi : 0 x, O y, |f(x) —f(y)| <k |x—y|.
(Lipschitz, mathématicien allemand, 1832-1903)



2— Définition des limites

Soitf unefonctionde R dansR.. Nousallonsdéfinir Iirr)1< f(x) = L. Cettenotion, malgrélintuition
X—- Xo

gu'onpeutenavoir, a été extrémementonguea étre clarifiée par les mathématiciengt n'arecuses
fondements définitifs que vers 1850.

L et X, peuventvaloir, indépendammenitun de l'autre, une valeur finie, +c, —0, ou o, Cela
représentgotentiellementl6 définitions. En fait, toutesreposentsur un schémagénéralque nous

donnerons ultérieurement. Voici auparavant quelques exemples de définitiltim;(dé(x) =L:
X—- Xo

OL=1Iréel et % =x,réel.
Oe>0,0a>0,0x|x—x| <aO|f(x)-I|<e

O L =1 réel et X% = +oo.
Oe>0,0A Oxx>A0|f(X) -1 <e

0L =—0 et Xy =X, réel.
OA, Oa, Ox, |xx|<a D f(x) <A

L=+ et Xy=o
OA,OB,|{>BO f(x) > A

Les premieres définitions de ce type ont été données par Weierstrass (1815-1897).

SCHEMA DE LA DEFINITION GENERALE
On dit quef tend vers L lorsque x tend veftg lorsque :
[0V voisinage de LLIW voisinage deXo, (I x, xOW O f(x) OV
un voisinage désignant une partie contenant :
pour un réel, un intervalle de la formé } €, | + €[
pour +eo, un intervalle de la forme ]A,c¢]
pour o, un intervalle de la forme ¢e; A[
pourc, le complémentaire d'un intervalle de centre 0, de rayon A.

Cettedéfinition peutétre adaptéed chaquecasparticulier,en utilisant desvoisinagesadéquatsElle
s'applique également aux suites, fonction®ddansRR, avecX, = +w. Sif n'estdéfiniequesurune

partie D, on suppose que tout voisinage ddrXersecte P

La limite, si elle existe, est unique. Voici la démonstration dans le casloet L' sont finis :
Soit L et L' deux limites différentes. Prencms%|L - L'|. Il existea et[3 positifs tels que :

O x O [X—a, Xot+a, |f(x) - L| <g

0x 0 xoB, %P | f(¥) - L] <€
Pourx [ [xo—a, Xota[ N Jx—B, Xo+PB[, on a :
IL-L|<|L —f()] +]f() —L| < 2
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et on obtient une contradiction.

Sila limite def lorsquex tendversx, réelestégalea f(xo), ondit quef estcontinueenx,. Lorsquef
est définie erxo, il est équivalent de dire que la limite fdexiste ens, et quef est continue er.

En remplacarnt parx, + h, on voit qu'il y a équivalence entriim f(x) = L ethlimo f(xo +h) = L.
X—Xo -

Pour X = X, réel, on parle de limite a droite ou a gauche :

O lim f(x) =L (limite a droite)
X—-Xo
X > Xo

signifie : [0 V voisinage de LIJa > 0,00 X, X% <xX<Xta O f(x) OV
Si L =f(Xp), on dit que la fonction est continue a droite.

O lim f(x) = L (limite & gauche)
X—-Xo
X <Xo

signifie : [0 V voisinage de LJa > 0,00 X, X~ <X <X O f(x) OV
Si L =f(Xp), on dit que la fonction est continue a gauche.

Plusgénéralemenipn peutdéfinir la limite de f lorsquex tendvers Xo, fini ou non, avecx élément
d'une partie A par :
[0V voisinage de L, il existe W voisinage dg XOW n A0 f(x) OV

Il faut pour celaguetout voisinagede X, intersecteA n Dy defagconquela phraseci—dessusit un
sens.

Voici un dernier exemple :
O Iim f(x)=L
X - Xo
X % Xo

signifie : [0 V voisinage de Lda, 0 X, |x—x0| <aetx#X O f(x) OV.Onapris A=R —X}.

Il résulte des définitions que,fshdmet une limite finie enXf est bornée au voisinage de X

En ce qui concerndesfonctionsa valeurscomplexeset commepourlessuites,si on écritf =g + ih
avecg eth les parties réelles et imaginairesfden a :

lim f(x)=L = lim g(X) = Re(L) et lim h(x) = Im(L)
X - Xo X— Xo X Xo

3— Opérations sur les limites

Les théorémes sur les limites sont en tous points identiques a ceux sur les suites :

a) SOMME
PROPOSITION
Soientf et g deux fonctions. Lorsque x tend J€§s
i) Sif converge verg et g verd', alors f + g converge velds+ L'.

i) Sif est bornée au voisinage ¥g et g tend verso, alors f + g tend vers
i) Sif est minorée au voisinage &g et g tend vers e, alors f + g tend vers e
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iv) Sif est majorée au voisinage ¥g et g tend versos, alors f + g tend versoe

Lesdémonstrationsontdonnéeglansle casou X, estfini, maiss'adaptentacilementdansle casou
Xo est infini :

) Oe>0,[f(x) +9() — (L +L)| <[f() —L| +[g(x) —L

Or,0Ja>0,0x0]x—a, X+ al, |f(x) —L| <g

etdp > 0,0x 0 %P, X+ Bl [g(x) —L| <&

Posong) = Min(a, B). On a alors :
Ox0xo—n, %+ N[ [f0) +9(¥) —(L +L)| <2

Pour majorer pag, il aurait suffit de partir dg dans les définitions des limites et g.

—

En patrticulier, si C est une constanten (f(x) + C) = (lim f(x)) + C
X—-Xo

i) O A9 + 9] 2|09 -9

Or,0OMetda >0,0x0x—a, X+ al, |f(x)| <M

et0B>0,0x0]x%—B, %o+ BL (9| > A+ M

Posong) = Min(a, B). On a alors :
Ox0x%—n, %+ 1L, [f6) + 90| > A.

Les démonstrations pour iii) et iv) sont analogues a celles de ii)

On obtient une forme indéterminée lorsque I'une des fonctions tendewees lfautre versoe.

b) PRODUIT

PROPOSITION

Soientf et g deux fonctions. Lorsque x tend J€§s
i) Sif converge verg réel et g verd' réel, alors fg converge vetd.'.
ii) Sif est bornée et g converge vésalors fg tend verd

i) Si| f| est minoré par un réel strictement positif et si g tend eeralors fg tend vers.

Démonstration
HOe>0

09909 —LL'| =[f(9(g9) ~L) + () - L)L|
<[f09] g0 — L] +[f09 L] |L]
< M|g0) - L] +[f(9 —L L
ou M est un majorant de la fonctibbornée dans un voisinage xie

Or,Ja > 0,0 x 0 ]x—a, X+ af, |g(x) —L| <ﬁ



0B > 0,0 x 0 Tx0—B, o+ B, [f() —L| <ﬁ
Posong) = Min(a, B). On a alors :
0 x 0 e, %o#n[, [f09g(9) —LL| <.

En particulier, lim Cf(x) = C Ilim f(x)
X—Xo X—Xo

i) Soit M un majorant dbf | sur un voisinaged—a, xo+a[ dex,. On a:

Oe>0,0x0]x%—a, %+ af, [f(xa0)| < Mg

Or, 0B > 0,0x 0 Ixa—B, %o+ B, | 909 <

Posong) = Min(a, B). On a alors :
0 x 0 x—Nnx+ N[, [f(xeM)] <e.

i) Soitm> 0 minorant f | sur un voisinageg—a, X+a[ dex,. On a:
OA>0,0x0]x-a,%+af [f(xg()| >[gx)|m
Or, 0B > 0,0 x 0 Jxo—B, %o+ B[, |9()| >%

Posong) = Min(a, B). On a alors :
0 x 0 —nx%+ N [f0g00] > A

On obtient une forme indéterminée lorsque I'une des fonctions tend varsautre vers 0.

c) INVERSE
PROPOSITION
Soitf une fonction. Lorsque x tend vets :

i) Sif converge verg non nul, alorsfl converge ver%.

i) Siftend ver, alorsl tend verso.

f
iii) Sif tend verso, alors% tend vers.
Démonstration
i) Oe>0,
- I -
9 LI Jreol ||

L]

L
Ora >0,0x0x—a, X+ al, |f(x) —L| <7 et dondf(x)| >| |
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f() L‘ dfx) —L|, avecC—|

OB >0,0x0]%—B, %+ B, |f(X) _L| <%

Posong) = Min(a, B). On a alors :

Donc,0 x O Ix—a, X+ al,

2
|2

1

OxOIx%—n, %+n[, f(x) L

4 <

i) DA >0,0a>0,0x0]x—a, %+ af, [f(x)| <%

donc|—

La démonstration de iii) est analogue a celle de ii)

d) QUOTIENT

PROPOSITION
Soientf et g deux fonctions. Lorsque x tend J€§s

i) Sif converge verg et g verd.' non nul, alorsé converge ver%.

i) Sif est bornée au voisinage dg et g converge vers, anrsé tend verd

i) Si| f| estminoré par un réel strictementpositif au voisinagede X, et si g tendversO,

alorsé tend verso .

Démonstration
Il suffit d'utiliser les résultats démontrés pour le produit et l'inverse, en consiééran%.

On obtient une forme indéterminée lorsque les deux fonctions tendent, \amrs/ers 0.

e) COMPOSITION :

PROPOSITION
Soientf et g tellesquef tendeversY, lorsquex tendvers Xo, et queg tendeversL lorsquex tend
versY,. Alors g of tend verd. lorsque x tend verXo.

Démonstratiordans le cas ougYL, X, sont finis :
Soite >0.0a > 0,0y 0 lyo—a, Yo+ Ql, |g(y) - L| <g

etdp > 0,0 x 0 Ixo— B, X+ BL. [f(¥) —yol <
donc, 0 x 0 Jxo— B, %o+ B, [g(f(x) —L| <t

Il résulte des propositions précédentes qu'on ne peut conclure directement dans les cas suivants :
lim f.g avec limf = 0 et lim g =0 "0.00"
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lim é avec limf =0 etlimg=0 «0

0
lim £ avec limf = oo et lim g =oo n 2
g 00
lim £ = lim e*"® avec limf = 0 et limg =0 "QP
lim 2 = lim """ )avec limf = et limg =0 " 600"
lim £ = lim e*"® avec limf = 1 et limg = « "1

Lestrois derniereformesindéterminéesgi-dessusoncernent'exponentielle Un exempleclassique
de forme inféterminée exponentielle est le suivant :

1 +%)X = expiin(1 +%)) - exp(1) quandc tend vers ¢

4— Inégalités sur les limites

Les théorémes sur les inégalités sont en tout point identiques a ceux sur les suites.
PROPOSITION
Soitf une fonction qui converge vdrdorsque x tend ver&,. Alors :

i) L>a0d OW voisinage dé&,, O xOW, f(x) > a

i) OW voisinage d&o, O xOW, f(x)2al L=>a

On a des résultats analogues avec et

Les démonstrations sont données en utilisant la notion générale de voisinage.
Démonstration

i) résultede la définition de la convergenceen prenante = L — a si L estfini, ou bien A = a si
L = +o0. Dansle premiercas,il existeunvoisinageW tel que,lJ x O W, |f(x) - L| <g=L —a donc
f(x) > a. Dans le second, il existe un voisinage W tel que[1 W, f(x) > A =a.

i) SiL <a, alorsil existeU voisinagede X, tel que,pourtout x élémentde U, f(X) < a d'aprede i)
avec< aulieu de >. Alors, pour x élémentde U n W, on devraitavoir simultanément(x) > a et
f(x) <a, ce qui est impossible.

Cerésultats'appellegpassage la limite dansuneinégalité.On remarqueraju’il se pratiqueavecdes
inégalités larges.

PROPOSITION
i) Sif converge vers, g versp, lorsque x tend ver%,, alors :
o < B0 OW voisinage deo, O x O W, f(x) < g(x)
i) Sif converge vers, g versp, alors :
OW voisinage de&o, DX OW, f(X)<g(X) 0 a <3
i)y Sif et h convergent vels, et si :
OW voisinage deo, O x O W, f(X) < g(X) < h(x)
alors g converge vers .

Démonstration
i) et ii) se montrent en appliquant la proposition précédente a la fohetign

i) Oe>0,0Uvoisinagede ¥ OxOU, L—g<f(X) <L +€¢.
OV voisinage de ¥ OxOV,L—-g<h(X) <L +€¢.
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Donc,OxOUNn VW, L-—e<f(X)<g(X)<h(x) <L +e.

5—- Lien avec les suites

PROPOSITION
Il y a équivalence entre :
i) f tend verd. lorsque x tend verX,.
ii) Pour toute suitéa,) tendant verso, (f(a,)) tend verd..

Dans le cas des fonctions continues, cette équivalences'exprimede la facon suivante.ll y a
équivalence entre :

i) f est continue eky.

i) Pour toute suiteg;) tendant vers,, (f(a,)) tend verd(xy).

Démonstration
i) O ii) découle du théoréme de composition des limites portant sur les fonctions suivantes :
N-R SR

n - a, - f(an)

Inversement, iiY] i).
Par I'absurde, $ine tend pas vers L, alors :
[0V voisinage de L1 W voisinage de ¥ Ox O W, f(x) O V (*)

Définissons en particulier une suite de voisindijég dontlintersectionseréduita X,. Considérons

d'abordle casou X, estréel. PrenonsW, = X —%, Xo + %[. Il résultede (*) que,pourtoutn, il
existea, élément de Wtel quef(a,) n'appartienne pasa V. Or :
8 OWn 0 Xo—t<a,<Xo+10 lim an=XoO lim f(a) =L
n n n- o NnN— oo
ce qui est contradictoire avec le fait que le voisinage V de L ne contientféagun

Si Xp n'est pas réel, la démonstration est analogue en prenant :
Si Xo = 400, W, = ]n, +oo[
Si Xg = =00, W,, = ]-00, [
Si Xo =00, Wy, = ]~00, -n[ O N, +oo[

Cettepropositionestsouventutiliséepar la négative S'il existedeuxsuites(a,) et (b,) convergeant
vers X, telle que (f(ay)) et (f(bn)) tendentversdeslimites différentes(ou mémen‘admettenpasde
limite), alorsf ne peut admettre de limite.

Exemple : sir&) n‘admet pas de limite en 0, puisque :

1

=—10f =0
A — (%)

1
n:—Dfn:].
Y 2 + 172 (o)

6— Exemples et contre—exemples

a) sin% n‘admet pas de limite en 0. (cf ci-dessus)
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b) xsin()—l() admet une limite nulle en 0, puisque :

X sin= <|x et quelim |x = 0.
X x-0

—

c) f(x) = 1 sixJ Q_ (fonction de Dirichlet, 1829)
= 0 sinon
f n'admetde limite en aucunpoint. Q et CQ_étantdenseslansR, pourtout x, il existeune suite

(an) de rationnels qui converge vetset une suitely) d'irrationnels qui converge vexsOn a alors
f(a) =1
f(b,) =0

Doncf ne peut admettre de limite gn

Il : Equivalence locale

1- Définition
DEFINITION
On dit que deuxfonctionsf et g sontéquivalentesau voisinagede X, (fini ou non) s'il existeV

voisinage deX, ete fonction définie d& dansR, et tendant ver® quand x tend verX,, tels que :
Ox OV, {x) = g(x)(1 +&(x))
On note f [1g au voisinage de X Deux fonctions équivalentes ont méme signe au voisinage. de X

Si la fonctiong ne s'annule pas, c'est donc équivalent a :
lim 10d =1
X— Xo g(X)

On vérifiera aisément quelest une relation d'équivalence. En particulier :

fUgetghO fLUh
permettant d'effectuer des calculs en chaine.

2— Exemples
PROPOSITION
i) Soitx, réel. Si f admet une limite non nullequand x tend versxalors fLIL

ii) Soit x réel,f dérivable en xetf '(xo) # 0. Alors X+ X) — f(X) est équivalent a xfx,) au
voisinage de

Onai) car{ tendvers1 quandx tendversxo. ii) résultede la définition de la dérivabilitéde f enxo.

En général,on se raméneen 0 par changementde variables. En utilisant les deux propriétés
précédentes ou par calcul direct de la limite du quotient, on obtient, xtemdl vers O :

sin(x) Lx
cosf) 11
tan() LIx
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1 — cox Dg (utiliser 1 — cos() = 2 sir?(g))

e 1

e —1[0x

In(1 +x) Ux

(1 +x)° U1

(1 +x)° - 10ax

axX’ + ... +ax" Lax’ (avecp < ... <n, a, % 0)

au voisinage de
axX’ + ... +ax" Lax" (avecp < ... <n, a, % 0)

Une fonction f équivalentea la fonction identiqguemennulle O au voisinagede X, estde la forme
0(1+ €) = 0, autremendit elle estidentiquemennulle dansun intervalle ouvertcontenanix,. Il en
résultequ’'on ne trouve JAMAIS 0 commeéquivalentd'une fonction, a moins d'étre parti de la
fonction identiguement nulle (mais dans ce cas pourquoi chercher un équivalent de cette#@ction

3— Opérations
Il résulteaisémente la définition de I'équivalenceque celle—ci est compatibleavecle produit des
fonctions, le quotient, l'inverse, I'élévation a une puissance quelconque. On a donc :

% Dé (pourdesfonctionsne s'annulanpas)

Bf, O faf, L]
Dl 01 DDflz 0102

8f, Dgz L D—g—l
2 O

la D gla

Par contre, I'exemple suivgmtouve 'incompatibilité avec la somme

In(1 +x) Lx au voisinage de 0
—sinf) LJ—x
Mais In(1 + X) — sin(X) n'estpaséquivalenta 0, puisqu'ellen'estpasidentiquementulle au voisinage
de 0.
Il n'y a pas non plus de compatibilité par composition des fonctions. Ainsi, giand vers O :
& [cosk) [11 au voisinage de fais

In(€) = x
In(cos)) = In(1 + cos) — 1) ~cozx— 1 ~ —)g
In(1)=0

et les trois images d&, cosk) et 1 par le logarithme ne sont pas équivalentes.

4— Fonction négligeable devant une fonction
DEFINITION
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i) f estnégligeabledevantg au voisinagede X, s'il existeun voisinageV de X, et une
fonctione qui tend vers 0 lorsque x tend velstels que :
OxOV, {x) = g(x) &(X)
ii) f est dominée par g au voisinageXles'il existe une constante Cuat voisinageV de X,
tels que:

Ox0V,[f(¥)] < Clg()|

Si la fonctiong ne s'annule pas, i) est équivalent a :
lim 10 = o
X— Xo g(X)
On notef = o(g) au voisinage de pourf négligeable devary, etf = O(g) pourf dominéeparg. Si
f est négligeable devagtf est évidemment dominée mar

EXEMPLES
au voisinage deos : (In(x))" = o) etx’ = o™ avecr, s, t positifs quelconques.

au voisinage de 0 : (Iv))' = og%s) avecr ets positifs quelconques.
au voisinagele o ; €7 = oﬁ) avecr ets positifs quelconques.
X

Toutescesformulesse déduisentdescomparaisongntrelogarithmes puissancegt exponentielles,

et sebasentsurdesformulestellesque Iim %)—Q = 0, etqu'ontrouveradansle chapitreFonctions
X — +00

Usuelles dans le fichier FONCTUSU.PDF.

5—- Somme d'équivalents
Nous sommesmaintenanen mesurede donnerune régle permettantd'additionnerdes équivalents.
On consideradeuxfonctionsf et g et unefonctionde référenceh (engénéralon prendrah(x) = x ou
une puissance de.
PROPOSITION
Au voisinage de X

(i) Si flJh etg = o() alors f+g Llh

(i) Si fLIAh et gLlph, et six +p# 0, alors f+g LI\ + p)h

(i) Si fLIAh et gluh, et six +p = 0, alors f+g = o)

Démonstration

(i) il existe deux fonctions et[3 de limite nulle en Xtelles que :
Bf() =h((1 +a(x)
09() =h(x)B(x)

O 09 +9(0) =h((L +a(x) +B(x) h(x

(ii) il existe deux fonctionst et[3 de limite nulle en Xtelles que :
10 = Ah((L + a(x)
890 = HNGI(L + BX)
009+ 909 =090\ + A + 4+ uB(9) = (A + (e + AXCEEE Ty + e
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(iii) Dans le cas od + 1 = 0, le méme calcul que précédemment conduit a :
f(¥) +9(x) =h(JA +Aa(x) +p + up(x)) = h(X)(Aa(x) +pB(X) = oh)

EXEMPLE:
f(x) = 1 + sif(x) — cosK) + 3¢
On a, au voisinage de O :
1=1
sir(x) L = o(1)
—cos) [1-1
3 = 0(1)
Onadoncl + sirf(x) 11, — cos§) + 3¢ [1-1 et doncf(x) = o(1), i.e. Iimo f = 0 ce qui était

—

évident sans calcul d'équivalents. Par contre, si on écrit :

1 — cosK) Dg

sirf(x) Lx®
3 = 0(¢)

On peut conclure que :

f(X) D%

On en déduit la limite non évidentdimo 1+ sinz(x) —Cos() + 3 :g
X -

Il : Fonctions monotones

1- Définition
DEFINITION
une fonction f est croissante (respectivementécroissante strictementcroissante, strictement
décroissante) sur un intervalled'intérieur non vide si :
OxOlL,Oy0Ol, x<syO f(X) < f(y)
(respectivementgy 0 f(X) = f(y) ; x <y O f(xX) < f(y) ; x <y O f(x) > f(y))
f est monotone sursi elle est croissante surou décroissante sur

2— Opérations sur les fonctions monotones

On vérifiera aisément que :

[Ola somme de fonctions croissantes (respectivementdécroissantes)est croissante
(respectivement décroissante).

O lI'inverse d'une fonction monotone de signe constant est monotone de monotonie opposeée.

[ le produit de fonctions croissantegrespectivementiécroissantepositives est croissante
(respectivement décroissante).

[ la composéale deuxfonctionsde mémemonotonieestcroissante la composéale deux
fonctions de monotonie opposée est décroissante.

3— Limite d'une fonction monotone

On dispose pour les fonctions d'un résultat analogue a celui des suites :
PROPOSITION
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Soit f monotonesur un intervalle | d'intérieur non vide. Si X, estintérieur a I, alors f admetune
limite & gauchestrictementet une limite a droite strictementde x,. Si X, estune borne (finie ou
non)del, f admetunelimite finie en X, si et seulemensi f estbornéeau voisinagede X,. C'estle
cas sif est définie etX,. Sinonf tend vers l'infini.

Démonstration
La démonstration est faite dans le ca$ est croissante.

1) Soit Xy intérieura l. Montronsquef admetunelimite a gauchede x,. (La démonstration
estanaloguea droite). Pourtout x < X, on af(x) < f(xp). Donc{f(X) | x < X} estmajoré.SoitM sa
bornesupérieureOn remarquegue M < f(Xo) carf(xy) estun majorantdesf(x), X < X, alrosque M
estle plus petit majorant.MontronsqueM estégalea la limite def a gauchede x,. On a, d'apréda
caractérisation de la borne supérieure :

(i) O x<y, f(x) <f(y)
(i) O X< Xy f(X) <M
(i) Oe>0,0x< Xy, f(X) >M—¢.

Soite > 0 quelconque. D'apres (iii), il existe< x, tel que :
M — € < f(xy).
Pour toutx élément deX;, X[, on a alors :
M—-g<f(x)<f(X)<M<M+¢g
i) (i

ce qui est la propriété voulue.
On note parfoi$(x,) la limite a gauche de etf(x;") la limite a droite.

Il résulte de ce qui précede que :
lim f(x) <f(x) < lim f(X)
X—-Xo X - Xo
X<Xo X>Xo

2) Si la borne X, estdansl, ou si f est borné au voisinagede X,, la démonstratiorest
analogue avec M = Suf() | x < Xo} (pour X, borne droite de ).

Sif n'est pas bornée, on a:
(i) O x<y, f(x) <f(y)
(i) OA, Ox< Xpf(x) > A
Soit A quelconque. D'apres (ii), il existe< X, tel que :
f(x) > A
Pour toutx élément deX;, Xo[, on a alors :
A <f(x) < f(X)
(i) (@)

ce qui montre quetend vers ¢ en X,.

IV : Continuité
1- Définition

f estcontinueenx, sila limite def lorsquex tendversx, estégalea f(X,). Un casparticulierement
simple est donné par les fonctions lipschitziennekeSt lipschitzienne de rappdstalors :
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0%, |[f(X) —f(xo)| < k|x —q|

On a alorslim f(x) =f(xo) puisque le majorath—xo| tend vers 0.

—

EXEMPLE:
La fonctionx — |x| est continue car lispchitzienne de rapport 1. Cela résulte de l'inégatitgulaire

I~ Iyf| <lx o

Si la limite se calcule a droite au sens larg&gen parle de continuité a droite. De méme a gauche.

EXEMPLE:
f(x) =0six<0
=1six>0
alorsf est continue a gauche de 0, mais pas a droite.

Si f n'estpasdéfinieenx, et si f tendvers| lorsquex tendvers x,, alorson peutposerf(xy) = I,
prolongeantinsif par continuitéenx,. Sil estun intervalle,on dit quef estcontinuesurl sif est
continueen tout point de I. Si | contientl'une de sesbornes,la continuité se fait a droite ou a
gauche. On note’Q) I'espace des fonctions continues sur I.

Il résultedesthéorémegd'opérationssur les limites que dessommes produits, inverses,quotients,
composeéesde fonctionscontinuesen un point ou sur un intervalle sontcontinuesen ce point ou sur

cetintervalle. Si f estcontinue |f| aussicommecomposéede la fonction f et de la valeurabsolue,
toutes deux continues. Setg sont continues, alors Sidipg) et Inf(f, g) aussi. Il suffit d'écrire que :

f-g
Supf, g):f—;9+%

f—
Inf(f, g :f—zg—q

2— Image d'un intervalle

PROPOSITION
Soitl un intervalle ef continue sut. Alors {1) est un intervalle.

f(l) désigne I'ensemble des images des éléments dé.| par

Démonstration
La propriété a prouver est équivalente aux suivantes :
) Dy Oof), dzOof, [y, 2 O f(1)
Ceci découle d&a caractérisationlesintervallescommepartiesconvexesie R, vue dansle chapitre
sur lesSuites dans le fichier SUITES.PDF
i) DaOl,O0b0O|, [fa), f(b)] O (1)
Ceci est obtenu a partir de i) en posantf(a) etz =f(b).
i) Jadl,ObOI f(a)<z<f(b) O OcO [a, b], z=f(c)
On a juste traduit dans ii) la phras&a], f(b)] O f(I)
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iv) DaOl,0b0OIl fl@<0<f(b)O OcO|[a, b], f(c) =0

Découle immédiatement de iii) avee 0. Inversement, iii) s'en déduit en raisonnangstif — z
v) Dadl,Ob0Ol f(a)<0<f(b)O OcO]a, b[, f(c)=0

En effet, sif(a) = 0 ouf(b) = 0, il suffit de prendre =0

Ce dernierénoncév) estconnusousle nom de théoremedesvaleursintermédiairesC'estdonc ce
dernier qu'il s'agit de démontrer :

THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES
Soitf continue sufa,b], telle que fa) < 0 < f(b). Alors il existe ¢ élément da,H tel que fc) = 0

Cethéoremen'aeude démonstratiorguefort tard. Il nécessiteen effet une conceptionclaire de la
continuité,qui n'estapparuequ'auXIX *™. En 1817, Bolzano(1781-1848)rejette les justifications
usuellesbaséessur des considérationdiées a la géométrie,au mouvement,a lI'espace,dans un
domaine qu'il considéere purement analytique. La premiére définition de la continuité, encore intuitive,
a été publiée par Cauchy en 1821.

Démonstration 1

Soit A={x[a, b] | f(X) < 0}

A contienta, doncestnonvide, et estmajorépar b. Il admetdoncunebornesupérieurec, ¢ < b.
Montrons que convient :

Sif(c) < 0, alorsf étantcontinueeststrictemeninégativedansun voisinage[c — €, ¢ + €] de
c, doncc + € appartient a A, ce qui contredit le fait qusoit la borne supérieure de A.

Sif(c) > 0, alorsf eststrictemenfpositivedansun voisinage[c — €, ¢ + €] dec. Cependantg
étantla bornesupérieurade A, il devraitexisterun élémentx de A dans[c — &, ¢ + €], donctel que
f(x) < 0, ce qui est contradictoire.

Ainsi, on a bierf(c) =0

Démonstration 2
Cette démonstration utilise le principe de dichotomie. A savoir :
Soitay, = a etby = b. Rappelons que I'on a suppd&® < 0 <f(b). On définit par récurrence :

_ 81t b
e
Sif(m,) > 0 alorsa, =a,1
o bh=my,
sinoma, = m,
bn = bn—l
Il est facile de vérifier que :
On, a, <b,
On,by—a, = b-a

2n
On, f(a,) <0 etf(b,) >0
(an) et (b,) sontdoncdeuxsuitesadjacentesjoncconvergenwversun mémeréelc. f étantcontinue,
on a, en passant a la limite :
On,fla)) <00 f(c)<0
On,f(b)=00 f(c)=0
Doncf(c) = 0.
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La démonstration précédente donne une méttedalculd'unevaleurapprochéeale c, uneerreure
étant acceptée. On suppdé&® # 0 etf(b) # 0, de signe contraire :

u«a
Vb
tantquev—u>eetf(uJ2rV)¢Ofaire

si f(U—JZfV) «f(b) >0 alors v Y sz v

: u+v
sinon u « 5
finsi
finfaire
u+v
2
Dans la pratique, il peut se poser des problemes délicats, négligés ci-dessus, pionfartaynteles

+ . , . \
u > V) # 0 n‘anumeériquemenguere

valeursnumériquessonttoujoursapprochéesJn testtel quef(

desensPourdesvaleursprochesde0, il sepeutmémequef(%’) soit positif maisquela machine

en donneune valeur approchéenégative invalidant totalementle résultat.La méthodepeut alors
donnerunevaleurde la racinefort éloignéede la racineréelle.ll n'existepasde procédépermettant
de corriger universellement ces défauts sans hypotheses supplémentéires sur

REMARQUE

O Il peut y avoir plusieurs solutions possibles a I'équdfix)n= 0.

O L'imagef(l) d'un intervalle | n'est pas nécessairement de méme nature que .
Exemple f(X) = sin). | = ]-m, 1] est ouvertf(l) = [-1, 1] est fermé.
On prouvera cependant ci-dessous que l'image d'un segment est un segment.

3— Image d'un segment
On appelle segment un intervalle fermé born®de

PROPOSITION
Soitf continue sur un segmejat,b]. Alors {[a,h]) est un segmeie,d.

On sait déjaque f([a,b]) estun intervalle. |l suffit de montrerque f admetun maximumd et un
minimumc.

Démonstration non exigible. Début de partie réservée aux MPSI
Démonstration 1
Cette démonstration utilise la propriétés des segments emboités.

Posonsa, = a ethy = b. Divisonsle segmenfay, bg] endeux]ay, 9 er IOO] et [ao Z bo, bo]. Le nombre
Sup{f(x), x O [an, bg]} estégalauplusgranddesdeuxnombresSup{f(x), x U [ao, %bo]} et Sup

{f(x), x O [%bo, bo]}. Nousappelonday, bs] celui desdeuxintervallespour lequelf possedde

méme Sup que sur l'intervalla] bg] tout entier. On a donc :
[a1, bs] O [ao, bo] (et doncag < a; < by < by)

b, —a; = bo an (longueur du segmendy] b))
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Sup {(x), x U [as, bu]} = Sup {f(x), x U [a, b]}
La construction desp, bo] a [a;, bi] peut évidemment étre itérée, conduisanhasuitedécroissante
de segmentsaj, b] telle que :
dn-1 < dn < bn < bn—l
Pr1—8na

N

Sup {(x), x U [an, ba]} = Sup {f(x), x U [a, b]}
Lessuites(a,) et (b,) formentdeuxsuitesadjacentesjui convergentdoncversunelimite commune
c. Nous allons montrer quéc) est le maximum de la fonctidrsur f, b]. En effet, soit € strictement
positif. f étant continue, il existe strictement positif tel que, pourélément déc—a,c+a[,on a:
f(c) —e <f(x) <f(c) +¢
Pourn assez grandaj, b,] est inclus dansc]-a, ¢ + af. Lesf(x) pourx décrivant &,, b,] sont donc
majorés paf(c) + €. Il en résulte que :
Sup {f(x), x O [a, b} = Sup {f(x), x U [an, bi]} <f(c) +¢€
Par ailleurs, Supf{x), x [ [a, b]} est plus grand qu#c). Donc :
Oe>0,f(c) < Sup f(x), xO[a, b]} <f(c) +¢
L'inégalité ne peutavoir lieu pour tout € positif que si Sup{f(x), x O [a, b]} = f(c) qui estbienle
maximum de la fonction.
On procede de méme pour le minimum.

Démonstration 2

Cette démonstration utilise le théoreme de Bolzano-Weierstrass.

Soitd = Sup{f(x) | x O [a, b]}, éventuellemeninfini. Il existeunesuite(x,) de[a, b] tel quef(x,)
tendversd. En appliquantle théoremede Bolzano-Weierstrasgn extrait de (x,) une sous-suite
(X)) convergeanversl. Alors (f(xym)) convergeversf(l), mais continueégalemen& converger
versd, doncd =f(l), ce qui signifie quel est un maximum atteint au polnOn opere denémepour
le minimum.

Démonstration 3
Considérond'ensembleS = {x [ [a, b] | f estbornéesur [a, X]}. Cet ensembleest non vide (il

contienta puisquef estévidemmentornésur le singleton{ a} par|f(a)|). Il estégalemenmajoré

parb. Il admetdoncunebornesupérieurec. f étantcontinueenc, il existea tel que,pourtoutt de
[c—a,c+a] n[a b], |f(t) —f(c)| < 1, et doncf estbornépar|f(c)| + 1 sur cet intervalle. Par
ailleurs,c étant la borne supérieure de S, il exisééément de S tel que-a < x < c. f estbornépar
un nombre M sur [a, X]. Le nombre Max(M, |f(c)| + 1) borne donc la fonction f sur
[a, c+a] n [a b] =[a, Min(c + a, b)]. DoncMin(c + a, b) appartienta S et estdoncinférieur ou

€gal ac qui en est un majorant. Comrme a > ¢, cela signifie que = b et quef est borné surg] b].
Fin de la partie réservée aux MPSI. Retour a la partie commune MPSI, PCSI.

4— Continuité et monotonie

On rappellequ'unefonction monotoneadmetune limite strictementa gaucheet a droite en chaque
point.
THEOREME
Soitf une fonction continue sur un intervallel y a équivalence entre :
i) f est strictement monotone dur
i) f est bijective dé sur {1).
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Dans ce cas, fest continue et strictement monotanet {I) sont de méme nature.

Démonstration

i) O i)

f estévidemmensurjectivesurf(l), i.e. tout élémentde f(I) estlimageparf d'unélémentde |. Par
ailleurs, une fonction strictement monotone est injective. En efi¢tx # y. Ona parexemplex <y.
Doncf(x) < f(y) si f eststrictementcroissantegt f(x) > f(y) si f eststrictementdécroissanteDans
tousles cas,f(x) # f(y). Ainsi, tout élémentde f(l) estlimaged'unet d'unseulélémentdel. f est
bijective.

i)y O )
Par I'absurde, $in'est pas strictement monotone, on a :
Ox <y, f(x) < f(y) (f n'est pas strictement décroissante)
Ox <y, f(x) = f(y) (f n'est pas strictement croissante).
On a en fait des inégalités strictes en raison de l'injectivité. Soit :
g(t) =f(x + t(x—x)) —f(y + t(y-y)).
Alors :
[ g est définie, continue sur [0,1]
[0 g(0) =f(x) —f(y) <0
O g(1) =f(x) -f(y) >0
Donc, d'aprés le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ élément de 10, 1§¢el gue
O f(x + c(xX—x)) =f(y + c(y-y))
0 X + c(X—X) =y + c(y-y) carf est injective.
O (x=y)(1 —c) =c(y’' —X)
Ceci estimpossiblecar le premiermembreest strictementnégatif, alors que le secondmembreest
strictement positif.

Montronsquef™ eststrictementmonotone Supposonpar exemplef strictementcroissanteSoit x
ety élément dé(l) tels quex <y. Alors :
OalOl, ObOl, x=1(a),y="f(b), f(a) <f(b)
Onadona<bcara=b0O f(a) =f(b)
doncf™(x) < f(y). La démonstration $iest strictement décroissante est analogue.

Montronsquef™ estcontinue.Supposong™ croissanteLa démonstratioren casde décroissance
est analogue.Posonsg = f* pour alléger les notations.L'image de g est égalea |, qui estun
intervalle. Par ailleurs, g étantmonotone cette fonction admetune limite a droite et & gaucheen
chaque poink,. On a:

9(x) £ 9(%) < g(X%")
Il suffit de montrerqueleslimites sontégalesa g(Xo). Faisons-lepour la limite a gaucheje casde la
limite a droite étant analogue. Si on awfi}; ) < g(Xo), alors il existerait tel que :

9(%0) <t <g(xo)
Pourx <X, <y, ona gk) < g(x) <t <g(xo) = g(y)-
Ce qui prouve quen'estlimageparg d'aucurréel. Ceciestencontradictionavecle fait quelimage
deg est un intervalle.

On raisonne d'une fagon analogue pour un pgibbrne de l'intervalle de définition de
Pourf croissante, on a :

f([a, b]) = [f(a), f(b)]
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f(la, b[) = ]f(a), f(b)I
f([a, b[) = [f(a), f(0)I
f(a, b]) = ]f@@), f(b)]

Pourf décroissante, on a :
f([a b]) = [f(b), f(a)]
f(Ja, bf) = Jf(b), f(a")][
f(Ja, b]) = [f(b), f(a")[
f([a, b]) = ]f(b"), f(a)]

La représentatiographiquede f* estle symétriquede celle de f par rapporta la droitey = x. En
effet :

(X, Y) appartient au graphe @&
- Y = f4X)
o X =1(Y)
o (Y, X) appartient au graphe de
Ainsi, on passe du graplef augraphedef™ enéchangearesrolesdesdeuxcoordonnéese qui

revient a faire une symétrie par rapport a la premiere bissectrice.Ci-dessous,le graphe de
I'exponentielle et du logarithme :

e

Annexe : fonction continue sur ~ Q et discontinue sur Q

Cette annexe a pour but de montrer que la notion de continuité en upqdiserévélercomplexe.
On pose :

f(x) :%si X :g non nul irréductibleg > 0

f(x) =1six=0
f(x) = 0 six est irrationnel.
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Alors f est continue en tout point irrationnel et discontinue ailleurs. En effet :
0 Soit X, rationnel. Alors CQ_étantdensedansR, il existe une suite a, d'irrationnels

convergeant veng. Maisf(a,) = 0 donc la limite de cette suite est difféerenté(gg etf nepeutétre
continue erxo.

[0 Soit x irrationnel. Soit € > 0. Il existe g entier positif tel que% soit inférieur a €.

Considérons les fractions de la fonﬁfet prenong l'entier tel que :

Py < p+1
q! q!
(p est la partie entiére deq!)

Tout x élément de l'intervalle | %} pg—ll[ veérifie :
ou bienx est irrationnel ef(x) = 0

ou bien x est rationnel, mais son dénominateusest supérieura g. En effet, si x = % avec

{%<% < p;—ll on a, enmultipliantparq! : p < %!— <p+1 donc%!— ne peutétreentierdonchb est

supérieur & sinon la fractloﬁa%'— pourrait se simplifier pas. Donc :

0 <f(x) <%<a.

On a trouvé un voisinage de X, tel que, pour tout x de ce voisinage, f(x) appartiennea
1f(x0) —€ , f(Xo) + € [. La continuité est donc prouveée.
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le graphe dé :
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