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| : Fonctions exponentielles

1- Exponentielles et logarithmes

[ In(x) est la primitive de}( définie sur ]0, o[ et s'annulant er= 1. Autrement dit :

In(x):%jx%dt

Sa dérivée)lz étant strictement positive, stdoncstrictementcroissantelLa dérivéede In(ax) valant

aix = % In(ax) estégalaIn(x) + Cte.La valeurde Cte estobtenueen prenantx = 1, ce qui donnela
relation célébre :

In(ax) = In(x) + In(a)
Cetterelation,transformanproduitensommea permis,depuisle XVIléme et jusqu'alintroduction
des calculatricesa bas prix vers 1980, d'accélérernotablementles possibilitésde calcul des
mathématiciensAinsi Laplace s'émerveille-t-il "des logarithmes, admirable instrument, qui, en
réduisanta quelquesheuresle travail de plusieurs mois, double si I'on peut dire la vie des
astronomeset leur épargneles erreurset les dégodtsinséparablesieslongs calculs'. En prenant

a :%, on obtient :

1
In<) =—1In
() =—In&
Etant strictementcroissante,ou bien lim In(x) = +o ou bien lim In(X) = | limite finie.
X — oo X — oo

Comme,pourn entier,In(2") = nin(2) (récurrencdacile) et que cettequantitétendvers+o quandn
tend vers ¢, la seule conclusion possible est :
lim In(X) = +o
X > +00
Et donc, en considérag—(\t:
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lim In(x) = —o

—

In réalise donc une bijection de |®efrsur ], +oo[. Sa réciproque est I'exponentielle :
t=InX) = x=¢€
Le nombree est tel que 1 = I soit%] e% dt = 1.evaut environ 2,71828...

1
Les limites relatives a In se traduisent pour I'exponentielle de la fagon suivante :

lim €=+
X—>+00

lim €&€=0
X —» —00

La regle de dérivation d'une fonction réciproque (cf le chapitre Dérivation dans le fichier
DERIVEE.PDF) conduit a :
(€) =€

On a égalemene™ = € ¢ puisgu'enprenantles logarithmesdes deux membreson obtientd'une
part :

In(€™) =x+y
et d'autre part :

In(e &) =InE) + In@) =x+y

O Pourtout a strictementpositif et b, on poseraa® = €"@. Cettedéfinition estcompatibleavecle
calcul des puissances depuisque, poun entier, on a :
gn@n = n@*n@ .-+ & qyecn exposant Ire)

= O

=axax..xa

=a"
OnaalorsIn(@) = b In(a), et égalemente’)’ = € obtenuen prenanta = € etb = y dansla formule
donnan&®. On a enfin, poua > 0 et différent de 1 :

At _ In(@t _ _In(x
X=a < Xx=¢€ s InX)=In@t = t=
00 = In@t - t=

a' estl'exponentiellede t en basea et%ﬁ% estle logarithmede x en basea. Le logarithmele plus

utilisé en dehors dimgarithmeen basee (dit népérienkstle logarithmedécimal,pourlequela = 10,
et quel'on notesouventiog:,, voire mémelog. On rencontreaussien informatiquele logarithmeen
base 2.

Siu est une fonction strictement positiveyetne fonction quelconque, on a:
u(x)v(x) — ev(x) In(u(x))

La deuxieme forme peut servir a dériver la fonction ou a en calculer les limites.

00 Un certain nombre de limites usuelles doivent étre connues :
@ lim %)—Q = 0 et plus généralementlim In(x) 0 pour toua> 0

X — oo X — oo Xa
(i) lim xIn(X) = 0 et plus généralemeim x%In(x) =0
X -0 X —
(i) lim €. +oo et plus généralementlim € _ +oo pour touta > 0
X - 400 X X - 400 X'
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(i) lim xe& =0 et plus généralementlim X% = 0 pour toua >0
X —» —00 X —» —00

Montrons(i). Soit f(x) = %)—Q f admetpour dérivéef '(x) = %@_Q qui estnégativepour x > €,
doncf est décroissante strictement positive sutfo[. Elle admet donc une limitepositive ounulle
en 4o, Cette limite est aussi celle @éﬂ avecy = X, soit :

im G |

X—>+00

0 im 2% _|
X—>+00

0 im 2xNX 1,
X - +oo X X

O 2x|x0 =l

O 1=0

Toutes les autres limites s'en déduisent. En remplagzarm, on obtient :
0= fim M- iy A gy K-
X — +oo Xa X — oo Xa x_,+oo)<a
(i) En changeant dans ()en 1k avecx tendant vers 0, on obtient :
0= lim A& _ im (9 0 _lim xin() = 0
X =

En remplacank parx®, on obtient Iimoxaln(x) =0
X =
(i) Enchangeantlans(i) x par €', on obtient lim X =00u lim g€ +o0, En élevanta la
X - +o0 € X - +oo X
. . . e . e . .
puissancen, on obtient lim = =+ O Iim -— = +o0 en divisantpar & et enfin, en
X - +oo X2 X - +oo aé
remplacantx parx, on obtient bien lim %z +o0,
X > +00
(iv) Remplacex par x dans (iii).
2— Fonctions trigonométriques hyperboliques
a) shk) et chf) :
On pose :
_€—¢e" _€+e”
Sh(X) = > Ch(X) - 2
(sinus hyperbolique) (cosinus hyperbolique)

On vérifie facilement que :
€ = sh§) + ch)
sh est impair.
ch est pair et strictement positif.
(sh et ch sont respectivement la partie paire et impaire de I'exponentielle)
sh' = ch donc sh est strictement croissante, et du signe de
ch' = sh donc ch est décroissant sur,B} et croissant sur [Oed].
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sh) Lch) D%X au voisinage deos.

(La notation L] est définie dansle chapitre Limites et Continuité qu'on trouveradansle fichier
LIMITES.PDF.f [lg au voisinage d signifie que lim g()% =1)
X = Xo

sh) Lx au voisinage de 0 (car sh'(0) = 1).
ch(x) []1 au voisinage de 0.

ch(x) — 1 Dg car on vérifiera que cR(— 1 =2 sF(%)

Il existe des formules de trigopnométries hyperboliques, en particulier :

ch?(x) — sH(x) = 1
On consulterasur ce point I'annexe,donnantune comparaisondes formules de trigonométries
circulaires et hyperboliques.

sh

sh étantcontinuestrictementmonotonede R sur R, elle admetdonc une réciproquequ’'on peut
calculer explicitement :

x=shf) =€ 5

- e -—2Xx-1=0
- é’:xi\/?ﬂ

La seule racine positive est \/? +1.0nadonc:
y =In(x +\/§2 +1)

-4-




1
\/? +1
1 .
de la fonction Ink + +1).
v K+X +1)

On vérifieraquesadérivéevaut . En calculintégral,on pourradoncutiliser commeprimitive

De méme, ch étant continue strictement monotone de[@utr [1,+eo[, elle admet une réciproque :

Y
x:cm:ey;e ety=0

- e —2x+1=0

- é’:xi\/?—l

Les deuxracinessont positives,maisla seuleracinesupérieureou égalea 1 estx + \/? -1 0Ona

donc :
y= In(x+\/§2 -1)

En fait, il peut étre parfois utile d'étendrecette fonction a l'intervalle ]—c,—1] en considérant
1

-1

calcul intégral, on pourra utiliser comme primitive\ﬁ?l:l la fonctionin |x +\0C — 1|.

In |x +4/¢ - 1|, donton verifiera en exercicequ'elle estimpaire. Sadérivéevaut . Ainsi, en

b) th(x) :
_shi) _e—-e*_e*-1 .
th(x) = ch)  &+e &+l (tangeate hyperbolique)
Ona:

th est impaire.

th'(x) :Wl(T) =1 — tlf(x) > 0 donc th est strictement croissante.

lim th(x)=1et lim thx =-1

X — +00 X —» —00

th(x) Llx au voisinage de 0 (car th'(0) = 1).



th
X
th est continue strictement monotoneRlesur ]-1,1[. Elle admet donc une réciproque :
_ _e¥-1
X= th(y) = Ezm-
- y _X+1
¢ 1-x
_1, . x+1
- yERhTs
Il estparfoisutile d'étendrecettefonctiona R —{-1,1} en considéran% In % . Sadérivéevaut
1
T2

Il : Fonctions circulaires

1- fonctions trigonométriques

J'oseespérergu'aucunlecteur n'ignore ce que sont les fonctions sinus, cosinuset tangente.ll
convient d'apprendre les formules trigonométriques situées en fin de ce cbapitre

2— Réciproque des fonctions trigonométriques

a) arcsin:

sin: [— %[ g] - [-1,1] estcontinuestrictementmonotone Elle admetdonc une réciproquenotée

arcsin. On a donc :
0 = arcsink) - 60 [- g g] etx = sin@)
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(On fera un rapprochement dans la formulation avec I'équivalence :
y=1\X = y=0etx=y)

Voici un tableau de valeurs :

X 1] A3 2| 1| O 1 [ 2] 3] 1 ] s
2 2 2 2 2 2
aresingg | m | _m | _m | _m 0 I I I I 6
2 3 4 6 6 4 3 2

arcsin est strictement croissante, impaire :

[0 arcsin(x) = — arcsin)

O O x 0O [-1,1], sin(arcsin{)) = x

0 006 0[-1v2,1v2], arcsin(sing)) =06

MAIS cette derniére relation est fauss® asppartient a un autre intervalle.

EXEMPLE: arcsin(sin(3/4)) = arcsin%?) :%

(On fera un rapprochement dans la formulation des relations précédentes avec :
OxORY, (%) =x
OyOR A =y

MAIS poury quelconque darR, /y’ =y|

0 cos(arcsinf) =4/1 e
car cos est positif sur [g %[], et dans ce cas, c@(E=/1 —sirf(6)

1

\V1-X

savoir comment dériver la réciproque d'une fonction).

La dérivéed'arcsink) est (voir le chapitreDérivation dansle fichier DERIVEE.PDFpour




arcsinus

sinus

b) arccos
cos: [0, Ml - [-1, 1] estcontinuestrictementmonotone.Elle admetdonc une réciproquenotée
arccos. On a donc :

0 = arccos{) - 6 [0, ] et x = cosP)

Voici un tableau de valeurs :

X -1 | B3] 2] _1 0 1 \2 \[3 1 cos
2 2 2 2 2 2
arccos) T 5n 3 2n it i nn It 0 0
6 4 3 2 3 4 6

arccos est strictement décroissante :
O arccos(*) = 1m— arccosf)
En effet,0 = arccos(*) - —x = cos@) et6 [ [0, T
= X =—c0sP) = cosft—0) ett=0O I [0, 1]
= TI—0 = arccosX)
O Ox0O[-1, 1], cos(arccog]) =X
006 ndJo,mn, arccos(col) =0
MAIS cette derniére relation est fauss® appartient a un autre intervalle.

EXEMPLE: arccos(cos(%)) = arccos\{g) :E

O sin(arccos()) =+/1 e
car sin est positif sur [37), et dans ce cas, sB)(=1/1 —cog()
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[ arcsink) + arccosX) :7—2T
— : T TT Oy —
En effet,0 = arcsink) - 6 [ [— > E] et sin@) = x
= _ t_
= X= cosg 0) et2 0 00,

- 7—2T—6 = arccosX)

1

\V1-X

Y

La dérivée de arccog(est

arccasinus

cosinus

C) arctan:

tan : ]—7—2T, %[[ - R est continue strictement monotone. Elthnmetdoncuneréciproquenotéearctan.
On adonc:
0 = arctanf) - 60 ]- 7—2T %[[ etx=tan@)

Voici un tableau de valeurs :

X —o —/3 -1 1 0 1 NE +00 tard

arctank)

@
old %dl—‘

_It _It _I _It
2 3 4 6

N |
w4
NI

arctan est strictement croissante, impaire :
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[ arctan(x) = — arctanx)
O 0Ox0OR, tan(arctary)) = x

0 06 0]-12,1v2[, arctan(tarf])) =6
MAIS cette derniére relation est fauss® sppartient a un autre intervalle.

Exemple arctan[tan(®&4)] = arctan(-1) =

NP

1
\/1+?

car cos est positif sur [g %[], et dans ce cas, c8(=

[0 cos(arctary)) =

1

\[1+tarf(6)

X

1+

O sin(arctan)) =

[ arctank) + arctan%) :gsgn«) ousgnk) =1 six>0

= Xk
Lesdeuxmembrestantdesfonctionsimpairesde x, il suffit dele montrerpourx > 0. Dansce cas,
ona:

0= arctan%) o %z tan@) et6 [ ]O,%[[
__1 _ _ n_ il
@x—tan@)—tang 6) et} eD]o,g[
o %[—G:arctam@

La dérivée d'arctar) estl—sz.
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arctan
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Annexe : trigonométrie

COSQ() _ éx _;e—ix
sin(x) = & ;ie_ix
anty =S

cos(X) + sirf(x) = 1
cos@+b) = cosf) cosp) — sin@) sin(b)
cos@—h) = cosh) cosp) + sin@) sin()

cos(X) = coZ(X) — sirf(x)

cog(x) = 1 +cos(%) cg S(X
sin(@+b) = sin@) cosp) + cosh) sin()
sin(@a-b) = sin@) cosp) — cosh) sin()

sin(2) = 2 sink) cosk)

sirf(x) = 1= 995(&)
tan@) + tanp)

1 —tan@) tan()
tan@) —tanp)

tan@+b) =

tan@—b) =77 tan@) tan()
tan() = 12—?;1n )

cos@) cosb) =% [cos@ + b) + cos@— b)]
sin(@) sin) = -% [cos@ + b) — cos&—b)]
sin(@) cosb) =% [sin@ + b) + sin@— by
cosp) + cosf) = 2 cosl:%q cos%q

cosp) — cosf)) =—-2 siniz%q sinp%q

sin(p) + sin@) = 2 sinF%q cosp%q

pourt = tané)

: 2t
Sln(X) = mz
_1-1?
o =15 e

__ A
tan(x) = m

chi) =& ”;e_x
she =€ 5
_sh9)
the9 = 5

FORMULES

| ch(x) — sH(x) = 1 |
ch(@+b) = ch@ ch(o) + sh@) shp)
ch(a—b) = ch@) chl) — shé) sh)
ch(2) = c(x) + sH(X)
Chz(X) _ 1+ Czh(Z()
sh@+b) = sh@) ch(o) + ch@) shp)
shiab) = sh@) ch(b) — ch@) shp)
Sh(2) = 2 shk) ch(¥)
Shz(X) _ chg2>§ -1
_ _th(@) +th(b)
th@+b) =1 @ th()
1 = _th@) —th(b)
th@-b) =T & th)

_ 2th(x

ch@) ch) =% [ch(@+ b) + ch@— b)]

sh@) shp) =% [cha+ b) — ch@—b)]

sh@) chp) =% [sh@+ b) + sha — by
ch(p) + ch@) = 2 ch%q chp%q
ch(p) - ch@) = 2 shF%q shp%q

sh() + shg) = 2 shF%q ch%q

pourt = th%)

__ 2
sh) =17

_1+¢
Ch(X) —HZ

2t
0 =Tve
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DERIVEES

cos'k) = —sink)

sin'(x) = cosk)

tan'() :El@ =1 + taf(x)

ch'x) = sh§)
sh'&) = ch)

th'(%) =W1(7) = 1 —th(¥)

PARAMETRAGES

paramétrage de I'eIIip%g + )ézz =1

x=acosf) y=bsinf)

paramétrage de I'hyperb%zg:— )ézz =1
x=acht) y=bsht)

EQUIVALENTS au voisinage de 0

sin(x) ~ X
cosk) ~ 1
tanx) ~ x

2
1 — cosK) DXE

DEVELOPPEMENTS

. n X2k+1 -
sin(x) = ;«Zo (_1)k(2k+1)! +0(¢™?)

ﬁ + 0(X2n+1)

cosk) = ;«Zo (-1Y N

shx) ~x
ch) ~ 1
th(xX) ~ X

X2
ch) — 1 DE

LIMITES au voisinage de 0

k+1
(2k+1)!
X2k

(2K)!

+ 06"

shi) = go

+0 (X2n+1)

ch(x) = go
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