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| : Présentation

1- Bref historique

Le calcul d'aireremontea la plus hauteantiquité. Archimédesait comparend'aire délimitée par une
parabole avec celle d'un triangle. Il sait également que :
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(i) Le périmeétre d'un cercle est proportionnel a son diametre.

(i) L'aire d'un disque est proportionnelle au carré de son rayon.
Or le coefficientde proportionnalitért estle méme.Commentle démontrer? Archimédecompare
l'aire d'undisqueaveccelle d'untrianglerectangledont'un descétésestle rayondu cercle,et dont

l'autrea unelongueurégaleau périmetredu cercle.ll veutmontrerquelesdeuxairessontégalesl!
utilise pour cela une méthode dite par exhaustion.

AppelonsD l'aire du disqueet T celle du triangle. Pour montrerl'égalité entre T et D, il fait un
double raisonnemenpar I'absurde,en supposantd'abord que le triangle a une aire plus petite
(T <D). Il construitalorsun polygoned'aireP tel que T < P < D eninscrivantdansle cercleun

polygonerégulierayantsuffisammentle c6téspour que sonaire soit supérieurea l'aire du triangle.
C'est possible car T < D.

Or ce polygoneest constituéde trianglesdont la sommedeslongueursde baseest inférieure au
périmétredu cercle et dont la hauteurest inférieure au rayon. L'aire P du polygone est donc
inférieure a T. Ce qui est contradictoire avec I'hypothese P > T.

Il supposeensuitequele trianglea uneaire supérieurex celle du disque(T > D). Il circonscritalors

au cercle un polygone régulier de facon a ce que son aire soit inférieure a l'aire du triangle
(T>P>D).



Or la sommedes longueursdes basesdes triangles constituantle polygone est supérieureau
périmetre du cercle, et la hauteur est égale a celle du agor.P du polygoneestdoncsupérieure
a l'aire T du triangle. Ce qui est contradictoire avec I'hypothése P < T.

La double contradiction conduit a la seule conclusion possible : D = T.

La méthodepar exhaustiorbaséesur le doubleraisonnemenpar I'absurdeserautilisé pendantpres
de 2000ans.En 1635,Cavalieri(1598-1647) afin d'accéléretes démonstrationsle la méthodepar
exhaustion,développela théorie des indivisibles. Pour prouver I'égalité de deux aires, il vérifie
I'égalité deslignes constituanties deux surfacesDonnonsun exempletrés simple qui permettrade
comprendrele fonctionnementet l'intérét de cette méthode. Considéronsun rectangleet un
parallélogramme de méme base et méme hauteur.

A B C/ /D

A chaquesegmenfAB] du rectanglecorrespondun segmenfCD] du parallélogrammeale méme
longueur.La méthodedesindivisiblesconclutalorsque,les segmentgorrespondantdtantégaux,il
en est de méme des aires des deux figures.

La démonstratiordu résultatd'Archimederelatif a I'aire du disquepar la méthodedesindivisibles
consistepar exemplea tracerun cerclede rayonR, ainsi que, pour tousles cerclesde mémecentre
derayonr, inférieura R, dessegmentgparallelesentreeux, tangentsa chaquecercleet de longueur
la circonférencale chaquecercle.A chaquecercledu disquecorrespondin segmentDe mémeque
les cerclesvont remplir le disque de rayon R, de méme, les segmentsvont remplir le triangle
annonceé




La théorie des indivisibles énonce alors que l'aire T du triangle sera égale a l'aire D du disque.

Cetteméthode bien artisanalecomparéeaux méthodesnodernest assezmpirique,estcependant
extrémemenefficace.On peuts'enfaire uneidéeenlisantLe traité dela Roulettede Pascal1623-
1662),danslequelPascalkalculeles centresde gravité de courbesde surfacesde volumes,choses
gue nous ne pourrionsplus faire actuellementsanscalcul intégral. Pascalfait un pasde plus que
Cavalieri en disant qu'une surface est la somme de ses lignes :
"Je ne ferai aucunedifficulté d'userde cetteexpressionja sommedesordonnéesqui
semble n'étre pas géomeétrique a cqukn'entendenpasla doctrinedesindivisibles,et
qui s'imaginentque c'est péchercontre la géométrieque d'exprimerun plan par un
nombreindéfini de lignes; ce qui vient que de leur manqued'intelligence,puisqu’'on
entendautre chosepar la sinonla sommed'un nombreindéfini de rectanglesfaits de
chaqueordonnéeavecchacunedespetitesportions égalesdu diametre,dontla somme
estcertainementn plan, qui ne différe de I'espacedu demi—cercleque d'une quantité
moindre qu'aucune donnée."
Les méthodegprécédenteprésententependante gravedéfautde ne pouvoir donnerunevaleura
uneaire, maisseulementle comparerdeuxairesentreelles.Ainsi, il faut connaitrea priori la valeur
d'une aire avant de prouver que cette aire possede effectivement la valeur désirée.

Les travaux de Pascal ont grandement influedéniz (1646-1716)jnventeuravecNewton(1642-
1727) du calcul différentiel et intégral. Le calcul d'aire est directementlié au calcul intégral, et
Leibniz et Newton résolventcette questiond'une fagon magistralequi va révolutionnerle calcul
mathématique ils découvrenen effet quele calculd'uneaire estun problemeinversede celui de la
recherchede la tangentea une courbe. Autrementdit, l'intégration est I'opérationinverse de la
dérivation. Pour calculer l'intégrale d'une fonction f (et donc l'aire comprise entre sa courbe
représentative et I'axe des abscisses), il suffit de chercher une primitive de

Le calcul intégral de Newton et Leibniz connaitraun épanouissemertonsidérableau XVllieme,

maisse heurtea desdifficultés. Il estlimité aux fonctionsadmettantdesprimitives, par exempleles
fonctionscontinues.Se posealors le problemethéoriquede prouver que toute fonction continue
admetune primitive. En outre, a partir du débutdu XIXeme, les travauxde Fourier (1768-1830)
nécessitentin calculintégralde plus en plus pousséallantau deladesseulesfonctionscontinueset
de la simplerecherchele primitive. Commentcalculerou définir l'intégraled'unefonction qui n'est
pas continue ?

Cauchy (1789-1857)résout ce dernier point en définissantlintégrale d'une fonction f continue
indépendammentie I'existenced'une primitive, puis en prouvantque l'intégrale ainsi obtenueest
effectivemenuneprimitive def. Pourdéfinir sonintégrale,Cauchydivise[a, b] enn intervalleset il

n
considerela somme ) I f(t) ou I estla longueurd'un petit intervalle et t, une extrémité de
k=1

lintervalle. Puis il fait tendre n vers +c. Cette démarchea été critiquée par la suite car les
démonstrationsitiliséespar Cauchyprésententjuelquesdéfauts. En outre, l'intégralede Cauchyne
s'applique qu'aux fonctions continues.

Il revient a Riemann(1826-1866)d'introduire en 1854 la premiere notion généraled'intégrale,
reconnueencorevalide de nosjours, enaméliorantia démarchede Cauchy.L'intégralede Riemann
est suffisamment puissante pour définir une intégrale pour toutes les fonctions suivantes :

* Les fonctions continues
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* Les fonctions monotones
» La fonction sin&)

HOsixUQ

» La fonction de K. J. Thomae (1875} - IZ% i X:g inéductible.q > 0

Elle n‘estcependanpas completecar elle ne permetpas d'attribuerune valeur a l'intégrale de la
fonction de Dirichlet (1829) :

O0six0Q_
X - U

nlsixd0Q.
C'est d'autant plus étonnant que cette fonction ne semble guere différente de la fonction de Thomae.

L'intégrale de Riemannpose égalementdes problémesdélicats lorsqu'il s'agit de savoir si, étant
donnéune suite de fonctions (f,) intégrablesconvergeantersf (dansun sensa préciser),f est
intégrable (ce qui peut étre faux) et si l'intégralefglesnverge vers l'intégrale de

Cesdéfautsont conduitLebesgug1875-1941) introduireen 1901 unenouvellenotion d'intégrale,
plus générale que celle de Riemann, et telle que :
» Toute fonction Riemann-intégrable est Lebesgue-intégrable, avec la méme valeur d'intégrale.
» La fonction de Dirichlet est Lebesgue—intégrable
» Un exemplede fonction positive bornéenon Lebesgue-intégrable'existequ'aconditiond'utiliser
un axiome (dit axiome du choix), et un tel exemple ne peut pas étre défini explicitement.
» L'intégralede Lebesgueest particulierementadaptéeau problemede convergencale suitesde
fonctions.

Malheureusement,intégrale de Lebesgueest jugée trop difficile a introduire en premier cycle
d'enseignemensupérieur.Dans les années1950 a 1960, Kurzweil et Henstockont proposéun
troisiemetype d'intégrale,la KH-intégrale, aussipuissanteque l'intégrale de Lebesgue mais dont
I'introduction pourrait étre faite desle premier cycle universitaire.Cette questionfait cependant
débat. Quelques précisions sont données sur ces diverses intégrales dans I'annexe II.

La KH-intégrale est encore peu répandueaujourd’hui, car le XXéme siecle a bati un édifice
considérablede résultatsa partir de l'intégrale de Lebesgue On voit cependante multiplier ces
dernieres années les articles etilges surla KH-intégraleet il n'estpaspossiblede dire aujourd'hui
guellethéoriede l'intégrationseraenseignéelans30 ou 50 ans.En ce qui nousconcernenousnous
proposonde présentetintégralede Riemann limitée aux fonctionscontinuespar morceaux.Cela
suffit pour une initiation, méme si des difficultés peuvent concrétementétre rencontrées.Par
exempleunesuiteconvergentdf,) de fonctionscontinuespar morceauxpeutavoir unelimite f qui
n'‘estpascontinuepar morceauxLe lecteurauracomprisque ce choix estmotivé par un soucide
simplicité aux dépens de la généralité.

2— Fonctions en escalier

DEFINITION

Une fonction f définie syr,b] est en escalier s'il existe une subdivision finie
A=X%<X1<..<X%1<X=Db

de[a, b telle que f soit constante sur chaque intervhllex.4[.
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a a & an

La valeurde f aux pointsa importe peu. Les fonctionsen escalierformentun espacevectoriel sur
R, stablepar produit. Seulela stabilité par la sommeou le produit n'estpasévidente.ll suffit de

remarqueque,si I'on disposede deuxfonctionsen escalierf et g, on peutprendreune subdivision
plusfine quecelle def et de g, et compatiblea la fois avecf et g, en prenantla réuniondesdeux
subdivisions dé¢ etg.

Il estfacile de définir l'intégralede fonctionsen escalier.Soit f enescaliersur[a, b], associé& une
subdivisiona =Xy < X; < ... <X,_1 < X, = b. Notonsf; la valeur dd sur l'intervalle %, x.1[. On pose

b n-1
%3 () ok = 3 (e =)

On note aussil'intégralesousla forme%] f, ou | désignelintervalle [a, b]. On s'assurergue cette

|
guantiténe dépendpasde la subdivisionchoisie,pourvuequ'ellesoit compatibleavecf. Pourcela,il
suffit de voir qu'on peutajouterun point a la subdivisionsanschangeta valeurde l'intégrale,puis
gu'onpeutajouterplusieurspoints; enfin, pour compareies valeursdonnéegpar deux subdivisions
différentes, il suffit de passer par la subdivision obtenue en réunissant les deux subdivisions.

De méme, il est triviatle vérifier les propriétésusuellesde l'intégrale, puisquecelle-cin'estici qu'une
somme finie :

0 linéarité :FI] (f+q) = %]f +%] getFI] )\f:)\%]f
| | | | |

0f>00 %]fZOethgD %]fs%]g
| |

b c b
0 relation de Chaslesﬁg- f(t) dt = FI] f(t) dt + FI] f(t) dt poura<c<b.

a a

Le but est maintenant d'approximer les fonctions continues par des fonctions en escalier.

3— Approximation des fonctions continues

Début de partie réservée aux MPSI
La définition de la continuité sua,[b] est :

Ox Oe>0,0a> 0,Dy,|y—x| <a0 |f(x)—f(y)| <g

Danscettedéfinition, a dépendde x et de €. Nousavonsbesoind'uneconditionplus forte ou a ne
dépend pas de

Oe>0,0a>0,0x, Dy,|y—x| <a0 |f(x)—f(y)| <g
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Une fonctionf vérifiant cette propriété est dite uniformément continue.

EXEMPLE:
0 f(x) = x* est continue mais pas uniformément continueRsuEn effet :

¥ -y <e = [x-y|[x+y <e
or si cetteinégalitéétait vérifiée pour tout x et y tels que|x—y| < o pourun certaina, elle serait
vraie pourtout x ety tels que|x—y| = % etl'on auraitalors|x + y| < % borné.Or |x + y| n'‘estpas

borné.

O f(x) :\/;< est uniformément continue sur [&ft En effet :

_x=v_[x-of
|\/;(_\/§/| _\/;(4_\/9— 2

Pour toute > 0, il suffit de prendret = 2

[0 Plus généralementsi f est k-lipschitzienne(par exempledérivable,de dérivéebornéepar k en
utilisantl'inégalitédesaccroissementfnis), alorsf estuniformémentontinue.ll suffit de prendrea

=£ Onaainsiles implications suivantes :

k
f dérivable a dérivée bornée
0 f lipschitzienne
O f uniformément continue
O f continue

L"exemple X* prouve qu'une fonction continue sur R n'est pas uniformémentcontinue. On a
cependant le résultat suivant.

THEOREME : (Heine 1821-1881)
Soit f continue sur un segmeéat bj. Alors f est uniformément continue.

Démonstration
Sif n'est pas uniformément continue, alors :

Oe>0,0a > 0,0x Oy, [x—y| <a et|f(x) —f(y)| =&
Prenonsa = % et appelonsx, et y, les élémentsx et y correspondantsD'aprésle théoremede

Bolzano-Weierstrassl, existeune sous—suiteXs)) qui convergevers une limite c. La sous-suite
(Yom) COnverge neécessairement vers la méme Iim'm:isquéxq)(n) —yq,(n)| tendvers0. Onendéduit
que (f(Xom)) et (f(yom)) convergenwersf(c) par continuitéde f, et doncque|f(x¢(n))—f(y¢(n))| tend
vers 0, ce qui est contradictoire avec le fait que cette quantité reste supéieure a

Fin de la partie réservée aux MPSI. Retour a la partie commune MPSI, PCSI, PTSI.

Voici maintenant le théoreme d'approximation d'une fonction continue par les fonctions en escalier
PROPOSITION :



Soitf unefonctioncontinuesur [a,b]. Alors, pour tout € positif, il existedeuxfonctionsen escalier
® etW telle que :
OxOfa, g, X)) <f(x)<P(Xx) et ¥-d<e

Démonstration

(cette proposition sera admise par les PCSI et PTSI

f estcontinuesurun segmentdonc,d'apréde théoremede Heine,uniformémentcontinue.ll existe
o tel que :

Ox Oy, |x—y| <o O |f(x) —fy)| <e
Choisissons entiertel queb;a

< a. On peutalorsdiviser l'intervalle [a, b] enn intervallesde la

formely =] a + k(bn_ a), a+ (k+ 13](b—a) [ de longueurinférieurea a, et sur chacunde ces

intervalles |, on a:
OxOl, Oy Ol |[fx) —f(y)| <e

Définissongd etW sur chaque intervallg par :
OxOly, @(X) =min {f(X) | x O I} et W(X) = max {f(x), x O I}

Aux pointsa+5(bn;al, on peut prendre et égale 4.

Début de partie réservée aux MPSI
Une fonction est continue parorceauxsur[a, b] s'il existeunesubdivisiona=X <x; <...<X,=b
telle que, pour tout:

f est continue suxj X[

f admet une limite a droite strictement des

f admet une limite & gauche strictementxles
Pourtout i, f peutétre prolongéepar continuitésur [x, X.1]. Le théoremed'approximationd'une
fonction continuepar desfonctionsen escaliers'appliquea fortiori pour les fonctionscontinuespar
morceaux. |l suffit en effet d'appliquer le théoreme sur chaque intervdllesb@ontinue.
Fin de partie réservée aux MPSI

4— Définition de l'intégrale

Voici commenton définit I'intégraled'unefonction continuepar morceaux(Danstoute la suite du
chapitre, les PCSI/PTSIne considererontque le cas des fonctions continue$. Considérondes
encadrementd < f < W, avec®d et W en escalier.Cet encadremenprouveque les intégralesdes
fonctions® sontmajoréegarlintégralede n'importequelleW, et quelesintégralesdesfonctionsW¥
sont minorées patr) I'intégrale de n'importe quell®©n peut donc définir :

S= Sup# ®(t) dt | @ en escalier eb <f}

b
| = Inf {%] Y(t) dt | W en escalier dt< W }

b b

OnaS<| puisqued <f<W¥ [ %] d(t) dt < %] Y(t) dt. Mais, pourtoute > 0, il existe® etV en

escaliertellesqud <f<sWetW-d < EB de sorte qt)Je :
O<I —Ss%] Y(t) dt—%] d(t) dt<e(b—a)

a a
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Cetterelationétantvraie pourtout € > 0, on a nécessairememt= S. Cettevaleurcommuneestpar
définition l'intégralede f sur[a, b]. En particulier,si ® et W sonten escalieret vérifient ® < f < W,

b b b b
on a %] d(t) dt < %] f(t) dt < %] W(t) dt.%] f(t) dt s'interpretealors comme l'aire de la courbe

comprise entre |'axe des abscisses et le graphe de
Il : Propriétés de l'intégrale

1- Linéarité
PROPOSITION :

L'ensemblalesfonctionscontinuespar morceauxsur [a, b] formeun espacevectoriel.L'intégrale
est une forme linéaire

Démonstration
i) Soitf continue par morceaux. Alor§ est continue par morceaux.
Silona® <f<Walors ¥ < +f<-®.0Onadonc:

b b b
F}j ~W(t) dt < FI] ~(t) dt < F}J —0(t) dt
a a a b

b
0 —F}j LIJ(t)dtS%jb—f(t)dtS—%] d(t) dt

a a
Prenonda bornesup du membrede gaucheet la borneinf du membrede droite sur I'ensembleades
fonctions en escaligp etW. On obtient :

b b
Sup —F}j W(t) ot < F}j b—f(t) dt < Inf —F}j d(t) dt

a a

b b
—f(t) dt < —Su;# d(t) dt

a

b
0 —Inf%] LIJ(t)dtS%]
b 2 b a b
0 —F}j (t) dtS%j —f(t) dts—F}j f(t) dt d'ou I'égalité

a a

ii) Considéronde produitde f parun réel A. Comptetenudu i), on peutsupposeir > 0. Ona:
P<fsWPY = AP <Af< AW, de sorte que :

b b b
F}j AD() dtS%] AF(D) dtS%] AW(D) dt

a a a

b b b
0 AF}j cp(t)dtsF}j )\f(t)dts)\%] Ww(t) dt

Prenonda bornesupdu membrede gaucheet la borneinf du membrede droite sur I'ensembleades
fonctions en escaligp etW. On obtient :

b b b
A F}j f(t) dt < F}j (D) dt< A F}j f(t) dt d'ou I'égalité

a a a

iif) Considérons la somme de deux fonctibretg. Sion a :
b<fsy
P'<gsV¥
Alors® +d'<f+g< W + W', de sorte que :
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b b
%] (P +D)(t) dt < %j lD(f +Q)(t) dt < %] (W +W)(t) dt

a

On sépardesintégralesdesfonctionsen escalieren sommede deuxintégraleset on prendla borne
supérieure du membre de gauche et la borne inférieure du membre de droite. On obtient :

b b b b b
%] f(t)dt+%] g(t)dtS%] (f+g)(t)dt£%] f(t)dt+%] g(t) dt

a a a

d'ou I'égalite.

2— Majorations et encadrements

PROPQOSITION :

Soient f et g continues par morceaux [gyb]. Alors :
b

)f>00 %] f(t) dt=0

a

i) f>g0 %jbf(t)dtz%jbg(t)dt

a

b
< %] |£(t)| ot

a a

b
i) |f| est continue par morceau{ %t f(t) dt

iv)

b
%1 (fg)(t) ot

a

b
< Sup|f| %] |g(t)| dt (inégalité de la moyenne)

a

b
v) f =0, f continue eﬁE f)dt=00 f=0

a

Démonstration

i) Evident car 0 est une fonction en escalier mindrant
L'intégrale est dite positive.

i) Appliquer i) surf — g

iii) On a {f| < f <|f|

et on applique ii)

iv) Il suffit de majorelffg| par (Sudf|) x |g| En particulier, en prenagt=1, on a :

b
%] f(t) dt

a

< (b—a) Sup|f|

v) Sif £ 0, il existex, tel quef(xy) > 0, et par continuité, un intervallele longueurl contenant, tel
gue,pourtout x de ce voisinage f(x) > f—(x—ol. On peutalorsminorerf par la fonction en escalierd

2
valantf—()z(—02 surl et 0 allleurs. L'intégralede f estminoréepar l'intégralede ¢ qui vautﬂ;(—02 >0

contrairement I'nypothése On noteraque I'énoncédevientfaux si on supprimel’hypothésede la
continuité dd. 1l suffit en effet de prendreenescaliemon nulle enun nombrefini de pointset nulle
ailleurs pour avoir un contre-exemple.
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3— Relation de Chasles

PROPOSITION :
Soit f continue par morceawsr [a,b], etsoitc élémentde]a,l. Alorsf estcontinuepar morceaux
sur[a,d et[c,b] et :

%] bf(t) ot = %] Cf(t) ot + %] bf(t) ot

a a

Il suffit deremarquequel’intégraledef estla valeurcommunede la bornesupérieuredesintégrales
de ® enescalieninférieuresaf, et dela borneinférieuredesintégralesde W enescaliersupérieures
f. On applique la relation de Chasles sur chacune de ces intégrales. On obtient donc :

c b c
%] CD(t)dt:%] CD(t)dt+%] CD(t)dtS%] f(t)dt+%jbf(t)dt

a a

donc, en prenant la borne supérieure, on obtient :

%] bf(t) dt < %] Cf(t) ot + %] bf(t) ot

a a

On obtient l'autre inégalité en raisonnant sur les fonctns

Pourb <a, on pose :

%] bf(t) dt = —%] af(t) ot

a b
Ce qui permetde rendrevalide la relationde Chaslegpour toutesles dispositionsrelativesdestrois
nombresa, b etc.
PROPOSITION :

4— Sommes de Riemann

n-1

On appellesommede Riemannunesommedela forme > f(c;)(x+1—X) ou (x) forme unesubdivision
1=0

de[a, b], et ou ¢ estélémentde [x, X+1]. Nous nouslimiterons au casou l'intervalle [a, b] a été
divisé enn parties égales, et aest la borne initiale de chaque intervalia obtientalorsla somme

_b-att b—a
R=2Z2S fla+kod)

R, s'interprete comme l'aire des rectangles de longueur dg—ﬁe?set de hauteui(a + kb%i).
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PROPOSITION :
Soitf unefonctioncontinuepar morceauxsur[a,b], R, la sommede Riemanncorrespondant une
subdivision d¢a,b] enn intervallesde mémedongueur.Alors la suite(R,) convergeverslintégrale

de f lorsque n tend verset

Démonstration 1

Début de partie réservée aux MPSI

Pour simplifier un peula démonstrationnousla donneronsdansle casou f estcontinue.f étant

continue surd, b] est uniformément continue. Donc :
Oe>0,00>0,0x 0y, |x-y| <aD |[fx) -f(y)| <e

b-a

N
en utilisant la relation de Chasles et en natast a + kb%l :

Soit e > 0 arbitraire.ChoisissondN tel que soitinférieura a. Pourtout n supérieura N, on a,

b
#fmm—&

a

n1 [ %+l
= ;) J& f(t) —f(xq dt

Xk

n-1 Xier1
< ZO & f(t) —f(xq dt

Xk

n-1 [ X+l
<3 JE [f(t) — f(x)
b— kb —a

naS SO On a donéf(t) —f(xJ)| < &

Or|t—xk|S|xk+1—xk| =

O <g(b-—a)

b
#fmm—&

a

On a montré que :
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b
Oe>0,0N,0n=N, %] f(t) dt —Ry| <e(b—-a)

ce qui correspond a la définition de la convergence gevéRs l'intégrale dé
Fin de la partie réservée aux MPSI. Retour a la partie commune MPSI, PCSI, PTSI.

Démonstratior? : limitée au casd'unefonction C'. La fonction f ayantsa dérivéecontinuesur le
segmenta, b], cettedérivéeest bornéede sorte que, au moyende l'inégalité des accroissements

finis, on peut supposeuela fonctionf estlipschitziennederapportM = Sup |f '(x)|. Onaalors,
a,

en notant, = a + kb%l:

n1 [ %+l
= ;) J& f(t) —f(xq dt

Xk

b
F}j f(t) dt — R,

n-1 Xier1
<y & f(t) —f(x) dt
1=0 "
n-1 [ X+l
< zo J& |£(t) — (x| ot
Xk

- Xe+1
<y L M(t —x) it

Xk

Orli: J& Mt -x) :Z: m e 2XJ" - M(D =)

Xk

b 2
O %] f(t) dt — Ry < M%)— qui tend évidemment vers 0.
a
APPLICATION:
Ce théoremepermetde calculercertainedimites de suites.l PR .t 1 estla sommede
n n+l 2n-1
n-1
Riemann= 3 K correspondard la fonction%, X variantentrel et 2. Salimite estdoncégalea
k=0 + —
1 n
2
FI] L =In2.
X
1
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5— Valeur moyenne d'une fonction
b

Il s'agit de la quantitt%f—a %] f(t) dt. Onremarqueraju'elleestla limite de la sommede Riemann

a

n-1
" > fla+k b%i) qui estun bon candidatpour estimerunevaleurmoyennede f, d'autantmeilleur
k=0

guen est grand, d'ou l'intérét de prendre la limite lorsgtend vers l'infini.
On peut citer les exemples suivants :
EXEMPLEL : Considérongestempératureprisesau coursd'unepartiede la journée.On découpe

n S
cettepartieenn intervalleségaux.La températuremoyenneest% > T(h) , ou he estle K™ instant
k=1

de mesure. Plusest grand et plus f@nctionT estprécise A la limite, on peutmodéliserT parune
1

fonction continue.SavaIeurmoyenneest%j T(t) dt qui n'estautreque la limite de la sommede
0

n
Riemann% > T(E) lorsquen tend vers o,
k=1

EXEMPLE?2 : le marégraphale Marseille est chargéde mesurerla hauteurde la mer. La mer
communique avec un puits pour amortirvaguesDansce puits setrouveun flotteur. On mesurea
guellehauteursetrouve ce flotteur par rapporta un repérefixe. Un fil relié au flotteur possedeaun
curseurqui permetde déterminercettehauteur.Mais un mécanismeastucieuxen marchedepuisun
siecle, permet en outre de calculer la hauteur moyenne de la mer. En voici la description simplifiée

\— fil

roue \ | flotteur (-
\ axe du
tambour tambour

cylindrique mer
tournant

avitesse
constarte
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Une petiteroue,reliéeparunfil tenduauflotteur, roule parfrottementcontreun cylindretournanta
vitesseconstante Soit x la distancede la roue a I'axe du cylindre. x corresponda la hauteurdu
flotteur. Plusle flotteur esthaut,plusla roueestloin de l'axe du tambouret plus x estgrand.Plusle
flotteur estbas,plusla roueestprochede I'axe du tambouret plus x estpetit. La hauteurdu flotteur
ainsiqusx dépenddu tempst. La hauteurmoyennesur un intervalle de temps[a,b] estcalculépar
ﬁ %] X(t) dt. Or la vitessede rotationde la roueestproportionnellea x. Plusx estgrand,plusla
roue tournevite. Si le tambourtournea la vitesseconstanteQ et si le rayonde la roue estR, sa
Qx

R
wet est donc proportionnelle a une primitivexd€e nombrede toursdivisé parle tempsde mesure
indique donc aineconstantamultiplicative pres,la valeurmoyennade x et doncla hauteurmoyenne
de la mer.

vitessederotationw estw = Le nombrede toursdonttournela petiteroue estuneprimitive de

Depuisquelguesannéesce systemeest coupléavecun systemeélectroniquemesuranta intervalle
régulier, la hauteurde la mer. Ce systémeadditionneles donnéesrecueilliespour en calculer la
moyenne gt calculedoncune sommede Riemann.ll permetdoncégalementle calculerunevaleur
moyenne de la hauteur d'eau.

EXEMPLES3 : La puissancalissipéepar effet Jouleen courantalternatifestRI%, avecl = lgsin().
La puissance moyenne peut se mesurer sur une période et vaut :

21w
%] RloZsin(ct) dt x %T

0

Le calcul donn% Rlo2.

Dans un dip6le soumis a une tension Ugsitfut + ¢), la puissance moyenne vaut :
21w
%] loUgsin(@t)sin(t+6) dt x -2
o 21

qui donne% loUocosh.
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Il : Intégrale fonction de la borne supérieure

1- Définition
Soit f continuepar morceauxsur [a, b]. f estdonc continuepar morceauxsur [a, X], pour tout x
élément ded, b]. On pose :

X

FX) = %] f(t) dt
a
Cette fonction s'appelle intégrale fonction de la borne supérieure.

2— Continuité

PROPOSITION :
L'intégrale fonction de la borne supérieure est une fonction continue.

Démonstration
Nous allons utiliser la relation de Chasles.

x+h
%] f(t) dt

g |F(x+h) — F()| < M |h| oti M est un majorant .
F est lipschitzienne de rapport M, donc est continue.

x+h X
|F(x+h) — F)| = < %] |f(t)| dtsih >0 Ou%] |f(t)] dtsih< 0

x+h

3— Dérivation
PROPOSITION :

Soitf unefonctioncontinuepar morceauxsur [a, b], F l'intégrale fonctionde la borne supérieure
correspondante. Si f est continue en un point x, alors F est dérivable en x, de dérivée f(x).

Démonstration
Soitx un point de continuité de

Flet) =) 9= 2 b ity - 109

1" _
h%jx f(t) —f(x) dt Stm[iux& h]|f(t) f(x)|

Soite > 0. Il existea > 0 tel que,pourtouty élémentde |x—a, x+a[, on ait|f(y) —f(x)| <e&. Pourh

appartenana cetintervalle,on en déduitquetD[Sup ! |f(t) —f(x)| estlui mémeinférieurou égala
X, X+

h
€. On a donc montréque, pour tout € > 0, il existea positif tel que, pour tout h appartenant
]x—=a, x+ af, la différenceentrele taux d'accroissemerte F, entrex et x + h, et la valeurf(x) est
inférieurea €. Celaestla définition mémede la convergencelu taux d'accroissemerde F versf(x).
Ce taux admettant une limite, F est dérivable, de défjxee

Sif n'est pas continue e, rien ne permet de dire que F y est dérivable.

EXEMPLE:
Sour][0,2], soitf(x) = 1 sur]0,1] et f(x) = 0 sur]1,2]. OnaalorsF(x) = x sur[0,1] et F(X) = 1 sur
[1,2]. F est bien continue, mais n'est pas dérivable=ef.

COROLLAIRE :
Toute fonction continue sur un intervalle admet une primitive sur cet intervalle.
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F(X) = %] f(t) dt est la primitive dé qui s'annule ea.

Si G estuneautreprimitive, alorsG' — F' = 0, donc G — F estconstantegt G = F + Cte. Cette
constante vaut @j. Ainsi :

b
%] f(t) dt = G{) — G@) pour une primitive quelconque

4— Intégration par parties

On appellefonction de classeC' une fonction continue dérivable dont la dérivée est elle-méme
continue.

PROPOSITION :

Soient u et v deux fonctitgns de claGSsur[a, b. Alors :

%] u'(t)v(t) dt = u(b)v(b) —u(a)v(a) —%] bu(t)\/(t) dt

a

Démonstration
On consideére les deux fonctions suivantes :

F:x - %jxu'(t)v(t) dt

a

et G X > u(Xv(x) —u(awv(a) — %] Xu(t)\/(t) dt
Ona:F@=G@ =0etF% =G'K a: u'(X)v(x) donc F = G.

5— Changement de variable

PROPOSITION :
Soit® de class&€* de[a, B] dans[a, b et f continue sufa, b. Alors:

D(B) B
ﬁE f(u) du :ﬁE f(@() P'(t) ot

®(a) a

Démonstration
On considere les deux fonctions suivantes, définiesis]][:

P(x)
F:x - ﬁ[] f(u) du
®(a)

Gix - %]Xf(cb(t)) '(t)

OnaF(@) = G(@) =0 et FXx = G'(X) = f(P(X)D'(X) (cette dernieredérivée étant calculéepar
y

dérivation de la fonction composge- y = ®(X) — #] f(u) du). Donc F = G.
®(a)

Si ® est bijective ded, [3] sur [a, b], on peut écrire :

b o)
%] f(t) ot = & f(P(t)) D'(t) ot

a o La)

EXEMPLEL:
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w2

%] \J1- u? du = %] cog(t) dt en posanti = sing)

0

I suffit alors de linéariser cé@) pour trouvenJA;f[.

EXEMPLEZ2 :
1 b
%] A1+ 0% du= %] ch’(t) dt enposantu = sht), ol b esttel quel = sh@). La résolutionde
0

0

b —b
I'équation 1 = sh) = € ;e conduit ab = In(1 +\/§). Par ailleurs :
_(e+e)’ _e+2+e? _1+ch(?)
chi(t) == 4 2

Donc l'intégrale vautb:
1g,1 _b, sh(z)
2@+23h(2)§‘2+ 4

or shngb) _e ge_z _(e+ e_t)8(et —e) _ Ch(b)ZShCD) _\1+sl iz(b) Sh0) o ytilisant laelationct? =

1+ sH. DoncShAf2b :% et finalement, l'intégrale va!;n{(l +\/2§) +\/§.

Le changement de variable= tan@) est égalemerdossible maisil setrouvequelintégraleestplus
difficile a intégrer. Elle sera revue dans le paragraphe IV.

6— Fonctions a valeurs complexes

Pour le calcul de primitive , il nous faut introduire les notions suivantes
[ Intégraled'unefonction d'unevariableréelle a valeurscomplexesh =f +ig, ou f et g sontles
parties réelles et imaginaireslale

b b b
%] ht) dt :%] f(t)dt+i%j g(t) ct

a a

Ainsi : %] bRe(n)(t) d = Re%] bh(t) ot et%] blm(h)(t) dt = Im %] bh(t) ot

a a a a

[0 Dérivéed'unefonction d'unevariableréelle a valeurscomplexesh =f +ig, ou f et g sontles
parties réelles et imaginairestleh’ =f ' +ig'

On vérifie queles reglesusuellesde dérivationet d'intégrations'étendentiu cascomplexe.ll suffit
pour cela de séparer partie réelle et partie imaginaire. Seule l'inégalité

b b
%] f(t) dt| < %] |£(t)| ot

a a

b b
f(t) dt, de sorte que e‘ie%j f(t) dt soit réel, égal &

a

n'est pas évidente. Soit 6 I'argumentde %]

b
%] f(t) dt

a

a

. Posons B = %] Xf(t) dt et GK) = Re€™® F(x)) de sorte que :

a

-18-



G(b) = Re€™ F(b)) = Reg™® F}j bf(t) dt) = e_ie%] bf(t) dt =

a a

b
F}j (t) dt‘

a
G est une fonction a valeurs réelles. On a également :

G(b) = Re€™ F(b)) = Reg™® F}j f(t) dt) = F}j Re@ (1)) dt

a a

b b b
0  Gh)s< F}j |Re@™f(t)| dt < F}j |e%(t)| ot = F}j |(t)| ot ool le résultat annoncé.

a a a

IV : Calcul de primitives
1- Tableau de primitives

On dispose des primitives suivantes. Pour le vérifier, il sidfdériverlesfonctionsde la colonnede
droite
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%] f(t) dt a une constante pres

r+1

X pourr # 1 X
r+1
% In| x|
In| x| xin| x| —x
1 arctarx
1+
1 1
PR a arctang)
1 arcsing)

a>0 1 arcsing)

L In|x+\/§2+h|

1 1, |x-1
¥-1 2%+ 1
1 1 X—a
?_ az z—a In X+ al
1 tan(x)
cog(X)
1 1
Sin’(X) " tan)
tarx — In|cos)|
1
. X
sinkX) In| tan >
1
COSQ() In tan% + E)
4

2— Fractions rationnelles

Les fractionsrationnellesde polynémesjouent un role essentieldansle sensou elles font partie
d'unecatégoriede fonctionsdont on peut calculerdesprimitives. Il faut savoir en effet que toute
fonction élémentairgobtenuea partir de sommesproduits, quotients,logarithmes,exponentielles,
extractionsde racines)n'admetpasforcémentune primitive sousforme de fonction élémentaireOn

peut prouver par exempleque, si f et u sont des fractions rationnelleset Si%] f(t)e"® dt estune

fonction élémentaire,elle est nécessairemenelle-mémede la forme g(t)e'” avec g fraction
rationnelle.De plus, si f et u sontdespolynémes,l en estde mémede g. Il estdoncillusoire de

chercheruneprimitive parexemplede%j expt?) dt sousforme de fonctionélémentaire saprimitive

devrait étre de la formg(t) expt®), avecg polyndme, dong'(t) + 2tg(t) = 1 ce qui est impossib{e
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membre de droite est de degré nul alors que le membre de gauche serait geickegnénipositif).

On montre qu'il en est de mémea!gieg dx. Lesprimitivesde cesdeuxfonctionsresterontdoncsous

forme d'intégrales.

Une fraction rationnelle est le quotient de deux polyndé%)g On factorise B sur le corfi®, eton

décompos% sous la forme d'une somme de termes de la forme suivante (décomEwsiiéments

simples) :
» un polynédme Equi n'estautrequele quotientdansla division euclidiennede A parB. E s'appelle

partie entiére d%

* des termefxi‘—a)g, l1<k<nsi(x—a)"estfacteur de B

* des termef?%ﬁ—mg, 1< k< nsi(¢ + ax+ b)" estfacteurde B. En effectuante changement

2
de variablex + 2 _ x eten posanta® = b — & on seraménea un dénominateude la forme

2 4
¢ + a?)~.

[0 La partie entiére E, polynomiale, s'integre sans difficulté.

O Il en est de méme des terr?esl—g :
X —a)

1 s
X_asmtegre en Ifx—al
—1R s'integre en 1 =1 pourk =2
(x-2) (k-1)x-a)
O v fuz s'intégre e% InGC + o)
X C s Cte L. .
0 ———= s'integreen -————— (on trouve la valeur de Cte en dérivant cette derniere
(X2+C(2)n g (X2+C(2)n_1 (
expression)
1 A Hl_ X
U s'integre er- arctan—
X + o are e a
O (x2+—10(2)” s'integre en faisant le changement de variablel tan@)
EXEMPLEL : | = %] \1 +t?dt (pour une primitive en général,on ne préciserapas de bornes,

celles-ci étant sous-entendu. Cela a le mérite d'alléger les notations)

Posong = sh(l), ou de maniére équivalente= Int ++/1 + t%). On a alors :
| = %] chP(u) du = 43 %@ du=4 +%sh@) ch(u) + Cte
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:In(t+\/1+t2)+t 1+t + Cte
2 2

compte tenu du fait que aij(=/1 + shf(u) =/1 +t°

Autre méthode. Posons: tan@), 6 0 |- %[ +%[[. On obtient :

_ 1
'= %3 cos(6) a0

Posonau = sin(@). (La raisonpour laquelleon choisit ce changementle variableseraexpliquéplus
bas) On obtient :

_ 1
= ﬂﬂ ™
Il suffit @ de décompos 1 —1u ) en éléments simples. On trouve :
1 1 a b c d

- (—wXa+u? 1-u (@-u? 1+u @+uy

aveca = c et b = d car la fonction est paire. On obtientb = 1 en multipliant par (1 — u)® puis en

4
posantu = 1. On obtiena :%, en posant ensuite= 0.
1 1,1 1 1 1
R T A B TR T A e TR T
Donc :
_1,,1+u_ 1 1 — cin@) =&
I—4(In1_u+1_u 1+u)+Cteoru sin@) \/m
1 3[1+tf+t
0 I[==(In + 21 +1?) + Cte
46 1+ -t )

0 I:%In(t+\/1+t2)+@+Cte
valeur trouvée précédemment.
EXEMPLE?2 :
_ 1
J _%] C+t+ 1)’ZOIt

Posonsu =t +%. D'ou :

1

J :%3 W+ 3y

Posons maintenautzlg tan@) O du :g (1 + tari(0)) do

J =%E %] cos(8) do :%@ %] 1 + cos(D) do :%@ (6 +sin@)cosP) ) + Cte
:%E ( arctar‘r\%) +%ﬁz§) + Cte
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_4[3

3 arctar‘\ 2+l

\/_ ) 3(t° +t+1)+Cte

EXEMPLES :

_ 1
K_%] x(§2+x+1)Clx

Si on cherchea écrire sousla forme 2 + bx + ¢ , ontrouvea = 1 (multiplier par x
X(OC + X + 1) X XH+x+1
puis fairex = 0) etbx +c = ipli
1 x+1
0 K= %] w1 dx =

-Xx-1 (multlpller par® +x + 1 et fairex =] racine cubique de l'unité)

|r4X| -= |n(X2 +X+ 1) —-= %] m
= ¥ -= In(x2 +x+ 1) T L arctar®EL+ cte

\/3

3— Fractions rationnelles en sin) et cosk)

Dansle casd'uneintégralede la forme %] f(sin(x), cosk)) dx ou f est une fraction rationnelleen
u=

sin(x) et cosk), on tente un changementle variableu = sin(x) ou u=cosk) ou u = tank) ou
= tang).

a) u = sin)

On remarque que = sin) = sin(t

X). On fera donc ce changement de variable lorsque
%] f(sin(x), cosk)) dx %] f(sin(rt—x), cosft—x)) d(rm—x) ——ﬁ[j f(sin(x), —cosk)) dx
EXEMPLES

1
O %] ) dx vu plus haut se calcule en effectuant le changement de varratsiek)
1 _ [ cosk) . _ 1
. %] cos) dx_%] cos(X) dx_%]

[T du avecu = sin)

din| 1Y e =1 [1ESIN® e =Ly 1_COSQ(+T[/2)|
2 |1- 2 |1-sinKk)
= r{tan(

+ Cte

+ Cte
1+ cosk + Tr/2)|
b) u = cosk)

On remarque gue = cosk) = cos(x). On fera donc le changement de variable lorsque

%] f(sin(x), cosk)) dx-%j f(sin(—x), cos(x)) d(-=X =—F|[j f(=sinf), cos)) dx
EXEMPLE:
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1 _[ sint) . _ 1 —
%]W(t)dt—%] =~ (t)dt—#jmduavew—cos()

d,.11-u _1, |1-cosf) _ t
5 In T Cte > In 1+ cost + Cte Ir{tan@ + Cte
. : . ] 1
Si on fait le changement de variable x + > on retrouvq][j cosé<) = In|tan (2 4 + Cte

c)u= tanég

On remarque que = tan§) = tanft + x). On effectuera donc le changement de variable lorsque :

%] f(sin(x), cosk)) dx = %] f(sin(rt + x), cosft + x)) d(it+ x) = %] f(=sinf), —cosk)) dx

EXEMPLE:

L
2 —cog(t)
Posonsi = tan() soit du = (1 +u?) dt

_1 _1
O | = %] Toopd = N7 arctan{/2u) + Cte 7 arctan{/2tant)) + Cte

On remarqueraque la constante est en fait une constante par intervalle de la forme

] —g + ki, +§ + kit [ et dépendantle k, de fagcon a pouvoir définir une primitive continuede la

fonction initiale suR.

d) u = tan{/2)

Danstousles autrescas,ce changementle variablesdonneunefraction rationnelleen u. En effet,
2

sin(x) = Luuz cosk) = 1—2 tanfk) = Az du = (1 + U?) dx. Il fautcependans$'y résoudresn

dernier recours, car en general,dleagresdespolynomes'ntervenan'dansla fractionrationnellesont
doublés, ce qui complique les calculs. Parfois, il est cependant bien commode :

L ax= du—ln|u| + Cte = Intan3| + Cte
sin(x) 2

plus facilement qu'au a).
4— Fractions rationnelles en sh(), ch(x) et &
Il suffit de faire la changement de variable €.
EXEMPLE:

1 _ 2 _alu=1 _n€-1 _ X

F}j e dX—%j 2 du=nY=d+ cte =n|E=2 + cte = |+h(2) + Cte

expression qu'il convient de rapprocher d}aang)‘ primitive d

()
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1 _ 2 _ )
%] ch(x) o = %] C+1 du = 2arctan() + Cte =2arctan€) + Cte

Cette expressionsemble, quant a elle, fort éloignée de la primitive de %

0s)
M«/—Z)‘ =2 argth(tang)), ou

donnée par

tan (1 + I

Injtan@ +7

. Cependant, cette derniére fonctipeuts'écrireln
P U 1 —tani/2)

argthestla fonctionz - % In 1—3 et estla réciproquede la fonction th. Ce rapprochemenhous

conduit a considérerdansle premier cas la fonction 2 arctan(thg). Si on la dérive, on trouve

effectivemen rendanties deuxsituationssymétriquesOn peutégalementérifier directement

1
chx)’
que 2 arctan(tlgé(o) = 2 arctarg) —%[.

5- Fonctions de la forme B()e™

P désigneun polynébmeet a un nombreréel ou mémecomplexece qui permetde traiter le casdes
cos et sin.

Lorsquedeg(P)estfaible (inférieur ou égala 2), on peutintégrerpar parties.Cependantle nombre
d'intégration par parties a effectuer est égal au degré de P.

EXEMPLE:
%szexdx:xzex—%] 2xexdx:x2ex—2<ex+%] 26 dx = ¥ — & + 28" + Cte

On remarqueque la primitive estde la forme Q(x)e™ + Cte avecdeg(Q)= deg(P).Ce résultatest
général. On trouve Q en dérivant, ce qui donne :

aQ+Q =P
L'existencede Q estassuréecar il n'‘estpasdifficile de vérifier que I'équationci—-dessusionneun
systeme triangulaire dont les inconnues sont les coefficients de Q.

EXEMPLE:
%] X’e‘cos(X) dx = Re%j x2elt 2 dx

%] x2e™* 2 dx est la primitive d'une fonction complexe qui est de la foame+ bx + c)e**?* + Cte

D'ou, en dérivant :
1 1-2i

. “1+2 5
A(l+2)a=1 ET .
Hoa+(1+2)b=0 o [ p=—rrigm =5y =2a
b+ (1+2)c=0 (1+2)° 3-4i 25
SENAMP
(L+2)° 11+2i 125

Il suffit maintenant de prendre la partie réelle de la primitive. On obtient :
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2x2 8x
25 12

6x

5 T35 125)ex°03(2()+

5) €' sin(X)
6— Racines de trindmes ou de fonctions homographiques

2
%] f(x,\/5§2+bx+c) dx secalculede la fagconsuivante: on réduitle trinbmeena(x + %)2 +c-— 2_a'
Plusieurs cas se présentent alors :

2
Oa=a’etc —E—a = 2. On obtient une expression du tyga®x’ + B2

Poser X zg tan@) oug—( sht) pour profiter du fait que 1 + t&#) = ou 1+ sH(t) = ch(t)

§(e)

Oa= O(et

= —B% On obtient une expression du tyg‘

PoserX = E ch(t) (ou —E ch(t) suivantle signede X) ou X = B —@) pour profiter du fait que

chf(t) —1 = sﬁ(t) ou 1 = taf(b)

co§(6) B

2
Oa=-o’etc —E—a = 2. On obtient une expression du tygp® — a°X2

B B8 . . 2 Lo 1
Poser X p sin(®) ou - th(t) pour profiter du fait que 1 — $(®) = co$(6) ou 1 — th(t) = O

EXEMPLE:
gj N

Posons = € ch() avece =+ 1 suivant le signe de On obtient :

543 shz(t)dt:a%jﬂ%bldt:a(%sh(t) cht) —5) + Cte

%(—\zgl—%ln|x+\/?—l| + Cte

[ax+b
%]f( «/cx OI)dxsecalculeenpos t%

En particulier,%] f(x,\/ax + b) dx se calcule en posant=+/ax+b .

Annexe | : Calcul approché d'intégrales
b

La méthodegénéralede calcul approché&l'intégraleconsistea approximer%j f(t) dt parunesomme

a

n
finie Y A f(x), ollesA; etlesx sontbienchoisis.Le plus souvent,on appliquela méthodenon sur
=1
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[a, b], maissurunesubdivisionde [a, b], afin d'obtenirune précisionplus grande Les calculatrices
fournissant des valeurs approchées d'intégrales utilisent I'une de ces méthodes.

1- Méthode des rectangles

Elle consiste a prendre commaeurapprochéeale l'intégralele produitdela valeurdef enun point
de cetintervalle par la longueurde l'intervalle, par exemple(b — a)f(a) (méthodedesrectanglesa
gauche)u (b — a)f(b) (méthodedesrectanglesa droite). Cesdeuxméthodesonttresimpréciseset
ne sontexactegjue pour les fonctionsconstantesOn obtientune meilleureprécisionen choisissant

la méthodedu point milieu, a savoir (b — a)f(anr |O) Cette méthodeest en effet exactepour f de

degré 1.

La méthodedesrectangles gaucheappliquéesur unesubdivisionde [a, b] conduitaux sommege
Riemann :

b-—ath b—a
=——> fla+k——
S== ;) ( )
Nousavonsvu, dansle paragrapheur les sommesde Riemann,quel'erreurcommiseétait majorée

2
parwb;aL, ouM= Sup |f '(x)|.
2n x O [a,b]

On peut prendre la méthode des rectangles a droite (I'erreur commise est analogue) :
b—a < b—a
== flatk——
S= k; ( )
Dans le cas d'une fonction monotone, S et S' encadrent l'intégfale de

Quant a la méthode du point milieu, elle donne :
._b-at 1, b-a
S = l;)f(a+ k+2) =)

Cherchong'erreurcommisepour unefonction de classeC? Soit M un majorantde|f"|. Dansle cas
n =1, on approximelintégralepar (b — a)f(%b), qui estaussiliintégralede toute fonction affine

passanpar le point milieu, et en particulierde la fonction affine g dontle grapheestla tangenteau
graphede f au point %b. Majorons f(t) — g(t). Appliquons l'inégalité de Taylor—Lagrangeen

a+b:xosurf. Ona:

2

(1) —f(x0) — (t —x0)f '(%0) | < Mtg_xoﬁ

or f(xo) + (t —Xo)f '(X) n'est autre qug(t). L'erreur commise sur l'intégrale est donc majorée par :
b 2 3
M(t—X)" & M. . b_M(b-a)
%3 5 =g )], =0

a
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Dansle casd'unesubdivisionen n intervalles,l'erreur sur chaqueintervalle de Iongueurbﬁa est

3 3
majoréeparM;’T;;—iL, de sortequeI'erreurtotaleestmajoréeparM;T;f—iL, bien meilleurequeles
méthodes des rectangles a gauche ou a droite.

2— Méthode des trapezes

La méthodedestrapézesconsistea approximerf par une fonction affine passanpar les points(a,
f(a)) et (b, f(b)). L'intégrales'approximepar l'aire d'un trapézede based(a) et f(b), et de hauteur

b —a. Onobtientdonc: (b — a) w. Si on operesur une subdivisionrégulierede [a, b], on

obtient :

_b-a H@+f) , T, b=aH
Th= - H > +k;f(a+k - )H
////;7\\\

/

Une excellenttravail d'algorithmiqueconsistea programmeicette sommesur votre calculatrice.On

peutremarquerque T, = Sh ; S‘, ou S, et S’ sontles sommesde Riemanna gaucheet a droite.

Cetteméthodeestexactepour f de degrél. Estimonsl'erreur de la méthodepour f de classeC?.

AppelonsM un majorantde|f"|. Pourn = 1, on approximel'intégralepar (b — a) w qui
représentdiintégralede la fonction affine @ qui coincideavecf ena et b. Montronsque pour une
telle fonction, on a:

|K0—¢®|S%G—@®—DM
ou encore

—%G—@@—DM+¢®SKO£%a—®®—0M+¢®

Etudionsla fonctiont - f(t) —%(t —a)(b — t)M — d(t). Sadérivéesecondeest positive ou nulle,

donc sa dérivée premiéreest croissante.Si cette dérivée est positive ou nulle, la fonction est
croissanteCommeelle s'annuleena et en b, elle estidentiquemennulle et I'inégalité de droite est
prouvéell enestde mémesi sadérivéeestnégativeou nulle. Restele casou la dérivéechangede
signe.Commeelle estcroissanteglle estd'abordnégative puis positive. Donc la fonction décroit,
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puis croit. Commeelle s'annuleen a et en b, elle estnégativeou nulle, ce qui prouvelinégalité de
droite. On procede de méme pour montrer celle de gauche.

L'erreur commise est donc majorée par :
b 3 2 b
Li_abtM d=im L @D
%jaz(t Ab-OM =g M {5+ O abt@a

I (b-a)(b*+abt+a’) , (a+b)*(b-a)
2 3 2

—ab(b-a)]

3
M(b-2a) t1>2—a [—202 — 2ab— 222 + 3a% + Gab + 37 — 6al] = MO =3 bl;a

Dans le cas d'une subdivisionde n intervalles, I'erreur sur chaqueintervalle de longueurn est
3 3
J—g—)—M fz;a et I'erreur totale est majorée %%?L’ double de la méthode du point milieu.

3— Méthode de Simpson
On peutencoreaccélérela vitessede convergenceNous admettrongjue I'erreur dansla méthode

des trapézes, qui est enﬁ@(pour une fonction €est de la formé‘z + o(r—]lz), de sorte que :
A 1
To= %] f+5+ ()
|
Appliquons la méme méthode deapézesmaisendoublantie nombrede subdivision(2n aulieu de
n). On obtient :
A 1
Tn=h et o
|

On voit qu'en calcula@,

SF4T2“ T”-%]f +0%z)

on élimine le terme en% de sorte que :

gui convergeplus rapidementOn obtientla méthodede Simpson.Le procédéd'accélérationutilisé
s'appelle accélération de Richardson-Romberg. Il peut étre itére.

EXEMPLE:

1
Un logiciel donnecommevaleur numériqueapprochéede %] exp@c) dx la quantité 1,46265175.

0
Comparongettevaleuraveccellesobtenuegar les sommesde RiemannJa méthodedestrapézes,
la méthode de Simpson, suivant le nombre de subdivision

n 2 4 8 16 32 64
Riemann | 1.14201271 1.27589363 1.36231966/ 1.41072400 1.43624595 1.44933827
Trapézes | 1.57158317 1.49067886/ 1.46971228 1.46442031 1.46309410 1.46276235
Simpson | 1.46371076| 1.46272341] 1.46265632 1.46265203 1.46265176| 1.46265175

On constate donc que, paur 64,la méthodede Riemanme donnequedeuxdécimalesexactes|a
méthode des trapezes en donne quatre, et la méthode de Simpson en donne neuf.
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4— Méthodes de Newton-Cotes

Dansla méthodedite de rangl, on subdivise[a, b] enl + 1 pointséquidistanty comprisa et b).
Les coefficientsA; sont choisisde fagcon que la formule soit exactepour les polyndmesde degré
inférieurou égalal. (On peutd'ailleursmontrerque,si | estpair, la formule estencoreexactepour
les polynémesde degrél + 1, d'ouune préférencgpour les méthodede rang pair). On approximef
par le polyndme de degré inférieur ou éghjai coincide avetenlesl + 1 pointschoisis.(Voir les
polynémes interpolateurs de Lagrange dans le chapitre L(E-F).PDF).

EXEMPLES
Les valeursdesA; sontdonnéespour lintervalle [a, b] = [0, 1], auquelon peut se ramenerpar
changement de variable.

NI

01 = 1. On approximé par une fonction affine. Il s'agit de la méthode des trapkzesh; =

[0 1 = 2. On approximef par uneparabolequi coincideavecf ena, enb, et enanr b. A=A = %
_2

A1 =Z. Il s'agit de la méthode de Simpson. A noter que la formule :

3
%ff(t) dt= (0 -a) [2 f(a) + SHE2D) + (o)

a

est équivalenteau fait que l'aire du segmentde paraboleest égalea% de l'aire du triangle ABC,

propriété de la parabole déja connue d'Archimede.

A C
La formule de Simpson est en fait exacte pour les polyndmes de degre 3.

Sur une subdivision, on obtient la formule :

P2 1f(a) + di(as) + 2A(a0) + 4(@) + H(@) + . + 4(3er) + 1]

5
ouax=a+ K(bz%il. L'erreur est majorée, pofide classe € par '\38%_061 , OUM estun majorantde

£,
1 = 4. 1l s'agit de la méthode de Boole—Villarceau. On approkipae un polyndme de degré 4.
=L =r =18y -2
}\0_}\4_901 }\l_}\3_451 }\2 - 15

1 = 6. Il s'agit de la méthode de Weddle—Hardy. On approkimae un polyndme de degré 6.

)\0:)\6:%’)\1:)\5:325,}\2:}\4:%}\3:%45
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Pourl = 8 apparaitdescoefficientsA; négatifs,ce qui les rendplus sensiblesaux erreursd'arrondis.
Elles ne sont donc pas utilisées.

5— Méthodes de Gauss
w étant une fonction donnée, on consideére :

%] bf(t)vv(t) ot

gu'oncherchea approximerpar z)\i f(x), maisici, les pointsne sontpaséquirépartisSily al + 1
|

pointsa choisir,il existeun choix uniquetel quela méthodesoit exactepourf polynomialede degré
2l + 1. Pourle mémenombrede points, la méethodeest donc plus préciseque celle de Newton—
Cotes. On montre que le&ssontlesracinesdu | + 1°™ polyndmeorthogonalpour le produitscalaire
défini par :

<fg> = %1 oW o

EXEMPLE : GAUSS-LEGENDRE
On prendici w = 1 sur [-1, 1]. Les polynébmesdont les x sont racinessont les polynédmesde

Legendre.Voici un tableaudonnantle polynbmede Legendre,sesracinesx;, les coefficientsA;
correspondants.

I polynéme X; Ai
0 X 0 2
1 1 1 1,1
—= + — ’
X 3 +
2 3 585
X =5 0.+ 996

w
><-l>
~Nlo
o
+
W
o1|°°
I+
~Nlw
I+
~|N w
ollw
oo
N[~
I+
ﬁ

GAUSS-TCHEBYCHEY
On prend icw(X) = 1

\V1-X

Tchebychev. On montre que bg®tA; valent :
_ i+1 T .
xi—cos%n) )\.——|+1 O<ic<l

6— Divers
Voici enfin une derniére formule, sur [-1,1] qu'on pourra comparer aux formules précédentes.

86 (0) + 20288 [ + () + 258 11 + 1)

avecx; =\ [5—4-8\5 etx; =+ [5—?5

sur [-1, 1]. Les polynémes dont besont racinesontles polynémesde
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Annexe Il : les intégrales de Riemann, de Lebesgue et de Kurzweil-Henstock

Nous avonsintroduit I'intégrale de Riemannd'unefonction par encadremenpar desfonctions en
escalier.On peutégalementrouverdansla littératureune autre définition possiblede l'intégralede
Riemann, équivalente a celle que nous avons donnée, et utilisant les sommes de Riemann. La voici :

Une subdivision marquée D d'un intervalle [a, b] est la donnée d'une subdivision
Xo=a<x <..<X=b et pour chaque[x_;, X], d'une valeur t; dans cet intervalle. A cette

n
subdivisioret a unefonctionf, on associda sommede RiemannS, = 5 f(ti)(x — x-1). La quantité
i=1
Max {x — xi_1} estappeléle pasdela subdivision.Unefonctionf bornéesur un segmenia, b] est
intégrableau sensde Riemanrou R-intégrable d'intégralel, si, pourtoute > 0, il existed > 0, tel
gue, pour toute subdivision marquée D de pas inférieyram a :

ERs:

n
Danslessommesle RiemannS, = 5 f(t;)(x — xi—1) définiesci-dessuspn majorelesx — x_1 parune
=1

constanted. L'idée de Kurzweil et Henstockest de remplacercette constantepar une fonction
strictementpositive d, calculéeau point ti. Une subdivisionmarquéeestplusfine qued si, pourtout
i, X — X1 <0(t). Un lemme,appelélemmede Cousin,montreque, pour toute fonction 9, il existe
dessubdivisionsamarquée®plus fines que d. L'intégralede Kurzweil et Henstockest définie comme
suit :

Unefonctionf bornéeou non sur un segmenia, b] estintégrableau sensde Kurzweil et Henstock
ou KH-intégrable,d'intégralel, si, pour tout € > 0, il existeune fonction strictementpositive J,
telle que, pour toute subdivision marquées D plus finedqoa a :

ERs:

On constateque la différencede définition par rapporta l'intégralede Riemannest minime. Dans

l'intégrale de Riemann,d est un nombre, alors que dans la KH-intégrale, c'est une fonction.

Cependant, la KH-intégrale est beaucoup plus puissante.

» Toute fonction R-intégraleest KH-intégrable avec la mémeintégrale. Mais la réciproqueest
fausse.La fonction de Dirichlet, valant O sur les irrationnelset 1 sur les rationnels,est KH-
intégrale mais pas R-intégrable.

o f et|f| sontKH-intégrablessi et seulemensi f estLebesgue-intégrabl&ous n‘avonspasdonné

de définition dd'intégralede Lebesguermaiscettepropriétémontrequela dite définition pourrait
étre ignorée au profit de la KH-intégrale.
* Si F est continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[, alors F' est KH-intégrable mais pas

nécessairemeiR-intégrablest F(b) — F(a) = %] F'(t) dt. Réciproquemensi f estKH-intégrable,

on peut définir B) = %] " f(t) dt. F est alors dérivable en tout pomtf estcontinue,et F'(t) = f(t)

a

en un tel point. On n'a pas besoin de supposer F' continue dans la KH-intégrale.
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b
* Il n'estpasnécessairele définir de KH-intégrale généraliséalansle sensou %] f(t) dt = lim
C-a

a

b
%] f(t) dt pourunefonctiondéfiniesurunintervalle]a, b]. Sif estKH-intégrablesur[a,b], alors

elle l'estsurtout [c, b] avecc > a et les deux membressont égaux(commepour l'intégralede
Riemann: c'estla continuitéde l'intégralefonction de la borneinférieure).Mais inversementsi f
est KH-intégrablesur tout [c, b] avecc > a et si le membrede droite existe,alorsf est KH-
intégrablesur[a, b] et les deuxmembresontégaux.Pourlintégralede Riemanne membrede
droite serta définir le membrede gauchedansles casdits impropresou généraliségcf coursde
deuxiéme année)

Nousnousbornerons considérecommeexemplda fonctionde Dirichlet sur[0,1], valantO surles
irrationnelset 1 surlesrationnels Cettefonction n'estpasintégrableau sensde Rieman,car si @ et
Y sont des fonctions en escalier vérifignk f < W, alors® < 0 etW > 1, de sorte que :

1
S= Sup# ®(t) dt | P en escaliereb<f}=0
0

1
| = Inf {%] W(t) dt| W en escalier i<W }= 1
0

S et | ayantdesvaleursdifférentes, lintégralede f n‘estpasdéfinie au sensde Riemann.Elle est
pourtant définie au sens de Kurzweil et Henstetkaut0. Pourcela,nousavonsbesoind'admettre

gue les rationnels peuvent étre dénombtéaimérotésousla formeqy, oy, ..., Gn, ... Soite > 0. On
definit &(q,) = % et pourx irrationnel,&(x) = 1. Soit unesubdivisionD définieparx, =0<x; <...<

X, = 1 marquéepar despointst; élémentsde [x_3, X] plusfine que d. Dansla sommede Riemann

n
associées, = ) f(t)(x — xi-1), seulslest; rationnelsont une contributionpuisqueles t; irrationnels
=1

vérifient f(t) = 0. D'ou Sp = (X% — X_1), la sommeétantprise sur les indicesi tels quet; soient
rationnels. Mais alors on a :

X —Xi—1 < O(t;) :% pour len tel quet; = gp.

llenrésulteque 8 SS=Y X —X%_1<) % la derniere somme étant prise surihelicesn telsqueq,
o € A

soit égal a I'un des On peut majorer cette somme @r? = lim 5 o= & Onaainsiprouvé
n=1 — +00 n=1

que :
|5 -0 <e
et que la KH-intégrale deest nulle.

O
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