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| : Corps des réels

1- Propriétés
[0 Un réel peutétrevu, sousforme numérique commeun entierrelatif constituantsapartie entiere,
suivie d'une infinité de chiffres constituant sa partie décimale.

EXEMPLE:
= 3,1415926535897932384626433832795028841971693993751...

Nous préféronscependanpartir de propriétésde I'ensembleR. plutét que de cettedéfinition de ce

qu'estun réel, qui posepar ailleurs un certainnombrede problémes.Par exemple,les deux réels
suivants (le premier étant suivis d'une infinité de O et le second d'une infinité de 9) sont égaux :
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5,280000000000000000000... et 5,279999999999999999999.......
(la differencevaut en effet 0.00000000000000000000Cet estnulle !'). D'autrepart, les opérations
surdeuxréelsne sontpassi facilementdéfiniesqu'il y parait.Pour connaitrela n°™ décimaled'une
somme, par exemple, il faut connaitre tous les chiffres qui suivent pour Saw@retenuene serait
pas susceptible de se propager de droite a gauche jusqu'a la décimale considérée.

Nous supposeronslonc plutot qu'il existeun corpsR, contenantQ, muni d'unerelation d'ordre
(inégalité) compatible avec les opérationdRdeans le sens suivant :

Oa Ob,0c,asbl a+c<b+c

Oa Ob,0c=0,as<b0d ac<hbc
La relation d'ordre est dite totale, dans le sens ou I'on peut toujours comparer deux réels éatre eux.
noter qu'une relation jouissant des mémes propriétés n'existe p&s. dans

Soitx un réel.
ou bienx appartient 3Q. x est dit rationnel.

ou bienx n'appartient pas @. x est dit irrationnel. Exemples/2, T, e In(2) ...
Voici une preuve de l'irrationalité d& Si\/§ :g avecp etq entiers, on peut choisErirréductibIe.
On a alorsp® = 2¢°. p* estpair, doncp aussi(si p estimpair,p = 2k + 1 et p* = 4k° + 4k + 1 est
impair). Ainsi p = 2k. Doncp® = 4k* = 2g° donc2k® = ¢°. Doncq estpair. Ce qui estimpossiblecar
la fraction est irréductible.
La relation d'ordre total permet de définir la valeur absolu@®sur

ou bienx > 0 et I'on poseq = x

ou bienx < 0 et I'on poskq =
La valeurabsolugjoue dansR le mémerdle quele moduledansC. Elle permeten particulierde
définir la distance de deux réal®tb comme étadb —a|. L'inégalité triangulaire :

I =yl <[+ vl < I +[y
peut se montrer en élevant au carré, ce qui donne :
X+ —Axyl <+ Y+ Xy <X+ Y + Axyf

= —|xy = xy<|xy ce qui est vrai.

Il existe des variantes de l'inégalité triangulaire, par exemple :
I~y <lx—yl <[ + Iy
obtenue en changeanéen -y.

2— Borne supérieure et inférieure
a) Définition:
L'une despropriétéscaractéristiquesle R estI'existenced'uneborne supérieurgoour toute partie

majorée.ll s'agit d'une propriété caractéristiquedansle sensou cette propriétéfait partie de la
définition de R ou desaxiomesrégissanta relationd'ordrede R.. Il estdonchorsde proposde la
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démontrer.On se reporteraa I'annexell Caractérisationdu corps des réels pour avoir plus de
détails.

Soit A une partie majorée dR. Cela signifie qu'il existe un majorant M vérifiant :

HalOA,asM
Il estclair quesi M estun majorantet M' un nombretel queM < M, alorsM' estaussiun majorant.
Le majorantM seradoncconsidérémeilleurqueM' puisquela connaissancde M' n'apportegu'une
informationdégradégar rapporta la connaissancde M. On a doncintéréta cherchemun majorant
le pluspetit possible On appellebornesupérieurede A (si elle existe)le nombreS égalau plus petit
majorantde A. S est plus grand que tous les élémentsde A (S majore A), mais, parmi tous les
majorants possibles, S est le plus petit.

On procéde de méme pour les parties minorées par un nombre

HalOA m<a
etl'on cherchem le plusgrandpossiblel estla borneinférieurede A sil estle plusgrandminorant
deA, c'estadiresil estpluspetitquetouslesélémentde A (I minoreA), maisque, parmitousles
minorant possibles, | est le plus grand.

EXEMPLE: Soit A =]0,1[. Tous les réels négatifs ou nuls minore A. Le plus grand de ces minorants
est0. On noteInf A = 0. Tousles réelssupérieurou égauxa 1 majoreA. Le plus petit de ces
majorantsestl. OnnoteSupA = 1. Onnoteragu'il ne s'agitni de minimumni de maximum,dansle

sens ou ni Inf A ni Sup A n'appartient a A.

On peut écrire également :
BOalA,a<S
= =3 D
S=SUP A= HHes0,0a0A a>S—¢
La premiéreligne signifie que S majore A, et la deuxiemesignifie que tout nombreinférieur a S
(donc de la forme S € avece > 0) nemajorepasA. Donc S estle pluspetit majorantde A. C'estla

borne supérieure.

De méme :
BalOA, a=|l
I=InfA = Ches00a0A ac<l+¢
AXIOME

Toute partie non vide majorée e admet une borne supérieure.
Comme dit plus haut, cette propriété est caractéristiqiRe eene saurait étre démontrée.

CONSEQUENCE
Toute partie non vide minorée e admet une borne inférieure.
Il suffit en effet d'effectuerune symétrie par rapporta 0 pour échangeres nombrespositifs et
négatifs,pour transformerune partie majoréeen partie minoréeet une borne supérieureen borne
inférieure. Plus formellement, si B =¢-a [0 A} et si S = Sup A, alors S = Inf B En effet :
—SminoreBcafll]bOB,-bOAetcomme b<S,-Xb
— S estle plusgranddesminorantscar si € eststrictementpositif, Ja [1 A, a> S—¢, donc
— S +e>—g; or—alB, donc — S € ne minore par B.

Une utilisation courante de la borne supérieure est la suivante :
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OxOA, xsMO Sup A<M
En effet, M majorex et Sup A est le plus petit des majorants.

De méme :
OxOA, x=2m0d InfA=m

b) Droite achevée
Début de partie réservée aux MPSI

On définitﬁ, appelée droite acheveée, en ajoutaRt deux symboles, o et —o.

Sur le nouvel ensemble ainsi défini, on prolonge la relation d'ordre usueReysarr :
OxOR, -0 < X< 400
On peut alors désigner le nouvel ensemble sous la forme d'intervghed]--

L'intérétde la droite achevéeaésidedansle fait quenombrede résultatsdansR. estlié aufait d'étre
bornéau pas.Ainsi, si A estmajoré,on peutdéfinir S = SupA. Si A estnon majoré,on posera

SupA = +0, +o0 n'est autre que la borne supérieure de A, mais dans la droite agh.evée

Par ailleurs, on obtient, dans la droite achevée, des résultats plus concis :

Voici une liste de résultats daRs dont certains seront prouveés ultérieurement :

Toute partie non vide majorée admet une borne supérieure.

Toute partie non vide minorée admet une borne inférieure.

ToutesuitecroissantanajoréeconvergeverssabornesupérieureToute suite croissanteon
majorée tend versos

Toute suitedécroissanteninoréeconvergeverssaborneinférieure. Toute suite décroissante
non minorée tend verso-

De toute suite bornée,on peut extraire une sous-suiteconvergente De toute suite non
bornée, on peut extraire une suite tendant versu-—eo.

Ces résultats s'énoncent, dans la droite achevée :
Toute partie admet une borne supérieure.
Toute partie admet une borne inférieure.
Toute suite croissante converge vers sa borne supérieure.
Toute suite décroissante converge vers sa borne inférieure.
De toute suite, on peut extraire une sous-suite convergente.
Fin de partie réservée aux MPSI

c) Partie entiére

PROPOSITION :

Soit x un réel. Il existe un unique entier p, appelé partie entiére de x tel que :
psx<p+1.

Démonstration

Soitx > 0. Considéron®\ ={n [ N | n < x}. Cetensembleestunepartienonvide (elle contient0)
majorée(par x lui-méme).Elle admetdonc une borne supérieuren. Montronsque a estentier et
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élémentde A. En effet, a — 1 n'estpasun majorantde A doncil existen élémentde A tel que
a —1 < n < a. Lesentiersstrictementsupérieursa n sontalors supérieurou égauxa n + 1 donc
strictementsupérieura a et ne peuventétre dansA. n estdoncle plus grandélémentde A et est
donc égal &. a estdoncnonseulementa bornesupérieuramaisle maximumdela partieA. a n'est
autre que I'entign que nous cherchons. En effegst dans A donp < x, maisp +1 n'estpasdansA
doncx < p+1. Ce qui prouve I'existence. On npte [X[I.

Pourx< 0, posong = —[3xJ -1 sixest non entier, etsi x est entier. Dans le premier cas, on a :
OxO< —x < B+ 1

donc — X[ 1 <x< —[FxOce qui montre bien queest la partie entiére de

Ainsi, [+ 3,51= —4.

On remarqueraque cette définition utilisée en Mathématiquesne correspondpas toujours aux

valeursdonnéegar la plupartdescalculatriceqjui donnesouventcommepartieentiérede x < 0, la

valeur —[3x0]

Montrons l'unicité. S < p, avecp etq entiers, alorgj+ 1< p<x, et sig>p, alorsg=zp + 1 >x, ce
qui montre qu'aucunnombreinférieur ou supérieura p ne peut vérifier la définition de la partie
entiére dex. Seulp convient.

Soit nun entier positif. Tout réel peut étre encadré de maniére unique sous la forme :

d_‘]_ dn d_‘]_ dn + 1
+ 2+ < x<M+2+ .+
M*T0* - *10=*<M*1p 10
\_\/-/ \‘\/~/
valeur approchée valeur approchée
par défaut par exces

ou M estun entieret les d. deschiffres entre0 et 9. Il suffit en effet de considérerd'encadrement
10 10 < A0+ 1.

3— Intervalles

Un intervalle s'écrifa, b| (*) ou | remplagdci [ ou]. a peutétrefini ou valoir —o, b peutétrefini ou
valoir +o. L'intervalle est alors I'ensembledesréelscomprisentrea et b, éventuellementu sens
large selon que les crochets sont ouvets ou fermeés.

PROPOSITION :
| est un intervalle si et seulement si :
OxOlLOyUOl, x<z<yO zUOI

Une partie vérifiant cette propriété est dite convexe. Une autre formulation est :
OxOLOyOlLx<y0O [xy] OI

Démonstration
Il est évident qu'un intervalle vérifie la propriété de convexité. Montrons la réciproque.Soit |
convexe Montronsqu'il estdela forme (*). Sil estminoré,posonsa = Inf | sinon,a = —. Si | est
majoré, posonb = Sup | sinonb = +0. On a donc | inclus dana,[b].
Soitztel quea < z<b. Dans tous les cas, il existety éléments de | tels que :
asx<z<ys<b
Montrons le poux :
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Si a = —, celasignifie quel n'estpasminoré,et doncque z ne minore pasl, et doncqu'il
existex élément de | tel que< z

Si a estfini, a estle plus granddesminorants,donc z ne minore pasl, et doncil existex
élément de | tel que< x<z
La propriétéde convexitéprouvequez estélémentdel. Ainsi, ]a, b[ estinclusdansl. Le fait quea
etb appartienne ou non a | fermera éventuellement I'une des bornes de l'intervalle ou les deux.

PROPOSITION
Soit]a, i un intervalle non vide. Alofg, i rencontreQ etCQ.

Démonstration
Nousdevonsmontrerque]a, b[ contientun rationnelet un irrationnel. Soientx ety deux éléments
de g, b[. Si l'un d'eux est rationnel et l'autre irrationnel, il n'y a rien a montrer.
S'ils sont tous deux rationnels, il suffit de montrer que :
i) Entre deux rationnels, il existe un irrationnel.
S'ils sont tous deux irrationnels, il suffit de montrer que :
i) Entre deux irrationnels, il existe un rationnel.

i) Si x ety sont deux rationnels tels que& y, alors posons :

2

z est un irrationnel compris entxeety, car siz était rationnel, on auraif2 =2(2=-X) rationnel.

ii) Si x ety sont deux irrationnels tels gquey, il existeq entier tel que :
1
0<=<y-x
q

(prendreq supérieur a;/i—x par exemple la partie entiere de ce nombre augmenté @erikidérons

maintenanp = CgxJ On a :
psgx<p+lsogx+1<gx+q(y—x) =qy
|:| X<.%l<y

p;_l est un rationnel compris entxesty.

Il résultedespropriétésprécédenteque,pourtout x réel,il existeunesuite(y,) derationnelset une
suite (z,) d'irrationnelsayantpour limite x. En effet, danstout intervalle]x —%, X + %[, il existeun
rationnely, et un irrationneg,. On a :
1 1
X—Yn| <=et|x—z| <=
x-yil <L etz <2

donc lim y,= Im 2z =x
n - oo n - oo



Si A estunepartiede R telle quetoutintervalle]a, b[ nonvide rencontreA, on dit queA estdense
dansR. Ainsi, Q estdensedansR, de mémeque Q. Voici d'autresexemplesde partie denses
dansR :

L'anneauxXD des nombres décimauk. = {1%, pOZ,n0N}

L'anneaLZ[%] des nombres dyadique%{ pO7Z,n0N}

L'ensembl&Z + iZ = {a+bm, alZ, b O Z}.

Dans ce dernier cas, il suffit de montrer qu'il est densedans [0, 1]. Considéronsles parties
fractionnairesdesnr, a savoirles nit — [hi) notéeségalemennrt mod 1. Tous cesnombressont
différents,car si ntt mod 1 estégala mmt mod 1, celasignifie que ntt — mit estentieret que 1t est
rationnel,or Tt estirrationnel. Soit € > 0. Considérondes intervalles|O, €], [, 2¢], ..., [ke, (k +
1)e]... Les ntt mod 1 étanten nombreinfini, les intervallesprécédentse peuventtous posséder
moinsde un desnmt mod 1, fautede quoi il n'y auraitqu'unnombrefini de ntt mod 1 dans|0, 1]. Il
existedoncun sous-intervallede [0, 1] de longueure qui en possedeau moins 2. Par différence,il
existeun nombredela formey = kit mod 1 dans[0, €]. Donc0 <y < €. y estélémentdeZ + 1iZ et

des multiples dg se trouveront dans tout intervalle de longueur

Une conséquenceée ce qui précedeest que {sin(n), n O Z} qui estl'image directe par sinusde
'ensembleéZ + 1tZ, est dense dans [-1,1].

4— Suites

Une suiteu = (Un)nopg PEUL étre vue comme une applicatod N - u, 0 R (ouC).
On peut définir la somme + v de deux suites en posantH V), = u, + V,.

On peut de méme définir le produit par un scakiréAu), = Auy,

Cesdeuxopérationconferea I'ensembledessuitesune structured'espacevectoriel (voir le chapitre
Espaces Vectorieldans le fichier ESPVECT.PDF)

On peut définir une relation d'ordre dans I'espace des suites réelles :
usve ONON, U, S Vy

Une suite réellel est majorée si :

OM, On,u, M
Une suite réellel est minorée si :

Om, 0On, m<u,
Une suite réelle est bornée si elle est majorée et minorée. Cela peut s'écrire également sous la forme

OM, On,|uf =M
Cette derniére définition a I'intérét de pouvoir s'appliquer également aux suites complexes.

Une suite réelle est croissante si :
0N, Up < Unsz
Une suite réelle est décroissante si :
0N, Up = Unsz
Une suite réelle est monotone si elle est croissante ou décroissante.

Une suite réell@ est strictement croissante si :
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D n’ Un < Un+1
Une suite réelle est strictement décroissante si :

D n’ Un > Un+1
Une suite réelle est strictement monotone si elle est strictement croissanteou strictement
décroissante.

Il : Limite d'une suite

1- Préambule

On se posera les questions suivantes :
Quand dit—on qu'une suite tend vers 0 ?

Comment montre—t—on qud tend vers 0 quandtend verso, pour|a| < 1 ?

Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
Si (x,) est décroissante positiveg)(converge vers 0.
Si (X,) tend vers do, alors &) est croissante a partir d'un certain rang.
Si (x,) tend verd, aved = 0, alors %,) est positive a partir d'un certain rang.
Si (x,) converge, alors«) est bornée.
Si (X+1 —X,) tend vers 0, alorx{) converge.
(Parmi les cinq affirmations précédentes, quatre sont fausses, une seule est vraie)

2— Un exemple historique
Archiméede prouve que I'on peut approximerl'aire d'un disqued'aussipres que I'on veut par des
polygonesréguliers.Par encadrementl'un cerclepar un polygonede 96 c6tés,Archimédeprouve
que :
10 22

3 +ﬂ <TI< 7
et, parla mémeméthode Al-Kashi, en 1424, utilise un polygonede 3 x 2*® cotéspour trouver 16
décimalesde 1. Ce recordne fut battu qu'en1596 par Ludolph, avec 35 décimalesOn améliore
I'approximation donnée par un polygone en doublant le nombre de ses c6tés.

SoientA et B deux sommetsadjacentdu premierpolygone,et C le milieu de I'arc AB. On peut
remarquergue le triangle ABC possédeaune aire moitié de celle du rectanglede coté AB, dontun
autrecotéesttangentau cercleenC. L'aire du triangle ABC estdoncsupérieurei la moitié de l'aire
de la portionde cercle ABC. Ainsi, quandon doublele nombrede cotésd'un polygonerégulier,la
différence d'aire entre le disque et le polygone est divisé par un rapport supérieur a 2.

Archimeédene dit pasquela différencedesairesentrele disqueet le polygonetendversO0 lorsquele
nombrede cotéstend vers +eo, maisil conclutque cettedifférencepourraétre rendueaussipetite
que I'on veut en énongant le principe suivant :
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Deux grandeursnégalesétantproposéessi l'on retranchede la plusgrandeunepartie
supérieurea samoitié, et si I'on retrancheencoredu resteune partie supérieurea sa
moitié, et si I'on fait toujoursla mémechose,il resteraune certainegrandeurqui sera
plus petite que toute grandeur donnée de la méme espece.

Nous pourrions traduire cet énoncé de la fagon suivante :
Soit (un) une suite vérifiant :

Uo > 0 et n, uy s% Un-1,

alors:0e>0,0n u, <€

En tenantcomptedu fait que la suite est ici décroissantepn pourra comparercette derniére
formulation (datantdu Illéme siecle avant JC) avecla définition d'une suite convergeantvers 0
donnée ci-dessous (datant de la deuxieme moitié du XIXeme sieple)tlaraitreétonnantde voir
qu'il a fallu 2000 ans pour formaliser définitivement cette notion de limite.

3— Définition
La nécessitélesdéfinitionssuivantesestapparueau coursdu XIX ®™ siécle.Elles se substituenaux
concepts intuitifs qui avaient prévalu jusque la.

Les définitions ci—dessous s'appliquent aux suites réelles ou complexes.
DEFINITION

1) Une suitgX,)nopy CONverge vers | si:
Oe>0,0N,0n>N,|x—I|<¢

ii) (DansR) Une suitgX,)noy tend versreo si :
OAON,On>N,»>A

iif) (DansR) Une suite(Xn)noy tend vers—o si :

OAON,On>N,»x»<A
IvV) Une suiteX,)noy tend verso si :

OA,ON,On>N,|x|>A

Onremarquerajueles définitionsci—dessugsorrespondendanstousles casa la définition générale
suivante :
DEFINITION

Une suite(X,)noy tend vers une limite L, finie ou non si :

[0V voisinage de LLIN,On >N, % OV

un voisinage désignant une partie contenant :

pour un réel, un intervalle de la forme } €, | + €[

pour un complexé un disque de centtale rayore

pour +eo, un intervalle de la forme ]A,o¢{

pour -eo, un intervalle de la forme ¢e; A[

pourco, le complémentaire d'un disque (ou d'un intervalle) de centre 0, de rayon A.

Tous les termes de la suite, sauf un nombre fini, sont dans un voisinage quelconque de la limite.

Une suite qui convergestunesuitequi tendversunelimite finie. Sinon,elle diverge.ll résultedela
définition quetoute suiteconvergentestbornée En effet, touslestermes saufun nombrefini, sont
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contenus dans l'intervalled €, | + €[ pourlessuitesréelles,ou le disque de centrel, derayone > 0
pour les suites complexes.

La limite, finie ou non, si elle existe,estunique.S'il y avaitdeuxlimites L et L', il suffirait de choisir
deux voisinages disjoints V et V' pour obtenir une contradiction.

Pour une suite complexe=v + iw avecv, = Re() etw, = Im(u,), on a :
im u, =1 < Iim v,=Re() et lim w,=Im()

n - o n - oo n - o
Eneffet,si lim u, =1, alors|v, —Re()| <|u,—1| et|w, —Im(l)| < |u, —1| permettende montrer
n - o
l'implication O .
Réciproquement, silim v, = Re() et lim w, =Im(l), on pourra utiliser le fait que :
n - oo n - oo

|un—1| < |va —ReQ)| +|wh — Im()]

Ainsi, on a la possibilitéde raisonnemlobalemensurla suiteu, ou biende seramenera I'étudedes
deux suites réellesetw.

On appellesous-suiteu suiteextraited'unesuite (x,) unesuitequenousnoterons(Xom) ou (P(n))
estunesuitestrictementroissantaed'indice.Parexemple si ®(n) = 2n, la suiteextraiteestcelledes
termes d'indices pairs. ®i(n) = 2n + 1, la suite extraite est celle des termes d'indices impairs.

On remargueaisémentque, si une suite converge,alors toute sous-suiteconvergevers la méme
limite. En effet, soitl la limite de (x,), et (Xom) UNesuiteextraite.® étantstrictementroissantepn
a, par récurrenc&(n) = n pour toutn.

Oe>0,0N,0n>N,|x -l <¢
Comme®(n) = n, on a, a fortiori :
On> N,|X¢(n)—|| <Eg

On se sert courammente la contraposégour montrer qu'unesuite ne convergepas. On extrait
deuxsous-suitegonvergeantersdeslimites différentes.Parexemple: (—1)" pour laquellela sous-
suite de rang pair converge vers 1 et celle de rang impair vers —1. La suite compléete ne converge pas.

4— Opérations sur les limites

Lesthéorémesyui suiventétaientjugésévidentsau XVIIl ®™ siécle.Une tentativede démonstration
auraitalorsparuincongrueet superflue.Cesdémonstrationsioussont cependanhécessairepour
plusieurs raisons :

Montrer I'efficacité de notre définition de limite.

Justifier la validité de notre intuition.

Servir de modéle de démonstration pouvant étre utilisé dans des cas plus complexes.

a) SOMME:
PROPOSITION :
Soient(a,) et(b,) deux suites.
i) Si(a,) converge vers et(b,) versp, alors(a,+ b,) converge vers+p.
i) Si(a,) est bornée dty,) tend verso, alors(a, + by) tend verso
i) DansR, si(a,) est minorée gb,) tend versto, alors(a,+ by) tend versro
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iv) DansR, si(a,) est majorée gb,) tend vers-o, alors(a,+ by,) tend vers—o

Démonstration
i) Da>0,|an+bn—(a +|3)| s|an—a| +

by —B|
or,ON,On>N,|a,—a| <& etOM, On> M,

b.—B| <.

DoncUn> Max(N,M),|an +by—(a+ [3)| < 2.

En particulier, pour toute constante @n (C +a,) =C + lim a,
n-oo n— oo

i) O A, |an+ by 2|0y —|a

Or,0M, On,|a| <M etON,0n>N,|b,| > A+ M

Donc,00n> N, |a, + by > A.

Les démonstrations pour iii et iv sont analogues a celles de ii.

On obtient une forme indéterminée lorsque I'une des suites tencbyegslautre verses.

b) PRODUIT:

PROPOSITION :

Soient(a,) et(b,) deux suites.
i) Si(a,) converge vers et(b,) versp, alors(asb,) converge vers3.
i) Si(a,) est bornée dt,) converge ver§, alors(anb,) tend verd

iii) Si (|an|) estminorépar un réel strictemenfpositif et si (b,) tendversoo, alors (a;b,) tend
versoo,

Démonstration
)O0e>0
|adon — B =[au(bn —B) + (20— 0B
<|aubn - | + 2. —al g
< M[bn B[ +[an ~al B
ou M est un majorant de la suite born&g. (
Or, 0N, 0n> N, [b, - Bl <55

0K, On>K,|a,—af <&

2p|

Donc,0 n> Max(K,N),|aﬂbn —or|3| <E.
En particulier, pour toute constante @n Ca,=C lim a,
n—-oo n— oo
ii) Soit M un majorant dd4.|). Ona,0& >0 :
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|adby| < M|by|
Or,0ON,O0n>N,|by| <ﬁ

Donc,00 n> N, |aqby| <e.

iii) Soit m> 0 minorant|@,[). Ona,JA>0:
| 80bon| 2 by m
or,0ON,0n> N, |b| >2

m

Donc,00 n> N, |ab,| > A

On obtient une forme indéterminée lorsque I'une des suites tend vers 0, et l'agtre vers

c) INVERSE:

Dans ce paragrapheet le suivant,on supposerajue les suites se trouvant au dénominateume
s'annulent pas.

PROPOSITION :

Soit(a,) une suite.

i) Si(a,) converge vers non nul, alors(i) converge ver%.
ii) Si(a,) tend vers), alors(i) tend verso.

iii) Si(an) tend verso, alors(i) tend vers.

Démonstration
i) dOe>0,
1_1) _laq
a a |ana|
o o
OrON,0On> N,|an—a| < et donday| >
1 1 2

Donc,0n> N,|—=—-={ < da,—aqa|, avec C ==
an «o d | a?

Or0OM, 0n> M,|an—a|<%

Donc,l0 n> Max(N,M),‘i—é <g

an

1

i) 0A>0,0N,0n>N,|a < dong =/ > A
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La démonstration de iii) est analogue a celle de ii)

d) QUOTIENT:

PROPOSITION :
Soient(a,) et(b,) deux suites.

i) Si(a,) converge vers et(b,) versp3 non nul, alors(%) converge ver%.
i) Si(an) est bornée dty,) converge vers, alors (%) tend vers.

iiiy Si(au|) estminoré par un réel strictementpositif et si (b,) tendvers0, alors (%) tend
n

versoo,
iv) Si(a,) converge vers et si(b,) est bornée, alor(%) converge vers.
n

v) Si(a,) convergeversO et si (| bn|) estminoréepar un réel strictementpositif, alors (%)
n

converge ver§.

Démonstration
Il suffit d'utiliser les résultats démontrés pour le produit et I'inverse

On obtient une forme indéterminée lorsque les suites tendenrt vewsvers 0.

5- Inégalités et limites
Ce paragraphe n'est valable queRur

PROPOSITION :

Soit(x,) une suite qui converge vers I. Alors :
)I>a(ON,On>N,»x>a
i) ON,On>N,»%=2al l=a

On a des résultats analogues avec et

Démonstration
i) résulte de la définition de la convergence en premart—a.

ii) : Sil <a, alors il existe M tel que, pour toatsupérieua M, |xn —I| <a-|etdoncx, < a. Alors,
pourn> Max(N,M) on devrait avoir simultanémext=> a etx, < a, ce qui est impossible.

Ce résultats'appellepassage la limite dansuneinégalité.On remarqueraju'elle se pratiqueavec
des inégalités larges.

PROPOSITION :
i) Si(a,) converge vers, (b,) versp, alors :
a<pB0O ON,0O0n>N,a<hb,
ii) Si(a,) converge vers, (by,) versp, alors :
ON,On>N,a<b,0a<p
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iii) Si(a,) et(c,) convergent vers |, et si :
ON,On>N, a<hb ¢
alors (b,) converge vers .
iv) Si(b,) tend verstoeo, alors :
On,a=2b,0 lim a,=+»

n-oo

Démonstration
i) et ii) se montrent en appliquant la proposition précédente a leagtits,.

i Oe>0,0M,On>M,l—e<a,<l+e. 0K, On>K,l—e<c, <l +¢.
Donc,00 n> Max(N,M,K),| —e <a,<b,<c, <l +¢

Le iv) est laissé en exercice.

6— Suites monotones
Ce paragraphe n'est valable queRur
PROPOSITION :
Soit(x,) une suite croissante. Alors :
i) Ou bien(x,) est majorée et alors,) converge.
i) Ou bien(x,) n'est pas majorée et alofs,) tend versto,

Démonstration

i) Soitl = Supk,). Nous allons montrer qu&.f converge vers On a:
(*) 0N, X1 2 X
(**) On, % <|
(***) De>0,0N,l—€g<xy

Soite > 0 et considérons g donné par (***). Par récurrence, (*) permet de montrer que :
On>N, X, = Xy
Dongc, en utilisant (*)J n> N, —e <xy<x, <l <l +¢

i)Ona:
(*) On, Xne1 = X
(**) OA, ON, xy > A

Soit A donné, et considéronsNedonné par (**). Par récurrence, (*) permet de montrer que :
On>N, X, = Xy
Donc,dn> N, A <Xy < X

On a évidemment la proposition duale :
PROPOSITION :
Soit(x,) une suite décroissante. Alors :
i) Ou bien(x,) est minorée et alors,) converge.
i) Ou bien(x,) n'est pas minorée et alofs,) tend vers—o.

Dans le cas i), la limite est la borne inférieure de la suite.
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EXEMPLEL :
1,1

Soitx, =1+1+ > + 31 +...+ n—ll (x,) estévidemmentroissanteOn prouve par récurrencejue
(n+1)! > 2" pourn= 1. Donc la suite est majorée par :
1,1 1 1
<l+14+=+=+ ...+ =1+ —) <

Etant croissante majorée, elle converge. (On prouvera ultérieurement qu'elle convegge vers

EXEMPLE2 :
Soitx, =1 +% + ... +%. La suite est croissante. On a :

1 1. 1 1 1 1 1
n=1+=+E+)+E+..+)+ ...+ + .. +=
=15+ GrP TPt T T )

1.2 .4 ot 1 1

S1l+=+S+=-+ . +——=1+=+ .. +=
2145+5 gt A LS4

n
>1+—=
>1 5

Donc la suite n'est pas majorée. Elle tend vers +

7— Suites adjacentes
Ce paragraphe n'est valable queRur
Avant de définir les suitesadjacentesnousallons d'abordétudierles suitesvérifiant les propriétés
suivantes.
PROPOSITION :
Soit(a,) et(by) deux suites vérifiant :
(an) est croissante
(bn) est décroissante
On, &< by
Alors ces deux suites convergent vers des liraief3 telles quex < f3.

Démonstration
Montrons d'abord queld n,[0 m, & < by, En effet :

Sin<m, on aa, < an< b

Sin>m, onaa,<bh,<bn,
Donc (a,) estunesuite croissantamajoréepar n'importequel termede la suite (b,). Elle converge
doncversunelimite a. a étantla bornesupérieurale la suite(a,), elle estinférieurea tout majorant
de la suite. On a donc :

Om, a < b,
La suite bn) est décroissante minorée. Elle converge donc vers une fiméefiant :
a<p.

Cettepropositionadmetcommecorollairela propriétédessegmentemboitésSoit (1) = ([an, b))
unesuitedécroissantéau sensde l'inclusion) de segmentsalorsil existeun élémentcommuna tous
les segmentslLa propositionpermetde montrerque l'intersectionde tous les segmentsest égalea
[a, B], oua est la limite des, et la limite degb,.

Définissons maintenant les suites adjacentes :
DEFINITION
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On appelle suites adjacentes deux suiggset (b,) telles que :
i) (a,) est croissante
i) (bn) est décroissante
i) lim b,—a,=0

n- o

On dispose de la proposition suivante :
PROPOSITION :
Soit(a,) et(b,) deux suites adjacentes. Alors ces deux suites admettent la méme limite.

Démonstration
Il suffit de prouver que
On, &< by
et d'appliquerla propositionvue plus haut. Or, si I'on a ay > by pour un certainN, et si on pose
e=ay—by>0 alorsona:
On>N,a,—-by,2ay—by>¢
ce qui est contradictoire avec iii)

Une formulation équivalente est la suivante :
Soit (I,) unesuitedécroissantele segmentslontla longueurtendversO0. Alors l'intersectiondesl,
est réduite a un point.

EXEMPLE: les suites babyloniennes.

Les babyloniens(2000 avant JC) ont semble-t-il utilisé comme approximationde \/5 la quantité
% (b + %) ou b estun nombrearbitraire,en pratiqueprochede\/a, parexemplesapartieentiére.Le

procédé peut étre itéré. Saitin réel strictement positif. On définit les deux suites :
bo est arbitraire, élément dgg ,+oo[

_a

a, = b,
_anthy

bn+l - 2

Montrons que les deux suites convergent \f@rs

) On,a,<~/a<bh,
Cette relation est vraie poar= 0. Par ailleurs :

bn+12\/5=>b3+bn >2/a - bZ-Dnfa +a=0

= (b —\[a)*= 0
An+1 = a <i :\/5-

bn+l a ’\/5,

ii) (an) est croissante elbf) est décroissante.

_po—@atbh L _a—Dby
D1 —bn = 5 bn = 5 <0

20

a
bn+l

A1 —an =

Ol
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iii) 1l enrésulteque(a,) convergeversunelimite a et (b,) versunelimite 3. En passant la
limite dans les relations définissaqtetb,, on obtient :
a:% eta:%ﬁm afB=aeta =B 0 a =P =+la

Prenons l'exemple de= 2, en partant dia, = 2. On obtient successivement :
a, =1, 1.333333333, 1.411764706, 1.414211438, 1.414213562
b, = 2, 1.500000000, 1.416666667, 1.414215686, 1.414213562
La convergence est trés rapide. Le nombre de décimales exactes croit exponentiellement avec

8— Théoreme de Bolzano-Weierstrass

La suite du paragraphe est réservée aux MPSI

Nous avons vus deux théorémes de convergence des suites :
celui des suites croissantes majorées
celui des suites adjacentes

En voici un troisieme :
De toute suite bornée, on peut extraire une sous-suite convergente.

Par exemple,si x, = (—1)", alorsla suite extraite (x,,) convergevers 1 et la suite extraite (Xon+1)
converge vers —1. En outre, si une suite n'est pas bornée, il existe une sous-suite qui¢end vers

Démonstration 1
Nous procéderons par dichotomie. Srij (ine suite bornée, contenue dans le segraeh}.[Onva
définir une suite d'intervalles emboitgsdls que :

Pourtoutn, |, contientuneinfinité de termesde la suite (c'est-a-diregu'il existeuneinfinité
d'indicesp tels quex, appartienne &)

La suite (}) est décroissante au sens de l'inclusion.

La longueur des, lest égale QZ_Ta.

On choisitly = [a, b]. Supposong, chaisi, |, = [a,, by]. Parrécurrence], possedaineinfinité de
termesde la suite.Doncil existenécessairemenineinfinité de termesdansau moins!'un desdeux
bn + &, bn + an

intervalles[a,, n]. On choisit pour I, cetintervalle.ll résultedespropriétés

des | que @,) et (,) forment deux suites adjacentes, convergeant vers la mémd limite

Définissongmaintenanta sous-suiteOn choisit ®(0) = 0. Si ®(1), P(2), ... d(n—1) sontchoisis,on
choisit®(n) tel que®(n) > d(n-1) et xo(n) appartiennend I, ce qui estpossiblepuisquel,, contient
une infinité de termes de la suite.

On en conclutque: [ n, a, < Xom < b, et donc que X»n convergevers|. | s‘appellevaleur
d'adhérence de la suite.

Démonstration 2

Voyons les entiera comme des individus situés a une haukgur

On dit quen a "vue sutamer"si: O p > n, X, > %,. (n estplus hautquetouslesentiersqui viennent
apres lui).

Ondit quen a"la vuebouchée'si: [Ip > n, X, = X,. (Il existeun entierp supérieura n et situéplus
haut que lui).

Il'y a alors deux cas :
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Ou bienil y a uneinfinité d'entiersayantvue surla mer. Dansce cas,les x, correspondantorment
une sous-suite décroissante. Etant minorée, elle converge.

Ou bien il n'y a gu'un nombre fini d'entiers ayant vue sur la mer. Se pdagdatade ce nombrefini,

tous lesermesont la vue bouchéeOn enchoisitun d'indicepo. Il existeunindice p, > po tel quex,,

> Xp, PUIS P2 > 1 tel quexy, = X, etc...On construitainsiune sous-suiteeroissanteEtantmajorée,
elle converge. Etant bornée @eetb, la limite est dansgb].

Démonstration 3

Soity, = Sup{x, | p = n}. La suite(y,) estdécroissantécar{x, | p =2 n+1} estun ensemblénclus

dans{x, | p = n} doncestmajorépary, doncsabornesupérieurey,.; estinférieureou égalea ce

majoranty,). En outre, la suite (x,) étantminorée,il en estde mémedesy,. Etant décroissante

minorée,la suite (y,) convergeversunelimite I. Nousallonsmontrergu'il existeune sous-suitede

(%) qui converge verks

Soite = 1. Il existeN; (et mémeuneinfinité detelsN,) tel quel — 1 <yy, <I + 1 (définition dela

limite d'une suite convergente, igi)).

Il existe doncx, , avecp: = Ny, tel quel — 1 <x, < yn, <I + 1 (définition de la borne sup, i)

Supposonsy,, Xy, ---, Xp,_, définiset choisissong = % Il existeNg tel que,pourtoutn > N, on ait
% <y, <l +% (a nouveau définition de la convergence de la syt (

Choisissons supérieur @1. Il existe alors um, , avecpx > ntel que :

1

I_%<kas yn<|+E

(A nouveau, définition de la borne sy

Continuant indéfiniment, on construit une sous-sxii¢ telle que, pour tolk, on ait :
1 1

—=<x, <|+=

= sy

Cette suite converge donc vérs

EXEMPLE: Onnoteraquela démonstratiome donnepasde constructionexplicite de la sous-suite.
On peutne pasétre capabled'expliciterunetelle sous-suiteParexemple,l existedesentiersn,, n,

..., Nk strictementcroissanttels que sin(ny) converge,mais on n'en possedepas d'expressionOn

obtiendraunjoli dessindes1000premierspointsde la suitesin(n) entracanten Pythonlespointsde

coordonnéeqn, sin(n)). Le théorémede Bolzano-Weierstrass'applique égalementaux suites
complexes.|l suffira en effet d'extraire une premiére sous-suitetelle que les parties réelles
convergent, puis de cette premiére sous-suite, on extraitaux@mesous-suitdelle quelesparties
imaginaires convergent également.

Fin de la partie réservée aux MPSI. Retour a la partie commune MPSI, PCSI, PTSI.

[l : Suites particulieres

1- Suites arithmétiques

Une suite arithmétique est donnée par son premier i@retesa raison :
Dn, Un+lZUn+r

On a alors par récurrence :
Un = Up + Nr
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et UtuU +...+tuy =N+ Ly +r

nn+1)_(n+ 1)U+ uy)
2 2

2— Suites géométriques
Une suite géométrique est donnée par son premier tgretesa raison (non nulle en général) :
|:| n, Un+l = q Un

On a alors par récurrence :

Ur =0 Uo
et U+ U+ ... +uy = (N+ L)uo sg=1
n+1
=U ﬂ_ S'q 1
1-¢
Cettesommeconvergesi et seulemensi|g| < 1. La limite de la sommevaut alorslu—_oq ce qu'on
notera sous la form¥ u, = o
n=0 1- q

EXEMPLE:

Une utilisation courantedes suites géomeétriquedntervient dansles préts a crédits. Un préteur
disposed'unesommeM qu'il consent préterautauxd'intérétmensuet. Un emprunteudemandex
recevoir cette sommeM en contrepartied'un remboursementensueld'une sommea, pendantn
mensualités. Quelle est la valeuraden fonction de Mt etn ?

Du point de vue de préteur,le taux d'intérétcorresponda ce qu'il pourrait gagnerpar ailleurs en
placantsonargent.Ainsi, le capitalM deviendraitM(1 + t) au bout du premiermois, M(1 + t)* au
boutdu deuxieéme,.., M(1 + t)" auboutde n mois. Il ne peutconsentira préterla sommeM quesi
les remboursementstgulierslui permettent'obtenirun capitaléquivalenta M(1 + t)" auboutden
mois, en placantcesremboursementdansdesconditionscomparablesAinsi, recevanunesommea
au bout d'un mois, et placantcette sommeau taux t, il auraa(l + t)"* au bout desn — 1 mois
restantsRecevantune autresommea au bout de deuxmois, il auraa(l + t)"* au boutdesn — 2
mois restantsgetc...La dernieresommeregue,au n°"° mois, esta et ne rapporteaucunintérét. Son
capital final sera donc :

al +t)"t+a(l +t)" "+ ... +a(l +t) +a= agl—ﬂtLl

qui doit étre égal a M(1 #", d'ou la relation :
Mt
1-(1+t)™
Une autre explication de cette formule sera donnée au paragraphe suivant.

a=

Indiquons par ailleurs gu'il existe deux méthodes pour passer du temps rhandaeix annuel T :
[0 La méthode exacte du taux actuariel (tenant compte des intéréts cumulés) :

1+ T=(1+#)"
Ainsi, un taux annuel de 6% correspond a un taux mensuel de 0,4868 %.

O La méthodedu taux proportionnelconsistanta annoncena formule t = 1l2 (tout en pratiquant

guandmémedesintérétscumulés).Ainsi, un taux proportionnelannoncéde 6% corresponda un
taux mensuel de 0,5 %t donca un taux annuelactuarielréelde 6,17 % = 1,005° — 1. Le préteura
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avantage a parlete taux proportionnel A chargepourl'emprunteurde le convertirentaux actuariel
qui lui sera vraiment appliqué.

Application numérique: empruntde 40 000 Eurosau taux annuelde 6% sur 10 ans.Le montant
mensueldes remboursement®st de 440,90 Euros au taux actuariel, et de 444,08 au taux
proportionnel.La différenceest minime, mais, sur 120 mois, celareprésentequandméme381,60
Euros.

3— Suites arithmético-géométriques
Une telle suite est de la forme :
0N, U =aw, +b

avecb # 0 eta# 1, sinon on retrouve les suites précédentes.
Une solutionparticuliereestobtenuepour la suiteconstantd telle quel = al + b. Cettevaleurl| est
d'ailleurs la limite éventuelle de la suite si elle converge. @il suite auxiliaire définie par :

On, Vo =uy—1.
On a alors: O n, Vi1 = av, autrementdit, la suite (v,) estla solution généralede I'équation
homogene. On@, =a" vy etu, =1 +a" (U —1)
La suite converge donc si et seulemefd|st 1 ouu, = 1.

EXEMPLE:

Un préteurdisposed'unesommeM qu'il consent préterautauxd'intérétmensuet. Un emprunteur
demande recevoircettesommeM en contrepartied'un paiementmensueld'unesommea, pendant
n mensualités. Quelle est la valeuraden fonction de Mt etn ?

Au momentde payerla K™ mensualité)'emprunteura déjarembourséune partie du capital. Soit
Ci1 le capitalrestanta rembourseapresle k — 1°™ versementde sortequeCo = M et C, = 0. Le
paiment de la mensualigéconsiste d'une part a rembourser la paltieapitalC,_; — Cy, d'autrepart
a payer des intéréts sur le capital;@endant un mois, de sorte que :

a=GCG1—G+tCy
O Ci= (1 +t)Ck_1 —a
On reconnait dans (Cune suite arithmético-géomeétrique, de point fixe(1 +t)| —a, soitl :?

O ck—%‘z (1 +t)(ck_1—%‘)

0 G=F=@+)(G-D =+ M-

0 —%‘ = (1 +1)"(M —%‘) puisque G=0
Mt
S P

4— Suites récurrentes linéaires
Une telle suite est de la forme :

N, Uns2 = Qe + bu, (*)
avecb # 0.

Méthode 1)
Les suites géométriquesnon nulles solution de cette récurrence vérifient :
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rYf=ar+b
Soit r solution(éventuellementomplexe).Cherchondes autressolutionssousla forme: u, = vr".
On obtient :
Visz IZ = ar Vo + b Wy
- Vneo(@r +b) =ar voe + b vy
And (ar + b)(Vn+2_Vn+l) = _b(Vn+l _Vn)

Donc la suitevn., — Vn+1 €St une suite géométrique de rais%@%—b ou —rbz ou enfinr? sir' estl'autre

racine. On a donc :

''n R
Vo—Vp1=C (r?) , ou C est une constante.

On en déduit que, = C(r? )+ C(r? Y+ C(r?) + Vo
Sir =r', alorsv, est de la formein + 3, etu, est combinaison des suitéstnr".
Sir #r', alorsv, est de la formel( r? )" + B, etu, est combinaison dé et der™.

Méthode 2)

PosonsS= {(uy) | (un) vérifie (*)}
S estun sous-espaceectoriel de I'espacevectoriel dessuites.Cet espacesst de dimension2. En
effet, considérons les deux suites particulieres U et V élémeBtgidénies par Y=1etU =0, b
=0 et A = 1. On prouve facilement par récurrence que toute $uitsS s'écrit :

u=upU +uV
Cette décompositionest unique. Ceci prouve que (U,V) constitueune basede S. Cette baseest
malheureusemertde peu d'utilité car elle ne permetpasde calculerle terme généralde la suite.
Cherchongloncuneautrebase Cherchondes élémentgle S qui sontdessuitesgéométriquesr”). r
doit alors vérifier :

rYf=ar+b

Cette équation s'appelle équation caractéristique associée a la suite.

Plusieurs cas sont a considérer :
O surC:

Si le discriminantest non nul, il y a deux suitesdifférentesde raisonr; et r,. Il n'estpas
difficile de montrerque cesdeuxsuitesformentun systemdibre et doncunebasede S. Cettebase
permet de calculer le terme général de toute suif de

2

Si le discriminant estnul, alorsil y a uneracineuniquer, égalea%, etb= _az_ Cherchons
une autre suite sous la formg". On obtient alors :

Vn+2 rz = a.Vn+l r + b.Vn

& _ 2 Va1 _ 22V

= Voio—=a a
"4 2 4

it V2 = N1 —Vn

ind Vine2 —=Vhs1 = Vnrz — V.

Ainsi vn.1 — Vi, estconstanteOn peutprendrepar exemplecommesolutionparticulierevy, — vp = 1
ouv, =n.
Les deux suites) et (") sont indépendantes. Elles forment une basg de
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O surR.

Si le discriminant est positif, cf ci-dessus

Si le discriminant est nul, cf ci—-dessus

Si le discriminantest négatif, alors, en tant que sous-espace&ectoriel complexe,on peut
prendrecommebaseles suitesgéométriqueslie raisoncomplexer; etr,, nécessairemembnjuguées
si a et b sontréels. Mais on peut égalementprendreRe(,") et Im(r;") qui, étant combinaison
linéaires de," etr," sont bien élément d& sont réelles, et engendréht

PROPOSITION :

Soit la relation de récurrenceu,., = au+1 + bu,. On associea cetterelation I'équation
caractéristiquer® = ar + b. L'ensemblelessuitessolutionsformeun espacevectorielde dimension
2 dont une base est

Si le discriminant est non nul : (r1") et (r.") ou r; et r, sont solution de I'équation
caractéristique. Dans le cas d'un discriminant négatifRumon prendIm(r,")) et(Re(1").

Si le discriminant est nul(r") et(nr") ou r est racine double de I'équation caractéristique.

EXEMPLES
Un+2 = a-oln+l - ZJn 0 U, = A+ 21[,1
Un+2 = Un+1 + Uy (SUite de Fibonacci) O Uy = )\(1_+2\E)n +1 (1_—2\E)n
Un+2 = 4Un+1 — 4Un 0 U, = 22" + |.1n2”

5- Suites récurrentes

On s'intéresseaux suitesde la forme u, = f(u,-;) ou f est une fonction continue définie sur un
intervallel. De faconquela suitesoit définie pourtout n, noussupposeronguef(l) estinclusdans
l.

a) limite éventuelle
Si | estunelimite possiblede la suite, alors, en passan la limite dansla relation de récurrence,
| =f(l). De tels points sont appelés points fixes.de

Dans toutes les études qui suivent, un graphique est de la plus grande utilité.

b) f croissante

Unefois quel'on atrouvéleslimites éventuellespn partage enintervallesde la forme[a, b], ou a
et b sontdeslimites éventuellesou +o0 ou —o, ce qui estpossiblele plus souvent,saufcasd'une
fonctionf pathologique. Commencons par suppoagb][borné. On a alors :

f(a) =a
a<x<b0O f(a)<f(x)<f(b)0 a<f(x)<b
f(b) =b

f(x) —x est de signe constant sar p].
Traitonsd'abordle casou f(X) — x = 0 sur ]a, b[. La constructionsuivantepermetd'utiliser un
graphiquepour conjecturerle comportementle la suite.On tracele graphede f, ainsiquela droite

y =X
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(U2,us (Us )
(u,u (Un,t) :
(Uo,Us
(uz,uy)
a _____
'a } (Uo,O)I } b

On a indiqué sur "I'escalier” qui est dessinéles coordonnéesles points anguleux.La suite (up)
apparait aussi bien comme suite des abscissesque comme suite des ordonnées.On voit
immédiatement que la suite est croissante majorée parifions-le :

Soitu élément ded, b[. On a alors :
i) On,u,O[a b].

Cette propriété est vraie ponr 0. Si elle est vraie pow-1, alors on a:
asu,i<b0O f(a) < f(u,y) <f(b) carf est croissante
0 a<u,<bcarf(a) =a, f(u,1) =u, etf(b) =b.

ii) (uy) est croissante.
En posank = u,-1, on a en effet(x) = X 0 Up = Up1.

iii) (uy) estcroissantamajoréeparb, doncestconvergenteSalimite éventuelleest!, point
fixe supérieurou égala up et inférieur ou égal a b. Le seul qui convienneest b. Ainsi la suite
converge vers.

Dansle casou f(x) — x < 0 sur]a, b[, on montrede mémeque la suite est décroissante,
convergente vera.
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(ulaul

(Uo,Uy)

(Uz,Up)

Uz, Up)

(U0)

Ainsi, le sens deariationde la suiten'estpaslié a celuide f, maisseulemen la positionde f(x) par
rapport &. On a le résultat suivant :

f croissante surlll (u,) monotone.
qui peut d'ailleurs se montrer directement par récurrence.

Considéronsmaintenantle cas d'un intervalle partitionnantl non borné, par exemple[a, +oo[ et
f(xX) —x > 0 sur[a, +eo[. On montrecommeprécédemmengue la suite restedans[a, +oo[, et est
croissante. Stlle convergeaitce seraitversun pointfixe | supérieu a, ce qui estcontrairea notre
hypothése On en conclut donc que la suite ne convergepas, et qu'elle tend donc vers +w. Si
f(X) —x < 0, la suite est décroissante et converge &e@n traitera de méme le caso-b].

EXEMPLEL :
f(x) =+/2x+ 3. Le point fixe est 3. Toutes les suites convergent vers 3.

EXEMPLEZ2 :
f(x) = 2expk — 2). Il existe deux points fixes, I'un attractif, I'autre répulsif.

c) f décroissante
On peut distinguer le cas de la sous-suite de ranguyggiet de rang impaing..) car :

Uzn =T 0 f(Uzn-2) = 9(U2n-2)

Uzne1 =T 0 f(Uzn-1) = 9(Uzn-1)
avecg =f o f croissanteOn peutdoncappliquera g I'étudeprécédenteChacunedesdeuxsuitesest
doncmonotone et de monotonieopposéecar Uxn.1 = f(Uzn), doncsi (Uz,) croit par exemple,(Uzn+1)
décroit.ll sepeutquela suiteadmetteunelimite, maisaussique (Un) tendeversl| et (Ugn.1) versl'
avecl =f(I') etl' =f(I). C'est le cas dans l'illustration ci-dessous$ sl :
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Il peut aussi ne pas y avoir de limite, la suitg {endant vers l'infini.

On peut aussi essayer de majtbluer—l| oul est une limite éventuelle.

D'une maniéregénérale on montrerapar récurrenceque, si | estpoint fixe def, u, — | changede
signe a chaque incrémentation de n.

EXEMPLEL :
__ [4=3X
o) = 10
On montreraque la suite n'estdéfinie que pour uy O [— >7 ' 3k Le point fixe estE. On a, en
multipliant par la quantité conjuguée
S‘E_Un
1 2
Un+1—§ = ™
A
10, | 10 5
1l 3 1
+1 — A <= n—74
o e i 2‘
. 1 n 1 .
donc, par recurrena‘lﬂn _E‘ < (g) U —5 et la suite converge ve%s
EXEMPLEZ2 :
__ 3
0 =21

Le point fixe est1l. La méthodede I'exemplel ne donnepasgrandchose.On étudieles suitesde
rang pair, et de rang impair. On pasef o f. Le signe deg(x) —x est celui de :
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3(2¢ + 1F — (¢ + 1x — 18 = (x— 1)(2¢ + 2+ 3)(—2¢ + 6x— 1)
+
2
versl'un despointsfixes, et I'autrequi tendversl'autre,saufdansle casparticulierou up = 1, auquel
cas la suite est constante.

g admetdeuxpointsfixes supplémentaire53 7. On a alorsl'une desdeuxsous-suitegui tend

d) f quelconque
L'étude peut se révéler extrémement difficile. Considérons par exemple la suite récurrente suivante.
X =0

1
On=0, X1 = f(X,) avecf(x) = T+ 2l x
Onmontreque,lorquen décrit N, x, prendtoutes les valeursrationnellespositivesunefois et une
seule. Bibliographie: American Mathematica¥lonthly, vol. 110,n°7, aolt-septembr2003,p.642-
643)

, ouX(Idésigne la partie entiére de

Méme dansle casou f est continue,la situation est complexeet fait l'objet de recherchedrés
pousséesd.es suitesque I'on obtientsontliéesaux notionsde fonctionschaotiquesde fractals,de
sensibilité aux valeurs initiales, d'effet papillon... On se reportera a I'anf@retions chaotiques

IV : Comparaison des suites numériques

1- Suites équivalentes

DEFINITION :

i) Une suite(x,) estnégligeabledevantunesuite(y,) s'il existeunesuite(g,) tendantvers0
telle que x = y.€, pour tout n.

i) Unesuite(x,) estéquivalentea unesuite(y,) s'il existeunesuite(g,) tendantverso telle
gue % = Yn.(1+€,) pour tout n.

i) Une suite (x,) estdominéepar unesuite (y,) s'il existeune constanteC telle que, pour

tout n,|x| < Clyu|-

Pour des suites ne s'annulant pas, cela signifie :
i) yﬁtend vers 0. On note = ofyx)
n

i) yﬁtend vers 1. On note Ly,

ii) (yﬁ) est bornée. On noig = O(y)
n
Les propriétés suivantes résultent directement des définitions :
Six, =¥ + Z, €t si &) est négligeable devant), alors &,) et {,) sont équivalentes.

Six, Ux, ety, Uy, alorsx, x,' Uy, yi' et% Dg\%

2— Suites de références
On dispose des comparaisons suivantes :
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[0 Suitestendantvers+eo : Poura > 0, 3 > 0, k > 1, on note ci-dessoudes suitespar ordre de
dominance. Une suite est négligeable devant les suites situées a sa droite.

(In(n))* n° K" n!

O Suites tendant vers 0 : Paur 0,3 > 0,k< 1
1 @ 1 1
n! n’ (In(n)*

Le casdessuitestendantvers0 sedéduitdu casdessuitestendantverslinfini parinversion.Il suffit
donc de montrer le permier cas :

a
lim In(n))” - 0 car lim %%2 = 0 qu'il suffit d'élever a la puissanae

B B B/n(k) B/n(k)
- n : n : n In(k) .
lim = lm —Jrp= lim =0car lim =0

n—>°°kn n—>°°enn n—>00(en) n - oo en

Enfin, pour le calculde lim % posonsK un entier supérieura k, prenonsn supérieura K et
n - oo .

écrivons :

K _ K' _ K ) KK

Nt 1x2x. . xKx(K+l)x..xn 1x2x.xK (K+1)x (K+2)x..xn

K¢ k

n— .. ) k nK .
< K
S Toox 7K (K+1) dont la limite est nulle pwsque(—K+1 est une suite

géomeétrique de raison inférieure a 1.

Annexe | : fonctions chaotiques

Les points exposésci-dessousont fait I'objet de recherchesactiveslors des derniéresdécennies,

comme le montre la bibliographie suivante :

* A. N. Sharkovski, Coexistence of cycles afantinuingmapof aline into itself, Ukrainian Math.
J., 16 (1964), p.61-71 (en russe)

* T.Li&J. Yorke, Period three implies chadsner. Math. Monthly82 (1975), p.985-992

* R. Devaney,An introductionto chaoticdynamicalsystems2nd ed. Addison-WesleyRedwood
City, CA, (1989)

» B.S. Du, A simple proof of Sharkovsky's theorékmer. Math. Monthly111 (2004) 595-599.

* B.S.Du, A simple proof of Sharkovsky'sheoremrevisited, Amer. Math. Monthly 114 (2007)
152-155.

Considéronsine fonction polyndme4ux(1 — x) du seconddegré(le type de fonction le plus simple
qui soit, aprés les fonctions affines) et considérons la suite récurrente définie par :

X1 = 4UXa(1 —Xn)
oux, 0 [0,1] etp O [0,1]

Cette suite particuliére est caractéristiquede phénomenedout a fait généraux,relatifs a de
nombreuses suites, et que I'on pourra tester numériquement sur une simple calculatrice :

[0 convergence&ersunelimite pour p < 0,75, avec(x,) monotoneou non. Ci-dessousp =0,7.La
suite converge vers l'unique point fixe positif.
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O bifurcationa partir de u; = 0,75dela suiteversdeuxvaleurs,ci-dessouspour i = 0,77.Le point
fixe s'estscindéen deuxvaleurss'éloignanpeua peuau fur et a mesurequep augmenteOn a pris
Xo proche d'une des deux valeurs.

puis bifurcation vers quatre valeurs pour une certainevaleur du parametrey,, ci-dessouspour
K =0,865. Les deux valeurs précédentes se scindent a nouveau en deux.
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puisvershuit valeurspour unevaleurp; du parametre,.. Les; convergenvers ... Feigenbauna

montréqueﬁ”—_““—; convergeaitversunelimite appeléadepuisnombrede FeigenbaumCettelimite
ntl — Mn

est une constanteuniverselledansle sensou elle n'estpasproprea la fonction 4ux(1 — x), mais
s'applique également aux fonctions de méme forme, tele61x).

[0 comportement chaotique de la sukg (orsquep > .. Ci-dessous poyr = 0.95.

Cela ne signifie pas seulemenijue la suite ne convergepas, mais aussiqu'il estimpossibled'étre
certainsde la valeurde la suiteau bout de quelguegermes.Toujourspour p = 0.95, en partantde
Xo = 0.4, on obtientun résultatxs, différent suivantla calculatriceou le logiciel utilisé (par exemple
0.580490034&o0ur ma calculatrice,0.296629524&n utilisant MAPLE, 0.4340637104587618n
utilisant Python). L'itération estici extrémemensensibleaux erreursd'arrondis.Ainsi, en Python,
X1000 Prendla valeur0.19474718929843356h utilisant la récurrencex,.; = 4ux(1 — X,), maisvaut
0.230812263217502%i on effectue le calcul sous la forme X1 = 4u(% — %), illustrant
limpossibilitéde toute prévisionpour ce modéleau-delad'un certainrang.Une telle sensibilitéa été
mise en évidencedansles calculsrelatifs aux prévisionsmétéorologique®t expliquela limitation
actuellea huit jours de cesprévisions.Uneinfime variationdesdonnéesnitiales donneraau bout de
ce délai un tempsprévu totalementdifférent. L'image illustrant ce phénoméneest passéadansle
grand public sousle nom d'effet papillon (un battementd'aile de papillon suffira & provoquerun
cyclone) et est en passede figurer a c6té du mythe de la pommede Newton et de la baignoire
d'Archimede.

A notercependangu'il y a vingt ans, les prévisionsmétéorologiquegtaientlimitées a un ou deux
jours. Les progréssont dis d'une part a la prise en compte des donnéesmondialeset non plus
seulementdes donnéesnationalespour le calcul du climat, et a l'augmentationde vitesse des
ordinateursNul intérétde prévoirle tempssurunesemaines'il faut un mois de calcul pourcela!! |l
n'enrestepasmoinsvrai que, quelsque soientles progrestechniquegéalisés,l resteune barriere
inhérente au probléme et a son instabilité.

Revenonsa notresuiterécurrentell existecertainessaleursde p dansla zonep > ., pour lagquelle

le comportement redevient régulier, et en particulier des valeyrarameétrgpourlesquelleda suite
(x,) admet 3, 5, 7, ... limites possibles de sous-suites. Ci-dessous, trois valeyrs: 0@5380.
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Ci-dessousle grapheestconstruitde la fagonsuivante: enabscissen porte, et enordonnéeson
porte des valeurs, de la suite poun grand.

Premiere
bifurcaion
La suite ()
converge vers
1 —1/4p i
Deuxiéme e
bifurcaion
/'//
La suite (x)/
converge vers
0
Lorsquep estinférieuré%, la suitetend vers 0. Pour comprisentre% et % la suitetendversle

point fixe x = 4ux(1 — x), soitx =1 — 4_111 ce qui correspond la branched'hyperbole Ensuite,la

suitesescindeendeux,la sous-suitele rangpair convergeantversunelimite et celle de rangimpair
Vers une autre, puis chacune se scinde a nouveau en deux, etc...
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Au dela dgu. apparait une nuage @geints.Si on agranditcettezone,on verraapparaitrainebande
de valeurs det ou la suite admet trois valeurs d'adhérence.

D'autres bandes apparaissent, correspondant a cing, sept... valeurs.

L' ordre dans lequel apparaissentes valeurs lorsque 1 croit est décrit de la fagon suivante.
Considérons la suite S d'entiers (ordre de Sarkovski) :

357 9 11w 6 10 14 18 22x. 12 20 28 36 44x..»..32 16 8 4 2 1
Si un cycle de périodep apparaitdansla suite (x,) pour une valeurpu du parametrela suitea dQ
avoir, pour desvaleursdu parametranférieuresa |, descyclesde périodesq, ou g suit p dansla
suite S. Ainsi, la période 7 apparaitAPRES les périodes9, 11...6...4,2, 1. Autrementdit, les
périodes apparaissent dans l'ordre :

1 2 4 8 16 32x..%..44 36 28 20 120..22 18 14 10 6»..11 9 7 5 3
Ainsi, a gauche de la bande indiquée par le chiffre 3 dans le dessin pré&oédesies périodessont
déja apparues.

L'ordre de Sarkovskiapparaitégalemendansle résultatsuivant,démontréen 1964. Si f estune
fonction continueadmettantun cycle de périodep, (i.e. il existex tel quefo fo f...o f(X) = xouf
est composép fois), alorsf admet des cyclede périodeq, ou g suit p dansl'ordre de Sarkovski.En
particulier, sif admet un cycle de périodefZadmet des cycles de n'importe quelle période.

Par ailleurs, pour tout n, il existeune fonction continueadmettantun cycle d'ordren mais aucun
cycle d'ordram pourm précédanh.
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Enfin, il existe une fonction continueadmettantdes cyclesd'ordre 2" et eux seulementOn peut
montrer qu'un tel exemple est donné par la fonction suivante :

g(x):2x+% SIOSX<%1
—_ 343 i1 3
= 2<+2 SI4SXS4
:&—g si%sxsl

Dansl'expressiorf(x) = 4ux(1 — x), (. estchoisientre0 et 1 de fagonque[0,1] soit stableparf. Ce
1

>
I, JetK telsquef(l) =f(K) = [0,1] et f(J) soitinclus dans]1,+[. Si on s'intéressaux pointsdont
les itérés restent dans [0,1], il faut donc enlever J au segment [0,1§gamentin segmeng| et
a K, etc...de sorte que I'ensembledes points dont I'orbite est dans[0,1] forme un ensembledit
ensemble de Cantor.

n'est plus le cas gi> 1. Dansce cas,[0,1] sedivise entrois intervalles,symétriquegparrapporta

Annexe Il : Caractérisation du corps des réels

Jusqu'auxXIXéme, les réels ne sont pas précisémentdéfinis. Certainespropriétéssont utilisées
implicitementou qualifié¢esd'évidentes Les mathématicienslu XIXéme se sont employésa les
mettrea jour explicitement.Ainsi, Cauchyultilise-t-il vers 1820 une propriétéanaloguea celle que
nousappelongropriétédessegmentemboitésPlustard, voici ce que Dedekind(1831-1916)&crit
sur la droite réelleGontinuité et nombres irrationnels1872) :

La comparaisonentre le domaineQ_des nombresrationnels et une droite induit a

reconnaitreque le premierestlacunaire,incompletou discontinu,tandisquela droite
doit étre dite complete hon lacunaire ou continue.Mais en quoi consisteen fait cette
continuité?[...] J'y ai réfléchilongtempsen vain, maisfinalement'ai trouvéce queje
cherchais.Lesavis sur cettedécouverteserontpeut—étrepartagés; je crois cependant
guela plupart desgensentrouverontle contenubientrivial. 1l consisteenceci.[...] Si
tousles pointsde la droite sontrépartis en deuxclassestelles que tout point de la
premiereclassesoit situéa gauchede tout point de la secondeclasse,l existeun point
et un seulqui opérecettepartition de tousles pointsen deuxclassesgcettedécoupede
la droite en deux portions.
La propriétéprécédent@stappeléeropriétédescoupuresde Dedekind.Cependantla plupartdes
cours de premier cycle universitaire (et en particulier le programmede CPGE) fait reposerles
propriétés ddR sur I'existence d'une borne supérieure pour les pariggéesla raisonenestque

I'utilisation de la bornesupérieureestplus directemengpplicablepour endéduired'autreghéorémes

1 Un exemple est tardivement donné patteirs de calcul différentiel et intégrale Serret dé879,qui, dansle §96,
considére une suite {Qelle que {1¢>0,0n, Op>n|Sy, -S| <¢:

«Celaposé le nombren restantinvariable faisonstendrep versl'infini, la [suite] S+, resteratoujourscompriseentre
deuxquantitésdéterminée$, — €, S, + € dontla différence2e estaussipetitequel'on veut; d'ouil suit évidemment
que S, tend vers une limite déterminée qugnau n+p augmente indéfiniment ».

Le mot évidemmentnontrel'incapacitéde I'auteura apporterune preuvede sa proposition.La mémeformulation
figure dansla rééditionde 1900, trenteansaprésquedesconstructionsie R aientété proposéesqui auraientpermis

de prouver l'affirmation.

Lien internet :

http://ebooks.library.cornell.edu/cgi/t/text/pageviewer-

idx?c=math;cc=math;idno=05220001;view=image;seq=153;size=100;page=root
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que la propriété de Dedekind.La propriété de Dedekind présentecependaniune approcheplus
naturelledesréels.On montreci-dessousjuela propriétéde Dedekindestéquivalentea la propriété
de la borne supérieure.

K désigneun corpsmuni d'unerelationd'ordretotal compatibleavecles opérationsdu corps(entre
autresQ ouR). On considere les deux propriétés suivantes :

(P1) (Propriétés des coupures de DedeKjr&l (A,B) forme une partition d& de fagon que
OaldA,0Ob0OB,a<b
alors il existe un élémeng BeK tel que :
oubienA={allK/asx}etB={bOK/b>x%}
oubienA={allK/a<x}etB={bOK/b=x}

(P>) (Propriété de la borne supérieuy@ oute partie non vide majorée admet une borne supérieure.

Q ne veérifie aucune de ces propriétés. Voici des contre—exemples :
(P1) : SoitA ={x0Q|x<0ou(x=0etxX<2)} etB=Q —Ala coupuredevraitétre/2 mais

c'est un irrationnel.
(P2) : La partieA precédentebienque majoréen‘admetpasde bornesupérieuredansQ. Saborne

supérieure existe daii, mais c'est un irrationneh/2.
Montrons que les deux propriétés sont équivalente. Si I'une est vraiK diagtre aussi.

Démonstration :
0Py O (P2
Soit E unepartienonvide, majoréeparm. AppelonsB I'ensembledesmajorantsde E et A = K-B.
Alors :

B est non vide, can appartient a B.

A estnonvide, caril existeun élémentx dansk, et x — 1 ne majorantpasx setrouve donc
dans A.

OalA, Ob0OB,a<hb. En effeta [ A signifie quea ne majore pas E, et donc qu'il existe
élément de E tel quee< x. b [0 B signifie queb majore E et donc que< b. Donca < b.

{A,B} forme une partition deK. C'est évident puisque AK-B.

Les hypothéses d@4) sont vérifiées. Il existe domm, élément déK tel que :
(a)oubienA={al0K/asm}etB={bOK/b>my}

(ByoubienA={al0K/a<mp}etB={bOK/b=>my}

Dansle cas(B), mp estle plus petit élémentde B. my estdoncle plus petit majorantde E. La borne
supérieure de E existe donc.

Montronsquele cas(a) estimpossible Dansle cas(a), my estélémentde A et ne majoredoncpas
E. Il existex élément de E tel que, < x.

M + X _ X M+ X

2 2

cependant inférieur @élément de E. La contradiction est ainsi prouvée.

Onaalorsmy <

étantsupérieura my est élémentde B, donc majoreE. Il est
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0P 0 (Py)

Soit (A, B) vérifiant les hypothésesle (P,). Alors A estmajorépar n'importe quel élémentde b,
donc possedaine borne supérieurex, d'aprés(P,). X, étantle plus petit desmajorants,il estplus
petits que tous les éléments de B. Il répond donc a la conclusiBp) de (

R estdéfini commeétantun corpsKK vérifiant cesdeux propriétés.On montreque R existeenle
construisantprécisément partir des coupuresde Q. Par ailleurs, on montre qu'il est unique a
isomorphisme pres.

O
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