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| : Les entiers

1- Le principe de récurrence
Peano(1858-1932)a poséles axiomesqui régissentN. (Un axiomeestune propriétéservantde

basea la constructiord'unethéorieet dontil estimpossiblede montrerla véracitéou la faussetélls
serventa poserles réglesde fonctionnemente l'objet que I'on définit et sont considéréscomme
inhérents a la nature de I'objet considéré).

Il existe un ensemblenoté N dont les élémentsserontappelésentiers naturelset une fonction

appeléesuccesseudéfinie sur cet ensemble, et vérifiant les axiomes suivants :
i) 0 est un entier naturel
i) tout entier naturel possede un successeur
iii) Deux entiers naturels ayant le méme successeur sont égaux
iv) 0 n'est le successeur d'aucun entier naturel
V) SiunepartieA de N contientO et si le successeutle tout élémentde A appartienta A, alors

A est égale &N

V) est a la base du principe de récurrence.FSoit prédicat sulN, i.e.unefonctiondéfiniesur N a
valeur dans {vrai, faux} (autrement dit, pour touP(n) prend I'une des valeurs vrai ou faux).
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_8P(0)
SO nON, P 0 P(w1)  @orsInO N, P(n)

On appligue en effet 'axiome v) avec la partie A9 P(n)}.
EXEMPLE:

n
On rappelle que, pour tout entigry k :ﬂ(n;—l). Qu'en est-il de la somme des carrés ?
k=0

Montrons par récurrence que :

Dn,ZkZ:n(nJrlé(ZHl)

k=0

n
On noteP(n) le prédicaty K = n(n + 125(21 *1)
k=0
P(0) est veérifié caP(0) = 0=0
Soitn quelconque. SupposoRén) verifie. MontronsP(n+1) :

:g:kz:kiku(n+1)z:n<n+1gm+1>

_(n+D@°+n+6n+6)_(n+1)(2n°+7n+6) _(n+1)(n+2)(2n +3)
6 6 6
_(n+((h+1)+1)2h +1)+1)
6
ce qui est bien la propriété demandée.

+(+1F carP(n) est supposée vraie

n 2 2
A < +
On pourra de méme montrer par recurrencezllhé:n—(ndf—ll
k=0

Les axiomesde Peanopermettentde définir sur N 'addition, le produit, la relation d'ordre,avec

toutesleurspropriétéshien connues.. Nousne nousétendrongassur ce sujetet nousadmettrons
(ce qui est bien connu) que :

+ est associative O(,b,c),(@a+b)+c=a+(b+c)
+ est commutative O( b),a+b=b+a
+ possede un élément neutre 0 Oa,a+0=a

x est associatif

x est commutatif

x possede un élément neutre, 1, successeurde 0 [la, ax1l=a

x est distributif par rapport a I'addition O( b, c), (@a+b)xc=ac+bc

La relationd'ordreesttelle que,pourtout n, il n‘existeaucunentierx vérifiantn <x<n+ 1, et pour
tout couple d'entiersi(m), n<m < n+1<m.

Début de partie réservée aux MPSI
Z. estconstruitde facon quetout les élémentsde W possedain symétriquepour +. (Z, +, x) est

alorsun anneau Cet anneawestcommutatif(car le produit estcommutatif),unitaire (car le produit
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admetun neutre),integre(ce qui signifie que: ab=00 a = 0 ou b = 0). Q estconstruitde fagon
que tout element non nul possede un inverse pd@, +, x) est alors urworps
Fin de partie réservée aux MPSI

2— Propriétés deN
Les propriétésde ce paragrapheparaitrontévidentesen soi. Une démonstrationest cependant

donnée,car il s'agit de théoremesse déduisantdu principe de récurrence,et non d'axiomes
supplémentaires.

PROPOSITION :
Toute partie non vide d& posséde un plus petit élément

Démonstration
Par I'absurde. Soit A une partie non vide n'admettant pas de plus petit élément. On a :

HalUA,O0<a

sinvérifie: Da A, n<a, alorsn minoreA, maiscommeA ne possedgasde plus petit
élémenthn ne peut étre élément de A. Donc :

HalUA, n<a
Cette derniére affirmation est équivalente a :
HalUA,n+1<a

SoitP(n) le prédicatla 0 A, n<a. On a montré que :
AP(0)
g nON, P(n) O P(n+1)
Le principe de récurrence permet de conclufen:l] N, P(n)
ouencore UnN,JalA, n<a

Or ceci est absurde. Il suffit de prendrel A etn=a+ 1 pour arriver a une contradiction.

COROLLAIRE :
Toute suite strictement décroissanteNeest finie

Démonstration

Prendrecommepartie A I'ensembledes termesde la suite. Le fait que A admetteun plus petit
élémentx, et que la suite soit décroissante entrajimex, estnécessairemeie dernierélémentde la
suite.

Cettepropriétéa été utilisée par Fermat(1601-1665)sousla forme suivante: Pourmontrerqu'une
propriétéP estvraie pour tout n, Fermatmontreque si P estfaussepour un entier, alors elle est
faussepour un entier strictementplus petit. Ce qui estimpossible,car en itérant le procédeé,on
construiraitunesuitestrictementdécroissante'entiers Cetteméthodes'appelleprincipede descente
infinie de Fermat.C'estunedespremieresnéthodesutiliséespour montrerqu'unepropriétéestvraie

pour tout entier, & une époque ou le principe de récurrence n'était pas encore clairement formulé.

COROLLAIRE :
Toute partie d&N non vide majorée admet un plus grand élément.

Démonstration



Soit A unepartienonvide majorée L'ensembleM de sesmajorantsestdoncnonvide. M étantnon
vide admet un plus petit élément
sim= 0, alors nécessairement A = {0} et O est le plus grand élément de A.
sim> 0, alorsm — 1 n‘appartienpasa M, (puisquem estle plus petit élémentde M), donc
m— 1 ne majore pas A. Il existe donc un éléneede A tel que :
m-1<as<m
Donca =m, et comman majore A,a est bien le plus grand élément de A.

3— La division euclidienne
La plupart des propriétés @ereposent sur la division euclidienne :
PROPOSITION (DIVISION EUCLIDIENNE ) :
Soita et b deuxentiers(relatifs) tels queb soit strictementfositif. Alors il existeun coupleunique
(q,n) tels que :
a=bqg+r
etO<r<b
g s'appelle le quotient, r s'appelle le reste.

Ceci formalise les opérations bien connues de dividamsles entiers.La division de 36 par5 donne
7 comme quotient et 1 comme reste.

Démonstration
Prouvongd'existence Considérongl'abordle casou a = 0. Soit A I'ensembledesentiersnaturelsq
tels quea—bqg= 0. A est non vide car 0 appartient a A. A est majorapan effet :
gUOAO a=bgorbg=qcarb>1donca=q

A admet donc un plus grand élémgnt] + 1 n'est donc pas élément de A. D'bu

%a -bg=0

ga—-b(g+1)<0
La quantitér = a —bq vérifie donc bien & r <b.

= 0<a-bg<b

Sia <0, on applique le résultat précédentall-existe dona etr tels que :
%—azbqﬂ . %azb(—q) —r=b(-g-1)+b-r
o0<r<b 00<b—r<b

Sir = 0,a=Db(—q) convient. Sr > 0, —q— 1 est le quotienh —r est le reste.

Il reste a prouver l'unicité. Sil'on a:
Ba=bqg+r=bqg +r'
o0<r<betO<r'<b
alors :

b(q—q) =r'—ravedr' —r| <b
donc |b(g—q)| <b
donc |g—q|<1camz0
donc |q—q‘|:Oetq:q'

donc onaaussi=r'.

Lorsquer = 0, on dit qué divisea, et on noté | a.
Début de partie réservée aux MPSI
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On peut remarquer que, dai¥, | est une relation d'ordre.
Fin de partie réservée aux MPSI

Pourn entiernon nul, on définit égalemenune relation de congruencereliant deux entiersa et b
ayant méme reste dans la division euclidiennepar

a=bmodn = [0g,a=b+nq< nja-b
cequ'onnoteencorea = b [n]. Il s'agitd'unerelationd'équivalencegompatibleavecla sommeet le
produit. Autrement dit :

%azbmodn %a+a‘5b+b'modn
ga =b' modn gaa'=bb'modn
En effet :
Ha=b modn Oa=b+nq

Da'=b modn O 0(q, q) tel quega':b+nq'

Ha+a=b+b +n(q+q)=b+b modn

- gaa' =bb + n(bqg + gb' + nqd) = bb modn

EXEMPLE:
On appelle sous-groupe G deune partie non vide d& telle que :

%DXD G, UyldG,x+ylG
oUxUdG,~xU0OG
On se propose de déterminer les sous-group#s de

G = {0} est un exemple trivial de sous-groupe. Soit G un sous—grougeditérent de {0}. On a

No0OG
prendrex dans G et calculer+ ().

isixOG,alorsOnOZ, nxdG
Il suffit de le montrerpour n élémentde N. La propriétéP(n) : nx [0 G estvérifiée pourn = 0 et

pourn = 1. Si elle estvraie pourn, elle estvraie pourn + 1, puisque(n + 1)x = nx + X, quenx et X
sont tous deux dans G et que G est stable pour la somme.

i OxOdG,x>0
Prendrex non nul, et sk< 0, prendre x

iv) Soit m le plus petit élémentstrictementpositif de G (qui existe puisquel'ensembledes
éléments de G strictemembsitifs estnonvide d'apresii). Montronsque: O x [0 G, g O Z tel que

x = gm En effet, il existeq etr telsque: x=mq+ r avecO <r <m. Doncr = x —mg Or x est
élémentde G, mqaussi(d'apresi), doncr aussi.Or r estpositif ou nul, et inférieura m. m étantle
plus petit elément de G strictement positiést nécessairement nul.

Nous avons ainsi montré que Gmd| g [ Z}, ensemblaotémZ. Inversementil n'estpasdifficile
de voir quetout ensemblede la forme mZ estun sous—groupéle Z. Ainsi, les sous-groupesle Z
sont de la formenZ.



4— Nombres premiers

On appellenombrepremiertout nombreentiersupérieurou €gala 2 qui n'estdivisible quepar 1 et
par lui-méme. Les premiers entiers premiers sont :

2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41
Euclide a montré qu'il existait une infinité de nomhmesmiers Parailleurs,tout nombreentierpeut
sedécomposeen un produitde nombrespremiersJa décompositiorétantuniquea I'ordre presdes
facteurs.

Il : Listes

1- Sans répétition

Les concepts suivants sont analogues :

» ranger dans l'ordne objets pris parm.

* définir unesuite(x,, ..., X,) avecx elémentglistinctsdeuxa deuxd'unensembleale n élémentsx
est l'objet rangé enreme position.

« définir une injection d'un ensemblg &lémentglansun ensemble n élémentsL'injection esti [
{1, ...,p} - x O{1, ...,n} et c'est une injection si et seulement sidesont distincts.

On définitdansce casuneliste (sansrépétition)de p élémentgparmin. Le nombredetelleslistesest

n!
(n—p)!
En effet, on choisit d'abordun objet parmi n, puis un deuxiemeparmiles n — 1 restantspuis un
troisieme parmi lea — 2 restants, etc..., les cha@&multipliant (le etc...cacheenfait unerécurrence
implicite que seuls les lecteurs avides d'une parfaite rigueur mettront en évidence).

nn-1)n-2)..—p+1)= sipsn

Sip >n, ce nombre est nul.

EXEMPLE:
On consideres boulesde couleursdifférentes On en prend3 quel'on rangedansun certainordre. |l
y a 60 dispositions possibles.

Dans le cas op = n, on obtient une identité entre :

* ranger dans l'ordne objets.

» définir une permutation deobjets.

 définir une bijection entre deux ensembles@ements.

Le nombre de permutation et

2— Avec répétition

Les concepts suivants sont analogues :

» rangerdansl'ordre p objets,chaqueobjet étantdoté d'un attribut choisi parmin (par exemplela
couleur). Deux objets de méme attributs sont indiscernables.

* définir une suite (x, ..., X)) avecx élémentsdistinctsou non d'un ensemblede n élémentsx
désignd'attribut de I'objet placéeni-émeposition,le mémeattribut pouvantapparaitreplusieurs
fois.

 définir uneapplicationd'un ensemblea p élémentsdansun ensemble n élémentsL'application
esti 0{1, ...,p} - x O{1, ...,n} sans condition sur les.
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On définit dansce casuneliste avecrépétitionde p élémentgparmin. Le nombrede telleslistesest
n’. Pour chacun dgsobijets, il y a en effat choix.

EXEMPLEZ :
On considére des boules de 5 couleurs possiblesnprend3 quel'on rangedansun certainordre.
Il'y a 125 dispositions possibles.

EXEMPLEZ2 :

Soit E un ensemble deéléments efAE) I'ensemble des parties de E. Pour chaguige A de E, on
définit la fonction indicatrice de A par :
E - {0,1}
X - 1a(X) =1 sixOA
OstOA

Inversementtoutefonctionf de E dans{0,1} estunefonctionindicatrice.Sonensemblessociést
A = {x|f(x) = 1}. On définit ainsiunebijectionentre E) et I'ensembledesapplicationsde E dans

{0,1}. Il existe 2' fonctions de E dans {0,1}. Il existe dont&@éments déE) ou parties de E.

Il : Combinaisons

1- Sans répétition

Les concepts suivants sont analogues :

 choisir un ensemble geobjets pris parmm, I'ordre des éléments choisis n'intervenant pas.

* definir une suitex, ...,Xy) avecx éléments d'un ensemble{dg ..., n}, vérifiant x; <x, <... < X,.
Onnumérotdesn objetsde 1 an, etlesx désignentesnumérosdesp élémentshoisis.Puisque

I'ordre de choix n'intervientpas,on peut classerles numérospar ordre croissant.Les inégalités
sont strictes car les éléments sont distincts.

On définit dansce casunecombinaisonsansrépétition)de p élémentgparmin. Le nombredetelles
combinaisons est :

nn-1)(Nn-2)..0—p+1)__ nl :%ésiogpgn
p! p!(n—p)!

On lelit "p parmin” ce qui correspondexactemend la situationconsistang choisirp objetparmin.

On retrouve cette quantité en probabilité dans le nombre de chemins condpisaotés dans lai

binomiale, puisquece nombrede cheminsrevient a définir, parmiles n expériencesle Bernoulli,

guelles seront lgs expériences qui donneront un succes, et donc a chespéeriences parmi les

(Si p > n, ce nombreestnul). On note aussi(de plus en plus rarement)CE le coefficientbinomial.

Plus généralement, poarréel quelconque gtentier, on note :

%% o(a—1).. (0( p+1)

mais on prendra garde que pounon élément dé\, il n'y a pas de définition de la factorielle e



nn—1n-2)..h—p+1)
p!
peutétre définie a partir de p! listesordonnéedgifférentes,obtenuesen rangeanties p élémentsen
guestionselontoutesles permutationgpossiblesde cesp élémentsll y a donc p! fois moins de
combinaisongjue de telleslistes. Or le nombrede listesordonnéegle p élémentdistinctsparmin
estn(n —1)(n—2)...0—p + 1), puisqu'ily a n choix possiblespour le premierélementde la liste,
n — 1 pour le deuxiemen — 2 pour le troisieme,etc...,n — p + 1 pour le p°™. Cette méthodede
raisonnemengstconnuesousle nom de principedesbergers Pourcomptersesmoutons le berger
compte en effet le nombre de pattes et divise le résultat par 4.
Dansle casprésentun moutonformantune combinaisorpossede! pattesconstituéesle chacune
des listes donnant cette combinaison.

Montronsdoncque % éz . En effet, chaguecombinaisorde p éléments

[1.2,3] [1,3,2] [2,1,3] [2,3,1][3,1,2] [3.2,1]

Comme ily a au total(n— 1)(h— 2)...66— p + 1) listeset quechaguemoutonpossede! pattesil y
nn—1n-2)..h—p+1)

ol moutons.

a bien

Sous une forme abstraite, le principe des bergers s'énonce également de la fagon suivante :
Etantdonnésdeuxensembleg et F, et uneapplicationf de E dansF tels que,pour tout élémenty
de F, Card™'({y}) = p, alors Card E % x Card F.

EXEMPLE:
On considére 5 boules de couleurs différentes. On en prend Brdartsearbitraire.ll y a 10 choix
possibles.

2— Avec répétition

Les concepts suivants sont analogues :

 choisirunesuite non ordonnéede p objets,chaqueobjet étantdoté d'un attribut choisi parmin
(par exemple la couleur). Deux objets de méme attributs sont indiscernables.

* définir unesuite(x, ..., X,) avecx éléementde{1, ..., n} vérifiantx; < X, < ... < x,. On numérote
les n attributspossiblesde 1 a n, et les x; désignenties numérosdesp attributs des éléments
choisis.Puisqud'ordre de choix n'intervientpas,on peutclasseles numeérospar ordre croissant.
Les inégalités sont larges car le méme attribut peut apparaitre plusieurs fois.

 définir unesuite(ay, ..., a,) aveca; + ... + a, = p. & désignente nombrede fois ou I'attributi est
choisi.

On définit dansce casune combinaisoravecrepétitionde p élémentgparmin. Le nombrede telles
combinaison®stdifficile a trouvera partir deslistes.En effet, les moutonsn'ont pastousle méme
nombre de patte® !!
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O ‘

(pauvre l&te ) [1,1,1] [1,1,2] [1,2,1] [2,1,1]

Il convient alors de coder la situation de fagon a se ramener a un probleme connu.

Nousdisposongle n caractereslistinctsC,, C,, ..., C,. On place,dansunesuiteden + p — 1 cases,
n — 1 croix qui séparentes objetsde mémecaracteralesautres.Chaquecasenon occupéepar une
croix corresponda un objetd'un caracteralonné.Le nombrede casesnonoccupéegstdoncégala

p.
IR R

Dansl'exempleprécédentpnan=6,p=11;il y aa; = 2 objetsC,, a, = 0 objetsC,, az = 2 objets
Cs, a4 = 2 objet C4, as = 5 objet Cs, as = 0 objet Cs. Cette dispositioncorrespondalors a la
combinaison (1,1,3,3,4,4,5,5,5,5,5).

+p-1g .. i . L . .
Iy a doncg] B_ Edlsposmons possibles. Un moyen de mémoriser ce résultat est le suivant :

%ﬁp—l E: (Nn+p-1)(n+p)..n+1)n
P p!

alors que E;E: (M(En- 1)F-)-!-(—n —p+1)_ gy %ﬁg—lé

Ainsi, le nombrede combinaisonsavecrépétitionde p objetsparmin peut aussis'écrire

L E

N f o zee: L]
comparer au nombre de combinaisons sans réepétition @ St

EXEMPLE:
On considére des boules de 5 couleurs possibles. On en prend 3. Il y a 35 choix possibles.

IV : Formules classiques des coefficients binomiaux

1- Valeurs courantes
A savoir sans hésitation

ER: I U S

2— Formules de récurrence
On prouve aisément que :



I BE  BEpEafroum=1 BEETEELH

La troisiemeformule se démontrepar le calcul, ou bien en considérantjue parmiles n objets,il en
existe un possédant une marque particuliere. Chpdaijets parmn, c'est alors :

ou bien choisir I'objet marqué et1 objets parmi lee—1restants

ou bien choisip objets parmi les—1 objets non marqués.

. 1 . 1
Elle reste vraie poys = 0 en convenant q@__l éz 0, et poun=p pwsqu%: éz 0.

Cette formule se visualise dans le triangle de Pascal de la facon suivante

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 510 10 5 1

1 615 20 15 6 1

1 721 3% 3 21 7 1

1 828 56 70 56 28 8 1

1 936 8426 126 84 36 9 1

1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
1 11 55 165 330 462 462 330 165 55 11 1

%

1 12 66 220 495 792 924 792 495 220 66 12 1

EXERCICE:
En itérant la troisieme formule, on prouve par récurrenca gue :

Db B B BB BB - BB B

Elle peutse montrerdirectemente la facon suivante.On considéren boulesnumeérotéesle 1 a n.

Ona % échmx d'entirer p, et parmiceschoix, il y ena gléd'en choisir p dont le numéro
. 2 : ) . : )
maximumestn, glﬁchmx dont le numéromaximumestn-1, ..., Epglﬁchmx dont le numéro

: 1 : ) .
maximum esp+1 et%:1 E: 1 choix dont le numéro maximum @st

Cette formule se visualise enfin dans le triangle de pascal de la fagon suivante
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1

11

1 21

1 3 3|1

1 4 6| 4 1

1 510{10f 5 1

1 61520 15 6 1

1 721135 3 21 7 1

1 82856 70 56 28 8 1

1 936|84/126126 84 36 9 1

1 10 45(120/210 252 210 120 45 10 1

1 11 55(165|330 462 462 330 165 55 11 1
—3

1 12 66 220 495 792 924 792 495 220 66 12 1

3— Formule du binbme de Newton

Dansun anneaucommutatifunitaire (pour les MPSI) ou danstout ensembledoté d'une sommeet
d'un produit ayant les propriétés usuelles (pour les PCSI), on a :

@+br=3 % e b

Cetteformule semontreparrécurrencesurn. En effet, elle estvraie pourn = 0 oun = 1. Si elle est
vraie au rang, alors :

@+b" =5 L@ +b) =
::i Epﬂl Eap bP*L 4 pio % Eap P+

en faisant le changement d'indeel — p dans la premiere somme

::i %F:l EJ’ % % a’ b"™* avec la Conventio@_nl E: %121 E: 0
::i 'F';l Eap b™* avec la formul%pﬂl E.,. % E: g;lé

Annexe | : Sur le principe de récurrence

Le principede récurrencene se prouve pas.Commenousl'avonsdit, c'estun axiomesupposeépar
définition étre vérifié par les entiers.Cependanton trouve parfoisdansla littératuremathématiques
des tentatives de justification. En voici deux exemples :

Le premier est un extrait d'un livre paru en 1993 (Le langage CAML, Weis et Leroy, InterEditions)
Le principe derécurrences'énoncanformellementinsi ; si unecertainepropriétésur
lesnombresentiersestvraie pour O et si la propriétéestvraie pour le successeud'un
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nombredésqu’elle estvraie pour ce nombre,alors cette propriété estvraie pour tous
les nombres.Formellement soit P(n) une propriété qui dépendd’'un entier n. Si les
phrases suivantes sont vraies :

1. P(0) est vraie,

2. si A(n) est vraie, alors +1) est vraie,
alors R(n) est vraie pour tout n.
Ce principe est en fait évident: les deux propriétésdemandéegpar le principe de
récurrence permetterfiicilementde démontrerda propriétéP pourtoutevaleurentiéere.
Par exemple, supposons que P vérifie les deux propriétgsagtveuille démontrerque
P estvraie pour 2. PuisqueP estvraie pour 0, elle estvraie pour son successeut.
Mais puisqueP estvraie pour 1, elle estvraie pour sonsuccesseurgoncelle estvraie
pour 2. Il estclair que ce raisonnementse poursuitsansproblemepour tout nombre
entier fixé a I'avance.

On prendraconsciencajue le principe de récurrencen’est pas une évidenceen soi. Ainsi, Godel
(1906-1978) dans les années 1930 a présenté un prétigaifian(n) tel que :

pour toun, il existe une démonstration &¢n)

il n'existe pas de démonstrationldla, P(n)
En effet, la réunionde toutesles démonstrationsle P(n) n'estpasune démonstratiorde [1 n, P(n),
car cetteréunionestinfinie, or unedémonstratiorse doit d'étrefinie. C'estcetteobjectionqui rend
invalide la tentative de justification de ce texte. Le principe de récurrenceconsistejustementa
déciderd'acceptecommedémonstratiorvalide une démarchequi nécessiteraitine infinité de pas.
C'est un élargissement de la notion de démonstration qui est ainsi proposé.

Le deuxieme exemple est tiré dedaueTangentede Décembrel987(n° 2). Il affirme démontrele
principe de récurrence. Or il n'en est rien. Il y a une faliamsle raisonnementui n'échapperpasa
un esprit sagace.
Premierement Le principe de descentanfinie de Fermat. Il ne peutexisterde suite
infinie strictement décroissante d'entiers naturels.

Démonstration si (x,) était unetelle suite,on aurait .1 < X, pour tout n entier
naturel, donc X1 < X, — 1. En appliquantcecia n = 0, 1, 2, ..., on trouve
successivement; < X — 1, X, < X — 1, etc.Onendeéduit: X, <X —2, X% <X —3, ...,

Xn £ X — N. En prenantn = x, + 1, on obtientx, < —1, ce qui contreditle fait quela
suite x est composée d'entiers naturels.

Deuxiemement Le principe du bon ordre. Toutensemblaonvide X d'entiersnaturels
comporte un plus petit élément.

Démonstration : Si X n'avait pas de plus petit élénadorts pour chagueélémentde
X, il 'y en aurait un autre, strictementplus petit. Partant d'un élémentdonné a
appartenant a X, on pourraiabriquerainsi unesuitestrictementdécroissante x, = a,
X1 < Xo, X2 < X3, €tc, infinie, composéal'élémentgde X, ce qui contredit le principe
précédent.

L ce prédicat est par exemple exposédans le livre grand public de Douglas Hofstader, Gddel, Escher, Bach
InterEditions (1985), p.507.

2 La faille résidedansle fait quela relationx, < %, — n se montre évidemmentpar récurrence!! Le principe de
récurrence est donc supposé valide pour pouvoir montrer le principe de descente infini de Fermat.
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Troisiemement Le principe de récurrence.Soit X un ensembled’entiers naturels

contenantd qui vérifie la propriété suivante: pour tout x appartenanta X, alors x+1

appartient a X. On peut en conclure que X est I'ensemble de tous les entiers naturels.
Démonstration: Si X n'était pas I'ensemblede tous les entiers naturels, soit Y

I'ensemblalesentiersnaturelsy non élémentgie X. D'apresle principe du bon—ordre,

cet ensembleY aurait un plus petit élémenty, qui ne serait pas égal a 0, puisqueO

appartienta X. Doncy, = 1 et par suitey, — 1 appartienta N. Siy, — 1 appartienta X,

on a de par la propriété de Xy, —1) + 1 appartienta X, soity, appartienta X, ce qui

estimpossible Siy, — 1 n'‘appartientpasa X, onay, — 1 dansY, impossibleencorecar

Yo est le plus petit élément de I'ensemble Y.

Enoutre,il estpossiblede rejeterl'axiomede récurrencedébouchanainsisurunenouvellethéorie,
celle de I'analyse non standard, évoquée ci-apres.

Annexe Il : Analyse non standard

Le plus généralemenipn selaissefacilementconvaincrede la validité du principe de récurrencell
paraiten effet irréfutable que, si une propriété P définie sur N veérifie P(0) et si, pour tout n,

P() O P{n+1), on a nécessairemer(n) vrai pourtoutn. P(0)et P(0)O P(1) étantvrais, on peut
endéduirequeP(1) estvrai. De mémeP(1) et P(1) O P(2) vrais permettend'endéduireque P(2)
est vrai, et ainsi de suite pour les autres entiers.

I y a cependantune difficulté qui est ici en général escamotée.Car si pour montrer
P(1.000.000.000), il est possible d'écrire les 2.000.000.000 de lignes suivantes

P(0) vrai

et P(0)O P(1) donc P(1) vrai

P(1) vrai

et P(1)0 P(2) donc P(2) vrai

... (Je me permets d'économiser un pepalger)

P(999.999.999) vrai

et P(999.999.999) P(1.000.000.000) donc P(1.000.000.000) vrai
enrevanchepourmontrerqueP(n) estvrai pourtout entier,il faudraitécrireuneinfinité delignes.
Or une démonstration se doit, par essence, diBiee

Il estenfait vain de cherchemunedémonstratiordu principede récurrencell fait partiedesaxiomes
de PeanoOr commetout axiome,la décisionde I'adopterne relevepasd'uneévidenceen soi, mais
d'un choix arbitrairement fait, essentiellement pour des raisons de commodité ou d'efficacite.

De mémequele rejetde 'axiomed'Euclideconduitaux géomeétrienon-euclidiennegue se passe-t-il
si I'on décide de rejeter I'axiome de récurrence? On obtient alors une nouvelle théorie
mathématique totalement étrangére a tout ce a quoi nous sommes habituts)t@assicohérente
guela théorieusuelle(si tantestquecelle-cile soit, ce qu'onignore).Quesignifie rejeterle principe
de récurrenc® Cela signifie quajansnotrenouvelensemb# d'entiersjl existeun prédicatP tel que
I'on aitsimultanémentestrois propriétés suivantes

P(0) est vrai

On PO Ph+1)

0n, non PQ)

-13-



Quel sens donner a tel prédicatP ? Est-ceconcevable? Commentdéfinir unepropriétévraie pour
0, vraie pour n + 1 si elle estvraie pour n, et cependanfaussepour un certainentier. Voici une
possibilité. Les entiersn vérifiant la propriété P seront qualifiés d'accessiblesge limités, ou de
standard. Les entiersne vérifiant pas la propriété P sergatlifiesd'inaccessibleg'illimités, ou de
non standardAinsi, 0 estaccessibleSi n estaccessiblealorsn + 1 I'estaussi.Cependantil existe
desentiersqui noussontinaccessibleskFinalementcette position n'estpeut-&trepassi incroyable
guecela.Apréstout, la propriétéP ainsi définie ne correspond-ellgpasa la réalité ? Cettepositiona
eté développéepar Nelson dansles annéesl1960. Il définit I'analyse non standardde la facon
suivante:

* On se place dansle cadrede la théorie des ensemblesle Zermelo-Fraenke[celle que nous
pratiquons tous sans le savoir, comme M. Jourdain).

* Les objets ou les ensembles définis par cette théorie seront quahfiésds ou classiques

» Onintroduit un nouveauprédicat,étranger a la théorie de Zermelo-Fraenkel, et qui s'applique
surles ensemblesnternes.Un tel ensembleou objet pourraétre qualifié de standard ou de non
standard. Ce prédicatest une notion primitive au mémetitre que la notion d'ensembleou
d'appartenance.

» On définit trois regles— que nousne détailleronspasici — permettantde manipulerce nouveau
prédicat.

Pourcomprendrecettedémarchefaisonsun parallélismeavecce quevivent les élevesde Terminale
lorsqu'ils découvrent les nombres complexes

* lIs se placent dans le cadre des nombres rencontrés jusqu'en Premiere.

* De tels nombres sont qualifiés idels

e On introduit un nombrestranger aux réels baptisé.

« On définit les régles de calcul relativeis(@ssentiellemenf = —1)

Unefois cettedémarcheadoptéepn disposed'unethéoriemathématiquelusriche qu'avant(ll faut
biensdrs'assurequel'on a pasintroduit d'incohérence)Pourenrevenira l'analysenon standardle
principede récurrencecontinueraa s'appliquerux prédicatdnternes En particulier,la sommedesn
premiersentierscontinuera‘avaloirﬂ(n;—l) . Mais le principede récurrencene peut pas s'appliquer
aux entiersnon standardcar le fait d'étre standardou non n'estpasune propriétéinterne.0 est
standard.Si n est standard,alorsn + 1 est standard,mais il existe néanmoinsdes entiersnon
standard Ceci est déroutant(mais peut-étretout autantque d'admettrequ'il existe un nombrede
carré =1 ).

A quoi peut bien servir cette théoffdl y a deux types d'applications

» |l a étéétabli qu'unénoncéinterne,possédantine démonstratiordansle cadrede I'analysenon
standard,était vrai dansle cadre des mathématiqueslassiqueslLa situation est tout a fait
comparableaux calculs numériquesréels qui donnent un résultat réel valide, méme si,
transitoirement, on a utilisé les nombres complexes.

» L'analyse non-standard permet en outre de manipuleoteeptsiouveauxde nombreinfiniment
petit ou d'infinimentgrandqui ont posétant de problemesaux mathématiciengt qui avaientété
bannisde 'analyse Elle estdoncplus généralede mémequel'analysecomplexeestplus générale
gue l'analyse réelle.

-14-



