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| : Définitions

1- Univers

On considereune expériencealéatoire(ou épreuve)dont le résultatw (ou l'issue,ou la réalisation)
appartient a un ensemMle appeléunivers. Le choix deQ suppose une modélisation de I'expérience
réaliséeQ peut étre :



O fini . Exemples :
* Lancer un dé et lire le numéro sor2 .= {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
» Jouerauloto : Q estparexemplel'ensemblade toutesles combinaisongpossiblesde 5 éléments

. A9, .
parmi 49. 1| possed%ﬁ:3 éelements, soit 1 906 884.

» Lancer une pieceQ = {Pile, Face}
Ces ensembles font I'objet du programme de probabilité de CPGE 1ére année.

O infini dénombrableOn désigneainsiles ensemble®n bijectionavecN. En général Q = N |ui-

méme.On peutégalementhoisirun tel Q lorsquele nombrede résultatsestfini, maisbornéparun

nombre inconnu. Les ensembles finis ou dénombrables sont appelés ensembles discrets. Exemples :

« Lancerune piécejusqu'ace qu'il apparaissé®. Au choix, ou bienQ = {F'"P | n O N} ou F"
désigne un suite deF ; ou bieQ = N si on considere le résultat comme le nombre de lancers.

» Compterle nombrede voiturespassantiu péagede I'autoroutea Fontainebleaentrele 30 Juillet
OhetlelAolt24 0 =N

* Prendre un épi de blé et compter le nombre de giQirsN.

» Sepromenermléatoiremensur un axede la fagonsuivante: i) On lanceune piece.Si elle tombe
surP, onavanced'uneunité,sinonon reculed'uneunité.ii) Onrelancela piéce.Si elle tombesur
P, on s'arréte.Sinonon recommence I'étapei). Le résultatde I'épreuveest|'abscisseobtenue,

lorqu'on s'arréteQ =Z.
Ces ensembles font I'objet du programme de probabilité de CPGE 2eme année.

O infini non dénombrableEn généralQ = R ouR? ou un intervalle d®R. Exemples :
« Mesurer la durée écoulée jusqu'a observer la désintégration d'un élément ra@icalif.

» Chercher la proportion de pieces défectueuses fabriquées par unQusifigl].
. Lancerunep{gceindéﬁniment.Q estl'ensemblalessuitesforméesdeslettresP et F, qu'onnote
parfois {P,F} ={(x)ion |Ui UON, x =Poux = F}. Cetensembla'estpasdénombrablenais

n'‘est pas non plus un intervalle Be
Ces ensembles ne font pas partie du programme de probabilité de CPGE.

Dans la suite de ce chapitte,désigne un ensemble fini.
2- Evénement

a) Définition

On appelle événemenne partieA de Q.

A n'estautrequ’'unensemblale résultats,inclus dansl'ensembleQ de tous les résultatspossibles.
L'ensemble des événements est donc I'ensemble des pafieaaté A Q).

Exemples :

» Tirer au dé un nombre pair ou un nombre premier. A ={2, 3, 4, 5, 6}

» Tirer auloto cing nombressuccessifsA ={(1, 2,3,4,5),(2,3,4.,5,6), ..., (45,46,47,48,
49)}

» Lancer une piéce et tomber sur Face. A = {Face}



L'événemeni estréalisé si l'issuede I'épreuveappartienta A. En reprenantestrois exempleci-
dessus, donnons des exemples d'épreuves en indiquant respectivement si I'événement A est réalisé :

5 A réalisé
(2,3,5,7,8) A non réalisé
Face A réalisé

Q s'appelleévénementcertain. En effet, par définition, l'issuede I'épreuveappartienfa Q et Q est
toujours réalisé au cours d'une épreuve.Pour une raison opposée,l] est appelé événement
impossible

Un événementélémentaire estconstituéd'unsingleton.ll estréduita un élément.Q estla réunion
des événements élémentaires.

b) Opérations sur les événements
Les opérationssur les événementsontcellesqu'onpeuteffectuersur les partiesde Q, a savoirles
opérations usuelles des ensembles.

[0 Réunion: A [ B estréalisési et seulemensi A ou B estréalisé,("ou" estpris au sensinclusif,
c'est-a-dire que A et B peuvent étre réalisés simultanément)

O Intersection: A n B estréalisési et seulementsi A et B sont réaliséssimultanément.Si
An B=0, on dit que A et B sont incompatibles Il est impossible de voir se réaliser
simultanément ces deux événements.

On pourra vérifier que, | étant une famille d'indice quelconque, on a :

fP0e=g @0

(H A)n B :H (AinB)

[0 Complémentaire A = CA estl'ensembledes élémentsde Q qui ne sont pasdansA. Cet
événementest réalisé si et seulementsi A n'est pas réalisé. Pour cela, on l'appelle I'événement
contraire de A. A et CA sont incompatibles.On notera les propriétés suivantesdont la
démonstration est laissée au lecteur :

CAOB) =CAnCB
CAnB) =CAOCB
CCA=A

On pourra vérifier que, | étant une famille d'indices quelconque, on a:

C (5 A= H CA
C (H A= CA



[ Différence: A —B ou A \ B estl'ensemblalesélémentgle A qui ne sontpasdansB. (B n'estpas
nécessairemeimclusdansA). Cetévénemenestréalisési et seulemensi A estréalisé,maispasB.
On notera que :

A-B=An (CB
A — B et B sont incompatibles.

c) Systeme complet d'événements
(ADio forme un systemecompletd'événementsi et seulementsi les trois conditionssuivantessont
vérifiées :

DOiglnLAz0

II) Diij,Ai N Aj:D

i) Q = [ A
1l
Du point de vue ensembliste,;JA forme une partition d.

On observeque les mémessituationssont désignéepar desmots différents suivantque I'on parle
d'ensembleu d'événementsCela est d au fait que, historiquement,les probabilités se sont
développéesndépendammente la théorie des ensemblesa partir du XVlleme. La théorie des
ensembleslatede la fin du XIXeme, et ce n'estqu'apartir du débutdu XXeme queles probabilités
ont connu un essor important, grace au développement des tliisseasemblegt de l'intégration.
Voici un résumé de la correspondance entre le vocabulaire des ensembles et celui des probabilités.

ENSEMBLES PROBABILITES

partie A deQ événement A de l'univet3
ensemble événement certain

ensemble vidé] événemat impossible

singleton {} événement élémentairg}
ensembles disjoints événements incompatibles
complémentaire événement contraire

partition systeme complet d'événements

3- Espace probabilisé

a) Equiprobabilité

SoitQ ={xq, X, ..., X,}. Ondéfinit uneloi équiprobablesur Q, ou uneloi uniforme,en posantque
la probabilité est la mémepour tous les événement®lémentairesLa probabilité de I'événement
certain étant égale a 1, cela nous amene a définir :

1
P(x) =
P(A) = %g)) pour tout événementA (nombre de cas favorablessur nombre de cas

possibles), ou Card(A) désigne le nombre d'éléments de A.

Exemples :
* Pour un dé équilibré, on posera Bj{= % pourx {1, 2, 3, 4, 5, 6}

» Pour une piece équilibrée, P({Pile}) = P({Face]—%z



e Auloto P({x}) = 1 4pour chaque combinaisarde cing chiffres parmi 49.

190688

Le choix de I'équiprobabilitéreleved'unemodélisationd’'unesituationou une symétrieparfaitejoue
un réle important (piece ou dé parfaitement symétrique, boules jouant des roles équivalents).

b) Probabilité quelconque

Plus généralementpn peut définir une probabilité quelconquesur Q = {x,, ..., X,} a partir de la
probabilittdesévénementglémentairesPourtout x; élémentde Q, on posep; = P({x}), ou p; est
un élément de [0,1]. Pour toute partie AG@eon pose :

PA= S p =Y pLax)

itelque, DA  1=1

ou 1, s'appelle fonction indicatrice de la partie A. Elle est définie de la fagon suivante :
14 :Q - {0,1}
X - 1sixOA
OsixOA

Par définition, on exige égalementue la probabilité de I'événementcertain soit égalea 1. Il en
résulte que lep; doivent étre de somme égale a 1.

P@) =1 =§lpi

EXEMPLE:
» Pour une piéce truguée, on posera : P({Pilep)et P({Face}) =q=1 —p.

c) Définition abstraite
Les probabilités précédentessérifient la propriété suivante: si A et B sont deux événements

incompatibles (i.e. deux parties disjointe<de alors P(ALl B) = P(A) + P(B). En effet :
PATIB) =5 P Lace(®) = 3 P (1a(X) + 1a() = 3 P 1a(6) + 3 P Le(6)
= P(A) + P(B)

Pourdesraisonsde simplicité de présentatiorou de rapidité de démonstrationil estcommodede
prendre cette propriété comme définition d'une probabilité :

DEFINITION
Soit Q un universfini. On appelleprobabilité sur Q une application P de BQ) dans|0, 1] telle
que:
PQ)=1
SiAn B=0, P(AO B) = P(A) + P(B)
(Q, P)s'appelle alors espace probabilisé

On généraliseaussitétcette propriétéa une réunion finie quelconque Pour toute famille (A;)in
d'événements incompatibles, indicée par | ensembtedimia :

1 SiQ est infini, | est un ensemble fini ou infini dénombrable.



igl

P(HI A) =Y P(A)

Celase montrepar récurrencesur le nombred'élémentgde I. Si | estréduita un seul élément,la
relationesttriviale. Si | possedaleuxéléments|a relationrésultede la définition d'uneprobabilité.
Supposonda propriété vérifiee pour les ensembled'indicesde cardinal p. Soit I un ensemble

d'indicede cardinalp + 1. Soitj un éléementquelconquede |, soitJ =1 — {j}, soitA = 'ISJ A; et
[
B = A,. A et B sont disjoints, et :
P(% A) =P(AO B) = P(A) + P(B) = P_QJ A) + P(A)
[ [

=> P(A) +P(A) en appliquant I'nypothése de récurrence sur J

i0J

= P(A)
il
La définition abstraited'uneprobabilitépermetde retrouverla définition par sommedesprobabilités
des événements élémentaires. En effet, si onhetdx,, ..., X}, et si on pose;, = P({x}), alors :

A= union disjointe

i telquex; O A {X'}

donc P(A)= > P{x}h= > p

i telquex; OA i telquex; OA

4- Propriétés des probabilités
La définition des probabilités permet d'en déduire les propriétés suivantes :

PROPOSITION :
HyPO)=0
ii) Pour tout événemert et B, P(ALl B) = P(A) + P(B) — P(An B).
iiiy Pour tout événementt, P(CA) = 1 — P(A)
iv) Pour tout événemetdt et B tel queA soit inclus dan$3, on a:
P(A)<P(B) et P(B — A) = P(B) — P(A)

Démonstration

Nousdonnondes démonstrationgn utilisant la définition abstraitedesprobabilités.Dansle casou
Q estfini, on peutégalementesvérifier enrecouranta la définition desprobabilittscommesomme
finie de probabilités élémentairesmais ces propriétés sont égalementvalides dans un espace
probabilisé infini, ou la probabilité n'est pas nécessairement définie de cette facon.

i) Q et sont deux événements incompatibles, donc on a :
PQ)=pPQ0O0O)=PQ)+PH)
d'ou P{d) = 0.

i) Pour tout événement A et B, incompatibles ou non, on a:



AOB=BO(A-B)
A=(An B)O (A-B)
et les unions des membres de droites sont disjointes. D'ou :
P(AOB)=P(B) + P(A-B)
P(A) = P(An B) + P(A-B)
Le résultat s'en déduit en retranchant membre a membre.
Dans le cas d'une probabilité uniforme, on retrouve la relation :

Card(A0 B) = Card(A) + Card(B) — Card(A B)
iy Q = A0 CA et cette union est disjointe. D'ou :

1=PQ)=P(A) + PCA)

iv) Si A est inclus dans B, alors B =[A (B — A), union disjointe, d'ou :
P(B) = P(A) + P(B-A)

et P(B — A) est positif ou nul.

Il : Probabilités conditionnelles

1- Exemples

On lance un dé. Il sort un nombre pair. Quelle est la probabilité d'avoir sorti un 2 ? R%)onse :

Méme question avec un dé pipé dont voici la loi de probabilité :

1 2 3 4 5 6
2 3 2 2 3 3
15 15 15 15 15 15

En moyennesur 15 tirages,8 donnentun nombrepair, et sur ces8, 3 tiragesdonnentle 2. On est

donc amené a poser la probabilité cherchée é%ale a

Avec le dé ci-dessusguelle estla probabilité de sortir un nombre pair, sachantqu'il est sorti un
nombresupérieunu égala 3 ? Sur 15 tirages,enmoyennel 0 donnentun nombresupérieuou égal

a 3, et sur ces 10, 5 donnent un nombre pair. La probabilité cherchée e%t donc

Quelleestla probabilitéde sortir un nombrepair, sachanfju'il estsorti un nombresupérieurou égal
a 2 ? Sur 15 tirages,en moyennel3 donnentun nombresupérieurou égala 2, et surces13, 8

donnent un nombre pair. La probabilité cherchée est%nc

Si I'on appelleA I'événementtirer un nombrepair” et B I'événementirer un nombresupérieurou
égala 3 (respectivemenR), on remarqueque la probabilitéde A sachantjue B estréaliséa été

calculéecommeétantégaleaﬂ%). Cettesituationesta rapprocherde la loi équiprobablesur

un ensemblefini, ou l'on calcule le quotientdu nombre de cas favorable sur le hombre de cas



possibles.Ici, on calcule le quotientde la probabilité de I'événementcherchéP(A n B) sur la
probabilité de I'univers relatif P(B).

DEFINITION
Soit B un événementle probabilité non nul, d'un espaceprobabilisé (Q, P). On définit la loi de
probabilité sachanB (ou conditionnelle par rapport B) par :
Ps: QQ) - [0,1]
_P(An B)
On la note ausgP(A | B)

Il est dit que B est une loi de probabilité. Prouvons le :
i) Pg est clairement définie d®Q) dans [0,1] car, puisque A B O B, P(An B) < P(B).
i) Pe(@)=PQ 0B)_ 1 can nB=B

TN

i) Si A; et A, sont disjoints, alors An B et A, n B le sont également et I'on a :
_P((ALOA) nB) _P(ALn B)O (A; n B))

_P(ALnB)+P(A:n B) _

= P(B) = Bs(A1) + Rs(A)

Les propriétés i) a iv) du 1-4) s'appliquent donc également aux probabilités conditionnelles.
La probabilité B est concentrée sur B. En effeg(B) = 1, ou encoref®(CB) = 0.

2- Formule des probabilités composées

[0 Cas de deux événements : Il s'agit seulement de la formule suivante, qui résutiEfideiten des
probabilités conditionnelles.

P(A n B) = P(B)x Ps(A)
Parhypothesepn supposeP(B) > 0. On peutcependanétendrecetteformule au casou P(B) = 0

sansque Pg(A) soit défini. En effet, on a égalemenP(A n B) = 0 et il suffit d'attribuerla valeur
nulle au membre de droite.

EXEMPLE:
Dans un groupe d'individus, ily a:
des fumeurs B

des non-fumeur§B
des hommes A
des femme€A
(On rappelle que fumer nuit gravement a la santé)

On donne :
i) P(B) :%, il s'agit de la proportion de fumeurs parmi la population totale (Cette

probabilité est tres imprécise.En fait, elle varie fortementavec|'age. Si elle est de 0,4 pour les
individus a 20 ans, elle n'est plus que de 0,2 a 60 ans).



i) P(A) = il s'agit de la proportion d'hommes dans la population totale

NI

i) Pg(A) :% il s'agit de la proportion d'hommes parmi les personnes qui fument

CalculerP(A n B), P(CA n B), P(A n CB), P(CA N CB), PB(CA), Pa(B), PA(CB), PCB(A),
Pce(CA), Pca(B), Pca(CB) et interpréter les résultats obtenus.

Réponses
iv) P(A n B) = P(B) x Pg(A) :%, x % = 2—30 (proportionde personnesnasculinegjui fumentparmila

population totale)

v) P(An CB) =P(A) — P(An B) = ——E 20 (proportlonde personnesnasculinegjui nefument
pas parmi la population totale)
vi) P(CA n B) =P(B)-P(A n B) _%, 2—30 = % (proportionde personne$emininesqui fument

parmi la population totale)

vii) P(CA n CB) = PCA) - PCA n B) = 1—P(A) FCAn B)=1—Z—--=2
7

ou bien =1-PB)-PA CB)=1— —E =c (proportlonde personneg&mininesqui
ne fument pas parmi la population totale).

Ces données peuvent étre résumeées dans un tableau :

hommes A femmesCA
fumeurs B 3 1_2 S5_1
20 10 20 20 4
non fumeurCB e 2_8 15_3
20 5 20 20 4
20 2 20 2
Les autres probabilités ne posent plus de problemes :
viii) Pg(CA) :% (proportion de femmes parmi les fumeurs)
iX) Pa(B) :% (proportion de fumeurs parmi les hommes)
x) Pa(CB) :% (proportion de non-fumeurs parmi les hommes)
Xi) Pes(A) = 115 (proportion d'hommes parmi les non-fumeurs)

Xii) PcB(CA) = % (proportion de femmes parmi les non-fumeurs)

Xiii) Pca(B) :% (proportions de fumeurs parmi les femmes)



Xiv) PcA(CB) :g (proportion de non-fumeurs parmi les femmes)

[J cas de plusieurs événements :
Soient A, A, ..., Ay, n événements. Alors, on a

P(A| N A2 Nn...N An) = P(A) X PA|(A2) X PAl“AZ(As) X ... X PAl“AZQ“'“An—l(An)'

Cela se montre aisément par récurrence en utilisant le fait que :
PANAzn .0 A)=PA N Azn ...n Ani) x Pajoasn.na, (An).

EXEMPLE:

une urne contient a boules blancheset b boules noires. On effectue des tirages avec remise.
Lorsqu'ontire une boule noire, on la remplacepar une boule blanche.Quelle estla probabilité de
tirer n boules noires de suite ?

Soit A I'événement tirer une boule noireiagme coup. On a :

b
PIAY) =335
Pajnasn..nn_,(Ai) = ba_igl puisqu'aui-emetirage, il y ai — 1 boulesnoires qui ont été

remplacées par des blanches. La probabilité cherchée est donc :

P(Ac 0 Az 1 ... n Ay =22 —|)(b(;f)b-).nco —n+l)

3- Formule des probabilités totales

EXEMPLE:

On considéeren usinesfabriguantun méme produit. Soit p; la part de marchéde la i-eme usine
(proportion du nombre de piéces fabriquées paefae usine sur leombrede piecesfabriquéegar
toutesles usines) p; estla probabilitépour que, prenantune pieceau hasardelle proviennede la i-
emeusine.Soit A; cetévénementP(A) = pi. On remarqueragalementue (A, A, ... ,A,) forme
un systeme complet d'événements.

Par ailleurs, chaque usine fabriquecertainnombrede piecesdéfectueusesSoit g la proportionde
piecesdéfectueusesabriquéespar la i-eme usine, relativementa sa propre production.Si B est
I'événement “tirer une piece défectueuse en choisissant une piece au hasajd=, (B).

Nous prendrons comme exemple numérique :

p. = 0,900

p. = 0,095

ps: = 0,005 (la premiére usine a quasiment le monopole du marché)
q. = 0,01

0. = 0,05

gz = 0,20

(la forte proportionde piecesdéfectueusefabriquéespar la troisiemeusine explique peut-étresa
faible implantation ! !)

La questionqu'onseposeestla suivante: quelleestla probabilitéde tirer une piecedéfectueusen
choisissant une piece au hasard dans la production totale ? Autrement dit, calculer P(B).

La proportionde piecesdéfectueusefabriquéegarla i-emeusine,relativementau nombretotal de
piecesfabriqguéespar toutesles usinesestpiq. La probabilité cherchéeestdonc > pig. L'exemple
numérique donne 0,01475 (de I'ordre d'une chance sur 100).



Ceci s'énonce dans le cas général de la facon suivante :

PROPOSITION (formule des probabilités totales)

Soit (Aj)i<i<n UN sSystemeompletd'événementd’'un espaceprobabilisé(Q, P) tels que,pour tout i,
P(A) > 0,et B un autre événement de cet espace. Alors

P(B) = z P(A) x Px (B)

Démonstration
(Ai)1<i<n formant un systeme complet d'événements, on a :

Q= Gl Ai union disjointe.
D'ou P(B)=PQ n B)
=P A) 0 B)

= Pal (Ai n B)) cette union étant disjointe
1=

:i P(A n B)
=5 P(A) % Py (B)

4- Formule De Bayes (ou probabilité des causes)
Nousreprenond'exempleprécédentOn tire au hasardunepiece.Elle estdéfectueuseQuelleestla

probabilité qu'elle proviennede la i-eme usine ? On cherchePs(A;). C'estégal a ﬂ%l En

remplacant par les expressions trouvées au paragraphe précédant, on obtient :
PROPOSITION (Formule de Bayes)

Soit (Aj)i<i<n UN sSystemeompletd'événementd’'un espaceprobabilisé(Q, P) tels que,pour tout i,
P(A) > 0,et B un autre événement de cet espace telR{@@ > Q Alors:

_P(BnA)_ PA)xPx(B)
P(B) 5 P(A) = Pa(B)

Ps(Ai)

Le calcul donne :

[0 pour la premiére usine 0,61
[ pour la deuxieme usine 0,32
[ pour la troisieme usine 0,07

Il peutparaitreétonnaniquela probabilitéquela piecedéfectueus@roviennede la troisiemeusine
soit si faible, alors que cetteusineestde mauvaisequalité, mais elle n'intervientque fort peusurle
marché.Par contre,la probabilité que la piece défectueusgroviennede la premiéreusineesttres
forte, car elle a presque le monopole de fabrication, malgré la qualité de sa fabrication.

La situation générale peut étre visualisée par le schéma suivant :



Av|—Puy(®)
B

A, PAz(B)

An CB

La probabilité d'aller en B en passant paest P(Bn Ai) = P(A) x Pa(B)
La probabilité d'aller en B est la somme des probabilités sulgeciseminspossiblesCeladonnela
formule des probabilités totales :

P(B) = z P(A) x Px(B)

La probabilitéd'étrepassépar A; sachangu'onestarrivé enB estle quotientde la probabilitédu i-
emecheminsurla sommedesprobabilitésde tousles cheminsmenanta B (un analoguedu nombre
de cas favorables sur le nombre de cas possibles). Cela donne la formule de Bayes :
. P(A) x Pa.(B
Py(A) = PB O A) (A) x Py (B)
P(B) > P(A) = Pa(B)

5- Evénements indépendants

DEFINITION
Deux événemenss et B sont dits indépendants B{(A n B) = P(A)x P(B)

La justification de cette définition elstsuivante Si P(B) estnonnul, etsi A et B sontindépendants,
alorson doit s'attendrea ce que P(A) et Ps(A) soientégales En effet, lindépendancele A et B a
pour conséquencguela connaissancde la réalisationde B n'aaucunenfluencesur cellede A. Or

P(A) = R(A) = P(A) :ﬂ%l d'ou la définition.

EXEMPLE:
On consideregénéralementgue les tirages successifsavec une piéece, un dé ou au loto sont
indépendantsl.es tiragesprécédents'ont aucuneinfluencesur les tiragessuivants.Si la piece est

équilibrée,il y auratoujoursuneprobabilité% detirer P. En particulier,le fait d'avoirjoué toutesles

semainesau loto depuissa créationsansjamais gagnern‘augmentegpas seschancesde gagnerau
prochain tirage (cela ne les diminue pas non plus d'ailleurs).



DEFINITION
Plusieursévénementé\y, A,, ..., A, sontindépendantsi, pour toute sous-famillede p événements
Ay Ay e Ap (les indiced;, ...,ip étant distincty on a:

P(A, 0 A, 0 .o A = P(A)P(A,)...P(A)

Insistons sur le fait que la propriété doit étre vérifiear TOUTE sous-famillede p événementOn
ne peut se contenter de vérifier I'indépendance des événements deux a deux.

EXEMPLE:

On lance deux dés. On considére les événements suivants :
A : le lancer du premier dé est pair
B : le lancer du deuxieme dé est pair
C : la somme des deux lancers est paire

Il est clair qudesévénementé et B, issusde deuxdésdifférentssontindépendantst quelestrois
événements A, B et C ne le sont pas. En effet la réalisation de A et B entraine celle de C. Or :

P(A) = P(B) = P(C) :% (Pour P(C), réfléchir un peu)

P(An B) :%: P(An C) = P(Bn C)

En effet, les trois événementsrAB, B n C et An C sont identiques. Ainsi les événements sont
indépendants deux a deux. On a également :

P(A N BnC):%1

carA n Bn C=A n B. C n'apporterien de plus. Donc, les trois événementse sont pas
indépendants, bien qu'ils le soient deux a deux.

6- Probabilité produit

On consideren universfinis Q;, 1 < i < n. On réalisealors n expériencesléatoiresx; suposées
indépendanteda i-eme,ayantsonissuedansQ;. Celarevienta faire une épreuveunique (X, X,
..., Xn) dontlissueappartienta l'espaceQ = Q; x Q, x ... x Q,. Cetespaces'appelld'espaceroduit
desQ;. C'estun espacdini. Si Q; estmunied'uneprobabilitéP, il estpossiblede munir Q d'une
probabilité P définie de la facon naturelle suivante :

PE(x Xa, ... x0)}) = P{ xa}) x Pa({xa}) x ... x Pa({xa})
P s'appelle la probabilité produit dgs P

EXEMPLES
e On lanceun dé, et on tire une carte d'un jeu de 32 cartes.Alors, Q; = {1, 2, 3, 4, 5, 6},
Q, ={c|cestunecarted'un jeu de 32 cartes}.Q estl'ensembledescouplesformésd'unlancer

dedéetduntiragedecartes Q = {(d, ¢) [d 0 Q,, ¢ 0 Q 5}. OnaPy({d}) :%, etP({d}) = 3i2
1
192
« Onlanceun dé n fois, (ou bien n dés).Tous les espace®); sontégauxa {P, F}. Q = {P, F}".

D'ou P({c, d)) =

Toutesleslois P, sontlesmémes P,({Pile}) = % = P({Face}). Pourchaquex élémentde Q, ona

P({X) = 5



Il : Variables aléatoires

I- Loi d'une variable aléatoire

Soit (Q , P) un espaceprobabiliséfini et E un ensemblegquelconqueOn appellevariablealéatoire
une application X d€ dans E. Le plus souvent, ER= et X est appelée variable aléatoire réelle.

EXEMPLES
* On lance un dé. On gagne un franc s'il tombe sr &, et on perdun francsinon.Soit X le gain.
OnaQ ={1, 2, 3, 4, 5, 6}, et X est une application@alansR définie par :

X() =X(2) =X@3)=X{4)=-1

X(5) = X(6) =1
La probabilitéquele gainsoit 1 est% ou% ; la probabilitéqu'il soit -1 est% ou % Initialementnous
avonsune probabilité P sur Q, or nous voyons que, naturellementnous en déduisonsune sur
{-1,1) = X(Q). Cettederniereprobabilités'appelleloi de X et seranotéePx (ne pasconfondrela
notation avec celle d'une probabilité conditionnelle).

« On lance deux dés. SoitlX sommedesnumérogirés.On aici commeespacerobabiliséQ?, ol
Q est toujours {1, 2, 3, 4, 5, 6}, muni tkeloi uniforme.X peutprendrelesvaleurs{2, 3,4,5, 6,
..., 11,12}. Cherchellaloi de X, c'estchercheia probabilitéde sortiede chacunde cestotaux;
Le lecteur vérifiera que I'on a:

2 3 4 5 6 7 8 9
1 (2345 |6|5[4[3 |21
36 | 36| 36| 36| 36| 36| 36| 36| 36 | 36 | 36

On a donc défini une probabilité P sur {2, 3, 4, ..., 12} La probabilité que X appartiennea

A={6,7, 8} esté—g, soit quasiment 1 chance sur 2.

Regardonsdansles exemplesprécédentscommentcalculer P¢(A) (qu'on interpréte comme la
probabilittque X appartienné A). On réalisedesexpériencestirer un dé,ou deuxdeés,...) dontle

résultatw estdansQ. On appliqueX a w, et on regardesi X(w) appartienta A ou non.Le premier
cascorrespond I'événementecherchélLa probabilité Px(A) de cet événemenestdonc égala la

probabilitéde I'ensembledesw tels que X(w) appartiennea A. Or {w | X(w) O A} n'estautreque
l'image réciproque de A par X, XA).

DEFINITION
SoitX unevariable aléatoiredéfiniesur un espaceorobabilisé(Q, P) et A unintervallede R. On

définit donc la loi deX surR par : Px(A) = P(XY(A)) = P(w I Q | X(w) O A}).

PROPOSITION
La loi P« d'une variable aléatoire définie sur un espace probab(lizéP)est une loi dgrobabilité
sur X(Q).

Démonstration
Il faut vérifier les trois propriétés des probabilités.



i) Il est clair que R est a valeurs dans [0,1], puisque c'est le cas de P.

ii) Px(X(Q)) = PXH(X(Q)) =PQ) = 1

i)y SoitA etB deuxévénementslisjointsde X(Q). Alors Px(A O B) = P(X"(A O B)). Or
XA OB)={w| X OAOB}={w|X(w OA} O{w|X(w OB}=X"YA) O X*B), donc :

Px(A O B)) = P(X*(A) O X7(B))
Par ailleurs, A et B étantdisjoints, il en estde mémede X(A) et X"{(B) puisqu'unélémentw
commun a ces deux parties serait tel qu@) X{A n B =0. Donc :

Px(A O B)) = P(X™(A)) + P(X"(B)) = B(A) + Px(B)

onnotePx(A) = P(XY(A)) = P{w | X(w) O A} = P(X O A). De méme,si x estun élémentde E,
PX={3) =P{wlQ | X =X) = PX({x})) = Px({x}). Comme toute probabilitéurun espace
fini, lesvaleursP(X = {x}) = Px({x}) définissentsansambiguitéla probabilité Px sur X(Q). Enfin,
dans le cas d'une variable aléatoire réelle, on note, pous rieeit :

P(X<X) = P00 Q | X() <x) = P(X (=0, X)) = Px(l-», X] n X(Q))

La variablealéatoireX permetde transférera probabilité P sur Q en une probabilité Py sur X(Q).
ConsidéronsnaintenantunevariablealéatoireX de Q dansun ensemblde, et uneapplicationf de E
dans un ensemble F.
[0 X permetde transféreida probabilitéP surQ enuneprobabilitePy surX(Q). (X(Q), Px) devient
alorsun espaceprobabiliséet g unevariablealéatoiresur X(Q) a valeursdansF. g permetdoncde
transférer la probabilitéxRen une probabilité sg(X(Q)).
[0Y =go X est une variable aléatoire définie Sua valeurs dans F, qui transfére la probabilitie P
Q en une probabilitéPsur YQ) = g(X(Q))
Vérifions que les deux procédés donnent le méme résultat. Pour toute partie @)dera :

Py(A) = P(Y"(A))
Or Y'{A) = X g ™{(A)) car :

WOY™A) « Y(@OA < gX(w) DA = X(w) Dg7™A) « 00X (g™(A)
Donc :

Py(A) = P(X(g™(A))) = Px(g (A))
et cette derniere est bien la probabilité définiegéd(Q)) par le premier procédé.

2- Lois usuelles discretes

a) Variable certaine
Soit (Q, P) un espaceprobabiliséet k un réel donné.On appellevariablecertaineunevariablede la
forme :
X:Q -5 R
w- Kk
Sa loi est concentrée sur la valeuP (X =k) = 1.

EXEMPLE:
On lanceunepiece.Si on tombesur P, on gagneun franc (G = I), sinonon perdun franc (G = —I).
La variable X = G est une variable certaine, égale a |.

b) Loi de Bernoulli

Il s'agitdela loi notée®(p) d'unevariablealéatoirequi ne prendquedeuxvaleurs,habituellemen®

ou 1. Parexemplesi on lanceune piece,le fait de tombersur Pile attribuea X la valeur0, et sur
Face, lavaleur 1. On a:



P(X = 1) =p
P(X=0)=1-p

Généralementa valeurl de X estappeléesuccesegt la valeurO échec,p estélémentde 0, 1[. Si
p=0ou 1, on retrouve une loi certaine.

c) Loi binomiale

Il s'agit de la loi des variables aléatoires suivantes :

[0 On lancen pieces. On compte le nombre de Piles.

[0 On tiren boules d'une urne avec remise. On compte le nombre de boules blanches tirées.
[0 Schémagénéral: on répeten expériencesle Bernoulli indépendantegt on comptele nombreX
de succes. Sipest le résultat 0 ou 1 deiléme expérience,4di < n, alors X est la somme des X
Ona:

Pk = POC=K) = L B 1 -

%1 Ereprésent@n effet le nombrede combinaisongle k élémentgparmin, représentanies succes.

La probabilité de chacune de ces combinaisong é&t—p)™™.

Cette loi dépend des deparametres et p et estnotée®B(n, p). La loi B(1, p) estidentiquea la loi
de BernoulliB(p).

[0 La loi binomiale, caractéristiquedes tirages avec remise, peut égalementparfois servir
d'approximatiorlors de tiragessansremise.Considéronde casde tiragesde n boulessansremise
dans une urne contenant N boules, dobtanches. La loi de la variable aléatoire Y égal@ombre
de boulesblanchegiréesse trouve en calculantle quotientdu nombrede tiragesfavorablessur le
nombre de tirages possibles.

— gl?éa\ln—_wé_ mi n! (N—m)! (N —n)!

Py({K}) = P(Y =K) = E\E “K (M=K ("—K! (N-m—n+KI NI
n

Curieusementgetteexpressiorestsymétriqueen n et m. Cette symeétries'expliqueaisémentsi I'on
imaginel'expériencesuivante: une urne contientN boules.Deux personnesont en présencelLa
premiéreen choisit m sur lesquelleselle dessineune marquepersonnellePuis elle les remetdans
l'urne.La deuxiemeen choisitalorsn. Quelleestla probabilitéqu'il y enait k de marquée® Il s'agit
delaloi préecédentédite loi hypergeométrique)l estévidentquel'expériencedlonnela mémeloi si
on permuteles deux personnesg'est-a-diresi on échangede réle de n et m. Le nombrede boules
marquées n'est autre que le nombre de boules communes au deux personnes.

Cetteloi intervient égalementdansles sondagesle n personnedlifférentes,dans une population
totale de N personnesdont m possedentun caracteredonné. On dénombrele nombre k de
personnes dans I'échantillon choisi ayant le dit caractére.

Lorsquele nombreN de boulesestgrand,on peuts'attendred ce qu'untirage avecremisedonnea
peu prés le mémerésultatqu'un tirage sansremise.La loi précédentedoit donc permettrede
retrouveruneloi binomiale.Cherchongdoncla limite de P(Y = k) lorsqueN tend vers/infini et%

(proportion de boules blanches) tend ygrélément de [0,1]. On a:



ml n! (N—m)! (N —n)!
(m-=K! (n—=K! (N-m-n+Kk)! N!
:@E m (N—-—m)! (N —n)!
(M—=K)! (N—m—-n+Kk)! N!
:@E(N —mM((N-m-=1)...(N-m-n+k+1) mm-I)...(m—k+1)
N(N—-D)(N-2)...N-n+k+1) (N-n+K)...(N=-n+1)
Le terme général du premier quotient vaut, pour r variant de-0ka— 1 :
N—-m-r_1-n/N-r/N
N-r ~  1-r/N

orr est borné donﬁ tend vers 0, %tend ver. La limite de chacun de ces termes est doAp,

P(Y =K) =1

et ils sontaunombrede n — k. On prouvede mémeque chacundestermesdu secondquotienttend

versp, et ils sont au nombre dteLa limite de P(Y =) est don@ Epk (1 -p)™

Cette propriété explique que, dans le cas d'un sondagesilde I'ordre de 1000, alors duestde
I'ordre de 60 000 000, bien que ne procédanage®ri a destiragesavecremise la loi enprésence
est considérée comme une loi binomiale.

EXEMPLE:
46% des genssont de groupe sanguinO. Sur 10 000 personnespn en prend 20. Quelle est la
probabilitéd'entrouver9 de groupeO ? Si on considerequ'onestdansle cadred'uneloi binomiale

46 )
M(20, 100" alors :

0
P(X = 9) :égg EOAG’ 0.54'=0,17634
alors que la valeur donnée par la loi hypergéométrique est 0,17651.

3- Espérance et variance

a) Espérance

On considerauneloi de probabilitéd'unevariablealéatoireréelle X a valeurdans{x;, i J I} oul est
fini. Soit p; la probabilité Px({x}) = P(X = x). On s'intéresse la valeur moyennede X. On peut
s'attendrea ce que, sur un grandnombred'expérienceX prennela valeurx; avecunefréquencede
plus en plus prochede pi. Il estdonc naturel de poser,comme valeur moyennede X sur une
expeérience la quantité :

EX)=> px =5 x P(X=x)

il il
Cette quantité s'appelle espérance de X.

EXEMPLE:
Soit X la somme de deux dés. La loi de X est la suivante :

2 3 4 5 6 7 8 9
1 (234 |56|5[4[3 |21
36 | 36| 36| 36| 36| 36| 36| 36| 36 | 36 | 36

Le calcul conduit a E(X) = 7, ce qui est naturel, vu la symétrie du tableau.



Onremarquerajuela définition de E(X) nefait intervenirquelesvaleursque prendX et saloi sur
R, et quel'on peutoublier totalement'espaceQ surlequelestdéfini X. Nous pouvonscependant

donner une expression de E(X) faisant interv@nat la loi de probabilité P sq).

E(X) = 3 X(w) P({u})

wdQ

En effet, soit, X, ..., X, les valeurs que prend X. AloiesimagesréciproquesX~({x}), X~{({x}),

L X ({x}) formentun systémecompletd'événementse Q : ils sontdisjoints (car un élémentw
ne peut avoir deux images différentes) et leur réunioQ eftar toutw admet comme imadein des
x). La sommesur Q peutdoncsecalculerensommant'abordsur X {({x.}), puissurX({xz}), ...,
puis sur X({x.}), et en faisant la somme de aetotaux :

SX@PEH =Y 3 X PE)

w0 =1 wox—Ygp

D'autre part, lorsque appartient a X({x}), par définition, X¢) est égal &. D'ou :

> X(w) P({ud) = Z 2% P({u}) = Z x> P{uw})

@ne =1 wox—Hixh =1 wox N
=2 % POCH{x}) = > % P(X=x) = E(X)

Cette formule est utile pour prouver le résultat suivant :

PROPOSITION

SoitX : Q - {x, i 01} =E unevariable aléatoiredéfiniesur I'espaceprobabilisé(Q, P)etg : E
- R unefonction Alors g o X (notéeégalemeng(X)) estunevariable aléatoiredontl'espérance
se calcule de la fagcon suivante, au moyen de la 1&i de

E@(X)) = 2 9(x) P(X =x)

iol

Démonstration
Elle est analogue a la démarche suivie précédemment :

E@(X) = 3 9(X(w) P{u}) = Z > 9(x) P({u}) = Z gx) > P{u})

wne =1 aox-Tx) WX )
=5 9x) POCHIX]) = 3 9x) P(X =X)

L'intérét de cette formule est qu'il est inutile de rechercher la lg>depour calculersonespérance.
La loi de X suffit.

EXEMPLE:



Soit X la somme de deux dés. La loi de X est la suivante :

2 3 4 5 6 7 8 9
1 (2345 |6|5[4[3|2] 1
36 | 36| 36| 36| 36| 36| 36| 36| 36 | 36 | 36

La formule démontrée permet d'écrire :

— o5y L 2 3 4 1._35
E((x—7)2)_25x36+ 16% 3o+ 9x g+ Ixggt . + 25x 3=

(Cette quantité mesure la dispersion de X autour de sa valeur moyenne et s'appelle variance de X).

PROPOSITION
L'espérance possede les propriétés suivantes

HDOaldR,ObOR, X etY variables aléatoires suiQ, P),on a:

E@X + bY) = aE(X) + bE(Y).

Autrementdit, I'espéranceest un opérateurlinéaire sur I'espacevectoriel des variables
aléatoires

)X =00 E(X)=0

iibis) X=Y O E(X)=E(Y)

i) [E()| < E¢X))

iv) |E(XY)| < JE(X®) \E(Y?)

v) Si X est une variable certaine égaléaalors E(X) =k
Démonstration

i) etii) sedéduisenfacilementdu fait queE(X) = ) X(w) P({w}), expressioriinéaireparrapporta
wlQ
X, et positive si X est positive.
il bis) se déduit de ii) en considérant X —Y:
X=Y=0 EX-Y)=00 E(X)-E(Y)=00 E(X)= E(Y).
iii) se montre en remarquant que —5*X| < X, donc — E(Xx E(]X|) < E(X)
iv) La quantitée<X,Y> = E(XY) estuneforme bilinéaire symétriquepositive,et commetoute forme
bilinéaire symétrique positive, elle vérifie I'inégalité de Schwarz :
<X,Y>% < <X, X> <Y,Y>
v) OnaP(X %) =1, donc E(X) kK P(X =k) =k

La variable aléatoire X — E(X) a une espérance nulle. On dit qu'elle est centrée.

b) Variance
On mesurda dispersionde la variablealéatoireX autourde sonespéranc&(X) = u en calculantla
quantitéE((X — ). Il s'agitde la variancede X, notéeV(X). Sil'on développecettequantité,on
obtient :
V(X) = E((X —)?)

= E(X—2Xu + 1)

= E(X) — UE(X) + E(°)

= EM) — u® + car E(X) =p et EQ?) = 2.



Donc V(X) = E(X? — E(X)~
C'est cette derniére quantité que I'on calcule le plus souvent pour obtenir la variance.

On vérifiera facilement que :
DaOR,ObOR, V(@x + b) =a’Vv(Xx).

On appelle écart-type la quantiéX) =/V(X) .

La variable aléatoir%& a une espérance nulle. On dit qu'elle est centrée réduite.

c) Lois usuelles

[ Variable certaine

Soit X = k une variable certaineégalea k. Le lecteur vérifiera sansdifficulté que E(X) = k,
E(X?) =k, et V(X) = 0.

Réciproquement| seraprouvédansla paragrapheuivantque,si X admetunevariancenulle, alors,
il existek tel que P(X k) = 1.

O Variable de Bernoulli
Elle admet la loi suivante :

X 0 1
Px 1-p p

On a donc : E(X) = E(X) (En effet, X = X) D'ou V(X) =p—-p° =p(l — p) = pgavecq = 1 —p

Un exemplefréquentde variable de Bernoulli est celui desfonctionsindicatrices.Soit (Q, P) un
espace probabilisét A un événementOn considérda variablealéatoiredéfinie de la faconsuivante

14 :Q - {0, 1}
© %O SiwdA
T olsiodA
Cettevariablealéatoireestla fonctionindicatricede la partieA. La loi de 1, estuneloi de Bernoulli
de parametrp, avec :

p=PLi= 1)
= P({0 0 Q, 1x(®) = 1)
= P(A)

Alors, E@A) = P(A)
Voici quelques regles de calcul des fonctions indicatrices, dont la démonstsitaneséeau lecteur

1,=1

1D =0

lare =1ax1p

1CA =1 _1A

1 _1A oB — (1 _1A)(1 _1B)
lae=1a+1s—1ans



L'avant-dernieréormule segénéralisaisément uneréunionquelconqueale n partiesAy, ..., A,, de
la facon suivante :

1 —1DAi = (1 _1Al)(1 _1A2)---(1 _1An)
En effet :

1-1oa=1goa=1loca = 1. CA ~ 1@ —1a)

Cela permetde démontrerla formule dite de Poincaréen développanie membrede droite, qui
donne la probabilité d'une union quelconque d'événements :

1-1oa =1 —iz 1a, + % Iajon =t -1y > 1AilnAi20...nAim+ ot (1) 1as0nn0.0a,

i1<io<..<p
En prenant I'espérance des deux membres, on obtient :

PLIA) =3 P(A) -3 P(A 0 A) + T P(A N A0 A ..

1< i<j<k

+(=" S PAL N AN n A+ (CITTP(AL N Aen a0 A

i1<i2<...<im

O Loi binomiale:
Soit Xy, ..., X, n variablesaléatoiresde Bernoulliindépendante.e. les événementsorrespondant

n
ces variables sont indépendanésyaleurdans{0,1}, deparametrep. Alors lasommeX =% X; suit
=1
une loi binomialeB(n, p). X est égal au nombre de succésmiezpériences. Rappelons que :
E(X) =p
V(Xi) =p(l—p)
On en déduit que :

E(X) = z E(X) = np

Par ailleurs, il estdémontréplus loin que la variance d'une somme de variables aléatoires
indépendantes est égale a la somme des variances. D'ou :

n
V(X) = Zl V(Xi) =np(l - p)
1=
On peut également démontrer ce dernier résultat directement. Calculdhs E(X
n
X2=3 XZ+23 XiX;
i=1 0

Xi? n'est autre que;Xdonc son espérance est
XiX; ne prend que les valeurs 0 ou 1. C'est une variable de Bernoulli, de papéntgtreffet :
PXiX;j=1)=P(X=1etX=1)
= F;(X: ) x P(Xj =1) (indépendance des variables)
=p



Donc E(XX;) = p°. Enfin, il y aﬂ(n—_Il couplesi( j) tels que soit strictement inférieur ja Ainsi :

2
E(X? =np + n(n - )p?
0 V(X)=np+n(n-INp’— (Op)’=np(l-p)

[ Loi uniforme sufl, ..., n} :

La probabilité que X :'Fvaut%. Donc :
E(X?) = Z _(n+ 1)ém +1)
v(x) = @+ (0% 17 _ n21§ 1

4- Inégalité de Bienaymé-Tchebychev
PROPOSITION
Soit X unevariable aléatoired'espérancequ et d'écart-typeg, et soit € un réel strictementpositif.

Alors: P(|X—u| za)Sg

Démonstration

Posons Y :|tX - u|. Onao® = V(X) = E(Y?). Notonslys la fonctionindicatricede I'ensemblg « O
Q,Y(w) =€} Alors,ona:

Y22 € 1yse
En effet, ou bienY(w) = € etl'inégalitéci-dessugsionnebienle mémerésultat,puisqu'alorslys:(w) =
1 ; oubienY(w) < &, estlinégalitéci-dessusionneY? = 0, puisquelys:(w) = 0. Danstousles cas,
l'inégalité est vérifiee. On en déduit que :

0° = E(Y?) 2 E(€® 1ys) =€ E(lyse) =€ P(Y2¢)
D'ou le résultat.

Cetteinégalitépermetd'évaluera probabilitéde s'écarterde samoyenne.Son avantagecertainest
gu'elle ne dépendpasde la loi de X. Cetteloi peut étre ignorée.Son inconvénientest que la

majorationestgrossierePouruneloi binomiale@(zo,%) ete =3,onac” =5, u = 10 et 'inégalité
de Bienaymé-Tchebychev donne :
P(|x -10>3)<2=~056

alors que le calcul donne |IX— 10| >3)=0,26

Notons que l'argumentutilisé sur la variable aléatoireY? se généralised n'importe quelle variable
aléatoire Z positive ou nulle sous la forme :

Oa>0,E(Z)=aP(Zza) (inégalité de Markov)
en remarquant queZa 1., et en prenant I'espérance des deux membres.



Applications:

0 SiX=0etE(X)=0,alors P(X=0) = 1.

En effet, pour toua > 0, I'inégalité de Markov donre> a P(X = a), ouencoreP(X = a) = 0. Donc
enprenantpour a la plus petite valeur strictementpositive susceptibled'étreprise par X, on obtient
P(X > 0) = 0 et par passage au complémentaire, P(X = 0) = 1.

O Si V(X) = 0, alors il existel tel que P(X 7u) = 1.
En effet, l'inégalité de Bienaymé-TchebichedonneP( |X —u| > ¢ ) = 0 pourtout € > 0, ce qui

permetde conclureque P( |X —p| > 0) = 0 commeci-dessusget par passageu complémentaire,
PX=p)=1.

Dansle premiercas,on dit que X est presquestrementnulle (ou presquepartout nul), dansle
second, que X est presque sirement constante.

[0 Considérons unsuitede variablesaléatoiresndépendanteX;, 1 <i < n demémeloi, d'espérance

W et d'écart-typeo. Appliquonslinégalitéde Bienaymeé-Tchebichea Z, = w OnakE(Z)

=uetV(Z) :%. Donc :

ol

ne

guantité qui tend vers@uandn tendverslinfini. Celaexprimequela probabilitéqueZ, appartienne
alintervalle]u — ¢, u + g[ tendvers1 quandn tendverslinfini, et ceci, quel que soit le nombree
choisi. Cette propriété s'appelle la loi faible des grands nombres.

P(|Zo—p|2¢) <

IV : Couple de variables aléatoires

1-Définition
On consideraun espacegrobabilis§(Q, P) et deuxvariablesaléatoiresX et Y définiessur Q. (X, Y)
est un couple de variables aléatoires. C'est I'applicatithaiealeurs danR?, définie naturellement
par :

wdQ - X(w), Y(w) OR?
Si X estavaleursdans{x, i 1} etY avaleursdans{y;, j U J} oul etJsontdeuxensemblesinis,
alors (X,Y) esta valeursdans{(x, y;), (i, j) O I x J}. Pour déterminera loi du couple,dite loi
conjointe, il suffit donc de donner la probabilité des événements élémentairexR{X¥=y;) noté
égalementP(X = x, Y = y). Quanta la probabilité d'une partie A quelconquede R?, on aura,
comme pour une variable aléatoire a valeurs réelles :

P(X,Y)OA)=P{wOQ | X(w), Y w) OA}

= > PX=xY=y)

(i.j) telsque(x;, yJ-) OA

EXEMPLE:
On lance deux dés, X est le pyrandnumeéraotiré, Y le pluspetit. Quelleestla loi conjointe? On la
présentera sous la forme d'un tableau a double entrée.



Xl Yo 1 2 3 4 5 6 loi de X
1 1/36 0 0 0 0 0 1/36
2 2/36 1/36 0 0 0 0 3/36
3 2/36 2/36 1/36 0 0 0 5/36
4 2/36 2/36 2/36 1/36 0 0 7/36
5 2/36 2/36 2/36 2/36 1/36 0 9/36
6 2/36 2/36 2/36 2/36 2/36 1/36 11/36

loide Y| 11/36 9/36 7/36 5/36 3/36 1/36 | total 1

La conventionestici de mettreles valeursprisespar X dansla premierecolonneet cellesprises
par Y dansla premiéreligne. On prendragarde qu'onaurait pu prendrela conventioninverse,ce
qui aurait conduit a inverser le réle des lignes et des colonnes dans toute la suite de ce paragraphe.

Quelleestla probabilitéde I'événemenX + Y > 5 ? Cetteévénementonsisteen l'appartenancee
(X, Y) alapartieA ={(x,y) | 1<x<6,1<y<6,x+Yy>5} Lesprobabilitésdesévénements
élémentairesorrespondantsontindiquéesen grasdansle tableauci-dessusOn trouve donc pour

P(X +Y >5), égal a P((X, Y)J A), la Va'eué_g Oui_g'

2- Lois marginales

Un coupleétantdonné,on appellelois marginaledeslois de X etde Y. Leslois marginalesont été
indiquéesdansl'exempleprécédentOn remarquequ’ellesse trouventfacilementa partir de la loi
conjointe par addition des lignes ou des colonnes. En effet :

X=x < 0jtg (X, Y) =&, Y)
donc {w Q | X(w) =x} = _EJ{Q)DQ | X(w) =X, Y(w) =y;}. Donc :
J

P(X=x)=> P(X=x,Y =y} (somme des termes telignei).

i0d
De méme,
p(Y =y;)=> P(X=xY =y} (somme des termes de la colofpne
il
On remarquerague la connaissanceles lois marginalesne permetpas de reconstituerla loi du
couple. On possede moins d'informations.

EXEMPLE:
Xl Yo 0 1 loi X
0 p 1/2 —p 1/2
1 1/2 —p p 1/2
loide Y 1/2 1/2 total 1

Quelle que soit la valeur g entre 0 e% la loi conjointe admet les mémes lois marginales.



3- Lois conditionnelles

Soit (X,Y) un couplede variablesaléatoiressur Q. On supposd'événement’ =y, réalise.On peut
alorsmunir Q dela loi conditionneIIePYzyj. La loi de X sur cet espaces'appelleloi de X sachant
Y =y;.. Onadonc :

Laloi de X sachanty =y, setrouvedoncendivisantla j-emecolonneparP(Y =y;), qui n'estautre
que la sommede cettej-emecolonne.Le calcul peut étre fait pour toutesles valeursde y;, et le

résultatprésentésousla forme d'untableaua doubleentrée Jorsqueles valeurssonten nombrefini.
On pourrait également chercher la loi de Y sachant que; X =

Dans le cas du tirage de deux dés, ou X représente le plus grand tirage et Y le plus petit, on obtient :

Loi de Xi Y=1 Y=2 Y=3 Y=4 Y=5 Y=6
sachant que-»
1 1/11 0 0 0 0 0
2 2/11 1/9 0 0 0 0
3 2/11 2/9 1/7 0 0 0
4 2/11 2/9 217 1/5 0 0
5 2/11 2/9 217 2/5 1/3 0
6 2/11 2/9 217 2/5 2/3 1
La loi de X sachant que Y j=se lit dans I@-éme colonne
Loide Y - 1 2 3 4 5 6
sachant que
X=1 1 0 0 0 0 0
X=2 2/3 1/3 0 0 0 0
X=3 2/5 2/5 1/5 0 0 0
X=4 217 217 217 1/7 0 0
X=5 2/9 2/9 2/9 2/9 1/9 0
X=6 2/11 2/11 2/11 2/11 2/11 /11

La loi de Y sachant que Xi=se lit dans la-eéme ligne

Les lois conditionnelles présententlintérét suivant. Si I'on connaitla loi de Y et les lois
conditionnelles de X sachant Y, alors on peut reconstituer la loi du couple. En effet :

PX'=x,Y =y) = P(Y =y)) x Py=y (X =Xx)

4- Variables indépendantes
a) Cas de deux variables

Deux variablesaléatoiresX etY a valeursrespectivementlans{x, i [ I} et{y,, j O J}, sontdites
indépendantes si, pour tout événement A et B :
P(XOA, Y OB) =P(XOA) xP(YOB)
En particulier, pour toutet toutj, les événements Xx et Y =y; sont indépendants. On a donc :
OigdnLOj0J, PX=x,Y=y)=PX=x)xP(Y =y)
Connaissantes lois marginales,on est alors capablede reconstituerla loi du couple. Les lois
conditionnelles de X sachant Yyrsontidentiquesa la loi de X. Réciproquement suffit de vérifier
lesindépendancedesévenementX = x; etY =y, pourconclurealindépendancde X etY, car,en



sommantsurles éléementsd'unévénemenhA et d'unévénemenB, on aretrouvela définition intiale.
Le fait que deux variablessoientindépendantesésultesoit d'une hypotheseportéesur le modele
(indépendancdeslancersde deuxdés...) soit de la vérification par le calcul de I'indépendancee X

=x ety =y.

EXEMPLEL :
Soit (X,Y) un couple a valeurs dans {1, n},x {1, ...,n}. On pose :
P(X =i,Y =j) = Cx J'

ou C estune constanteelle que la sommedes probabilitéssoit égalea 1. Les variablessont-elles
indépendantes ?

La loide X est :

PX=i)=Y P(X:i,Y:j):ZCx}:CKxi
=1 =1

n
ouK=% Jl C et K sont reliés par la relation suivante :
=1

Laloide Y est:
P(Y=))=Y PX=i,Y=))=y cxt=Eyi=L
=1 =1 I 1& K
On a donc bien :
P(X =i) x P(Y =j) :% = P(X =1,Y =)
En fait, on peut prévoir I'indépendance des variables si la loi conjointe est de la forme suivante :
P(X=i,Y =j) =1(i)g()

En effet, soit G =) g(j) et F =) f(i). Alors F et G sont reliés par la relation :
] i
FG :% f(i)a() :% P(X=iY=])=1
P(X=i) = g f(i)a@) = ()G

P(Y =1) = 2 1()g0) = 90)F

D'ouP(X =) x P(Y =)) = FG x f(i)g(j) = f{i)a(j) = P(X =i,Y =) et les variablessont bien
indépendanteLettepropriétéapparaidansle tableaudonnantia loi du couplequandleslignes(ou
les colonnes) sont proportionnelles entre elles.

EXEMPLE?2 :
Soit (X, Y) un couple a valeurs dans {1, n}.,x {1, ...,n}. On pose :



P(X =i,Y =j) = C( +)) ou C est une constante.
Les variables sont-elles indépendantes ?
La loi de X est :

P(X:i):ji P(X =i, Y:j):jiC(i +j)=C(ni+ﬂ(”2+_1))

n
C vérifie la relation suivante : 1¥ P(X =i) = c’(n+1)=1
=1

La loi de Y est, par symétrie :

P(Y =j) = Coj + L)

On adonc:
P(X =i) x P(Y =j) # P(X =i,Y =)).
Les variables ne sont pas indépendantes.

PROPOSITION
SoitX:Q - RetY:Q - R deux variables aléatoires indépendantes. Alors pour toute forfction

et g deR dansR, f(X) etg(Y) sont indépendantes

Démonstration
Pour toute valeun, etv; que peuvent prendféX) etg(Y), on a:
PE(X) = u, g(Y) = v) = PXO (W), Y 0 g(v))
= P(XOf7(w)) P(Y O g™(v))
= PE(X) = w) PE(Y) = v)

b) Cas den variables
n variables aléatoiresX, X, ... X, a valeursrespectivementdans E; = {x, i1 O I}, ...

En={x,,in O Io}, sontditesindépendantesi, pour tout événementA; de E, ..., A, de E, les

evénementX; [ Ay, ..., X, O A, sontindépendantsyu, de maniereequivalentesi pourtoutiy, ...,
toutin, les événements & X, ..., X =X sont indépendants. Il suffit de vérifier que :

OOy, oy O Oy, PG =%, 0 %0 =%) = P4 =%) .. PG =X%)
carunerelationanalogueseravérifiée pour toute sous-familled'événementsn sommantde maniéere
adéquate les indices.

On peut vérifier les propriétés suivantes :
i) Toute sous-famille extraite de {X.., X,) est indépendante
ii) sif estunefonctiondeE; x ... x Ex etg unefonctionde Ex.1 x ... x E, & valeursdansR, alorsles

deux variables ¥=1(X4, ..., X) et Z =g(Xx+1, ..., %) sont indépendantes.

5- Espérance d'une fonction d'un couple

a) Cas du produit XY :
On souhaite calculer E(XY), connaissant la loi du couple (X, Y). On a:

E(XY) = 3 X(w)Y(w) P({o)

wdQ



Nousreprenongi-dessousin raisonnementomparable celui que nousavonstenupour une seule
variablealéatoiredanslll.3). Soientxy, X , ..., X, lesvaleursqueprendX ety;, s, ..., Ym lesvaleurs
prisespar Y. Alors les imagesréciproquesX({x}), X({x2}), ..., X {{x.}) formentun systéme
complet d'événementsle Q : ils sont disjoints (car un élémentu ne peut avoir deux images
différentes)et leur réunionestQ (cartout w admetcommeimagel'un desx) . Il enestde mémede
Yy, Yy, ..., Y'{yaD. Etil en estencorede mémedela famille X '({x}) n Y'{y}), 1
<i<n 1<j< m On peutcalculerla sommesur Q en sommantd'abord sur chaque
X{xP n Y{y}, puis en faisant la somme de cesm totaux :

2 X(W)Y(w) Pad) = 3 > X(@Y(w) P({u})

oo B wDX_l({Xi}) n Y_]({yj})

D'autre part, lorsque appartient X *({x}) n Y '({y}), pardéfinition, X(w) estégalas etY(w) &
y;. D'ou :

> > X@Y(w) P{ed) =3 2 Xy P(u)

" oox—Yog) 0 Y Xy " oox—Yog) 0 Y Xy

=YXV > P

] wOXY{x} n Y—]({yj})

Enfin >  P({u}) n'est autre que :
OX XN 0 Yy

5 POCHEx}) n Y7({yD) = P00 Q | X(@ =x n Y(&) =y}) =P(X =x,Y =) .
onc :

%Qx(w)Y(w) P{w}) = Z, Xy P(X =x, Y =)

Ainsi

E(XY) = %myj P(X=x,Y=y)

Examinons maintenant le cas ou X et Y sont indépendantes. Alors, la formule obtenue devient :

E(XY) = % X Y P(X'=x) P(Y =y)

=3 X P(X=x) 3y P(Y =)
i ]
= E(X) E(Y)
On peut donc énoncer la proposition suivante :

PROPOSITION
SoitX etY deux variables indépendantes, al&eXY) = E(X)E(Y)



Cette propriété se généralisepar récurrencea un produit quelconquede variables aléatoires
indépendants.

Si X et Y ne sont pas indépendantes, en général, il n'y a pas égalité.

EXEMPLE:
: 1
Soit 0 <p <§
Xl Y- 0 1 loi de X
0 p 1/2 —p 1/2
1 1/2 —p p 1/2
loi de Y 1/2 1/2 total 1

XY suit une loi de Bernoulli de paramepeDonc E(XY) =p. Mais E(X) = E(Y) =%

On prendragardequela propositionénonceuneimplicationet nonuneéquivalencell esttout a fait
possible que E(XY) = E(X)E(Y) sans que X et Y soient indépendantes.

EXEMPLE:
On dispose de trois urnes. On y place trois boules au hasard. X est le deimtukesdansl'urne 1,
et Y est le nombre d'urnes vides. La loi conjointe est :

X1 Yo 0 1 2 loi de X
0 0 6127 2127 8127
1 6127 6127 0 12127
2 0 6127 0 6127
3 0 0 127 1127
loideY 2/9 6/9 1/9 total 1
125 6 LA A T
E(X) =57 +2x57+8x557g%g g~ 1
_6,,,1.8
E(Y) = 9 + 2>< 9 9
6,5, 6,5, L 248
E(XY) = >7 + 2x 57 + 6 x =579 E(X)E(Y)

Pourtant, X et Y ne sont pas indépendantes.

b) Cas d'une fonctionh(X,Y) :
Le raisonnement appliqué au produit se généralise de la facon suivante

E(M(X,Y)) =3 h(x, ) P(X=x, Y =y)
1)
Dans le cas de deux variables aléatoires indépendantes, on a :
E(h(X,Y)) = 3 h(x, yp) P(X =x) P(Y =y))
1)

De plus, sh(X, Y) = f(X) g(Y), on obtient :



E((X) o(Y)) = % fOa) 9(yp) P(X =x) P(Y =y)) = EF(X)) E(9(Y))

ce qui découle égalementdirectementdu fait que f(X) et g(Y) sont deux variables aléatoires
indépendantes, et que lI'espérance d'un produit de variables aléatoires indépendaptesiesties
espérances.

6- Somme de variables aléatoires

On s'intéresse la loi de la sommeZ = X + Y de deux variablesaléatoiresfinies. L'événement
{Z =2z} est égal a la réunion disjointe des événements {X¥==y; | x +y; =z. Donc:

P(Z=2= > P(X=x,Y=y)
(., tax +y;=2

Dans le cas de deux variables a valeurs &¥nen obtient :
P(Z =n) :iP(X =i, Y =n-i)
B
Lorsque les variables sont indépendantes, cette formule devient :
P(Z=n)= i P(X =i) P(Y =n—i)
E

EXEMPLEL1 :

X et 'Y deux variables aléatoires indépendantes de méme loi de Bernouilli de papametre
P(X +Y =0)=P(X=0)P(Y =0) = (1p)?
PX+Y=1)=P(X=0)P(Y=1)+P(X=1)P(Y =0) =2(p}p
P(X+Y=2)=P(X=1)P(Y =1) -

On reconnaitune loi binomiale B(2, p), ce qui n'est pas surprenantpuisquela loi B(2, p) est

précisément définie comme la loi de la somme de deux variables de Bernoulli indépendaétes de
parametrep.

EXEMPLE2 :
On généralisece résultata la sommede deux variablesaléatoiresindépendantesuivant une loi

binomialede mémeparametreSoit X deloi B(n, p) etY deloi B(m, p) deuxvariablesaléatoires

indépendantes. Alors X + Y admet pour loi uneigh + m, p). En effet :

P(X+Y =k =5 P(X=r) P(Y =k—T)

=2 L5 a-p g B @ —pm

S F L e



Or) %r] %@Tr éz %1 Emﬁ En effet, %1 ;m Eestle nombrede partiesde k élémentgparmin + m

et on peutdénombreice nombrede partiesd'uneautrefacon.ll suffit de choisitr élémentgparmin,
etk —r parmim. On obtient finalement :

+m .
PX+Y=K=H | Bp(L-p)"
qui estbienla loi binomialeannoncéeCereésultatestparfaitementompréhensiblsi on imagineque

X estle nombrede Pile enn lancerset Y le nombrede P en m autreslancers.Alors, X + Y estle
nombre de Pile en + mlancers.

7- Covariance

Début de partie réservée aux MPSI
On s'intéresse a la variance d'un somme :
V(X +Y) = E( (X +Y —E(X) -E(Y)})
= E((X = E(X))* + (Y — E(Y)F + 2(X -E(X))(Y —E(Y)) )
= V(X) + V(Y) + 2 E((X = E(X))(Y — E(Y)))
On pose alors la covariance de X et Y comme égale a :
cov(X,Y) = E((X = E(X))(Y — E(Y)))
D'ou:
V(X +Y)=V(X) + V(Y) + 2 cov(X,Y)
(Cetteformule esta rapprochede ce qui ce passesur R avec: (x +y)® = x* + y* + 2xy. Le rdle du
double produit est joué ici par la covariance).

La formule ci-dessus se généralisevariables de la fagon suivante :
V(X1 + ...+ X) = V(X)) + ... +V(X) + 2 cov(X, X))
B

PROPOSITION

La covariance vérifie les propriétés suivantes :
i) cov(X,X) = V(X)
ii) cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)
i) (X,Y) - cov(X,Y) est bilinéaire

iv) | cov(X,Y)| < \V(X) \V(Y)

v) X etY indépendantes! cov(X, Y) =0
vi) X etY indépendantesl V(X +Y) = V(X) + V(Y)

Démonstration
i) est évident
i) se montre en développant cov(X,Y) :
cov(X.Y) = E((X — E(X)(Y — E(Y)))
= E(XY — XE(Y) — YE(X) + E(X)E(Y))
= E(XY) — E(XE(Y)) — E(YEX)) + E(E(X)E(Y))
= E(XY) = E(Y)E(X) — E(X)E(Y) + E(X)E(Y)
= E(XY) — E(X)E(Y)
i) La vérification est laissée au lecteur
iv) résulte du fait qu'une forme bilinéaire symétrique positive vérifie I'inégalité de Schwarz.
V) Si X et Y sont indépendantes, alors E(XY) = E(X)E(Y). La propriété v) en résulte.



vi) est clairement équivalente a v).

On définit le coefficientde corrélationde X et Y commeétantégala p(X, Y) = M. Ce

VVX)VV(Y)
nombreestcomprisentre—1 et 1, d'apréda relationiv). Il joue un réle analoguea celui du cosinus
pour deux vecteurs.

Si X etY sontindépendanteslorsle coefficientde corrélationestnul. On dit quelesvariablessont
non corrélées. On prendra garde gadeconditionn'estpaséquivalente l'indépendancede X etY
(pas plus que le fait que E(XY) = E(X)E(Y) n'entraine I'indépendance de X et de Y).

SiY =aX + b, alors cov(X,Y) maV(X) et le coefficient de corrélation vaut |&> 0 et — | s < 0.
Fin de partie réservée aux MPSI

O



