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| : Somme de sous-espaces vectoriels

1- Produit d'espaces vectoriels

SoientF,, ..., F, desespacewectoriels.On note_ﬁ F l'ensemble{(xi, ..., Xp), O 1, x O F}. Il est
=

facile de vérifier gu'il s'agit d'un espace vectoriel lorsqu'on le munit des opérations :

(X1, -y %) + B, o Yp) = (Ko + Y1, o X+ Yp)
AXe, o X0) = X, .eny AXp)

PROPOSITIONS :
p p p

Si lesF; sont de dimension finie, il en est de mémg|dg etdim([] F) = > dim(F).
1=1 1=1 1=1

Démonstration



p
Si, pour tout, on note ¢;),1<j < dim(F), une base de Anontrongyu'unebasede [ ] F; estdonnée
1=1

i émerang
l p
par 'ensemble d€9, 0, ..., g, 0, ..., 0). Cette famille comporte en effyt dim(F) vecteurs.
1=1

p dim(E)

O La famille des (0, 0, ..g;, O, ..., 0) estlibre. & 5 A; (0,0, ..., 0, ...,0)= (0, ..., 0), alors :
=1

1=1 ]
dim(Ei)

(0, O, . z )\ij 6, O, ceey O) = (O, . 0)
=1

dim(E1) dim(E) dim(Ep)

donc ( z )\ljelj, . z )\ij €, .o z )\ij aj) = (O, . 0)
= = =

dim(Ei)

donc O i, z )\ij 6 = 0
=1

et comme pour tout (g;) est une base deg, FesA; sont nuls.

p
0 La famille estgénératriceSi (x, ..., X,) appartienta [] F, il suffit de décomposechaquex; sous
1=1

dim(E) p dim(E)
la forme 3 ;e pour obtenir quex(, ....x) => > K;(0,0,...8,0, ..., 0)
=1 i=1 =1
Dans le cas particulier oy E ... = i = K, on retrouve dinK") =p.

2- Somme dep sous—espaces vectoriels

Si les F sonttous dessous-espacegectorielsd'un mémeespacevectoriel E, on peut considérer
I'application® suivante :

p
F - E
(O .g

(X1, oy Xp) = Xo + ...+ X
p
Im(®) s'appelle somme deg Rotée k+ ... + b ou) F. Onadonc:
1=1

DEFINITION
Soit E un espacevectoriel,F,, F, ..., F, p sous—espacegectorielsde E. On appellesommedesF
I'ensemble défini par :

Fir+tF+ . +FR={z|Ox0OR z=x+ X+ ... + X}.

F. + F, + ... + F, estle sous—espaceectorielengendrépar la réuniondesF. En effet, il contient
chaqueF, et tout sous-espaceontenantthaqueF contientleur somme.C'estle plus petit sous—
espace vectoriel contenant lges F
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Comme rg@) < dim(_|_£| F),ona:
p p
dim(__zl F) < Zl dim(F)

Si @ est injective, on dit que Bommeestdirecte.Le fait d'étreinjective signifie quechaquetlément
z de l'image n'a qu'un seul antécédentx, ..., X,). C'estéquivalenta dire que Ker(®) estréduit a
I'‘élément nul.

Onadonc:

PROPOSITION :

On dit que la somme désest directe si I'une des propriétés équivalentes suivantes est verifiée
i) Tout z de=;, + ... + F, S'écrit de maniere unique % ... + X, % O F.
i X +x+...+%=0etli,x ORI 0 Oi,x=0

Onnote KO F, U ... O F, cette somme directe.

Dans le cas de la dimension finie, on dispose du théoréme du rang qui permet d'écrire :
dim(iﬁ F) = dim(Im@®)) + dim(Ker@))

et donc :
iidim(lﬁ) = dim(il F) + dim(Ker@))

Comme la somme est directe si et seulementest injective, on a dispose de I'équivalence :
i-il) La somme del est directe

if) dim(i F) :__i dim(F)

Une base de la somme directe s'obtient en réunissant des bases de tous les soneatspalsts

p P p
Celareésultede l'isomorphismegue @ établitentre[] F; et [l K et enprenantcommebasede L] F
i=1 i=1 i=1

p
limage pard de la base d] F donnée dans le I-1).
1=1

Inversementsi on scindeune basede E en p systemedglisjoints,cessystemegngendrentiessous-
espaceyectorielsen sommedirecte.En particulier,si (vs, ..., Vo) estunebasede E, on a la somme
directe : E Kv; O ...0 Kyv, ou I'on notekv le sous—espace vectoriel engendrévpar

SiE=F, O ... O F, pourdéfinir uneapplicationlinéaireu de E dansun espacevectoriel G, il suffit
de définir des applications linéaingsde E dans G. On pose alors :

UX + ... %) = U(Xe) + ... +U(Xp).
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Réciproquementy; est la restriction de a E.

REMARQUE
Dans le cas de deux sous-espaces vectoriels, la condition de somme directe :
X1+ X = O,XlD El, X OB 0O Xl:XZZO
est équivalenta cellevueenpremiéreannéeE; n E, = {0} enécrivantl'égalitésousla formex; = —
X, €élément de En E,.

Il : Applications linéaires

1- Trace
On appelle trace d'une matrice carrée la somme de ses éléments diagonaux :

Tr(A) = _iaﬁ

Tr est une application linéaire @¥,(K) dansk. On dispose également de la propriété suivante :
Tr(AB) = Tr(BA)

En effet :
wmm:émmsééqm
alors que :
Tr(BA) = il (BA); = .:i,:i by &

Il suffit d'intervertirlesnotations ~ j pourobtenirla mémeexpressionOn endéduiten particulier

que, pour toute matrice P inversilole n et toute matrice M d&/,(K) :
Tr(P'MP) = Tr(MPPY) = Tr(M)

Or si M représentda matrice d'un endomorphismer dansune basedonnéeet si P représentda

matricede passagele cettebased uneautrebase P 'MP représentéa matricede u dansla nouvelle

base.Les deuxmatrices bien que différentes,ont la mémetrace.Elles ont d'ailleursaussile méme

rang et le mémedéterminant.Cette trace est appeléetrace de u et est indépendantale la base

choisie.

EXEMPLE:
La trace d'un projecteur est égale a son rang.
La trace d'une rotation d'andleen dimension 3 est égale a 1 + &os

2- Sous-espaces stables

a) Définition

Soitu un endomorphisme'unespacerectorielE. Un sous-espaceectoriel F de E estdit stablepar
u si u(F) O F. La restrictionu|r de I'endomorphismes a F définit alors un endomorphismele F,
appelé endomorphisme sur F induit par

On rencontre usuellement les cas suivants en dimension finie :



O F stable : si on choisit une base de F que I'on compléte en une base de E, la matriedatene

, Bo . : . . : . . .
suwante% C Eou A estunematricecarréede dimensiona dimensionde F, O unematricenulle, B
et C des matrices quelconques.

O Plusgénéralementi, O F, O ... 0 F, = E suite croissantede sous-espacegectorielsstables,
donne, dans une base adaptée, une matrice de la forme

* *
5 a0+ O
.4
o o..a0
La matrice est dite triangulaire par blocs.

O En particulier si dim =i, la matrice est triangulaire :
* *
1
% ..~ |:|
.4
Eb 0.3 [
On dit que I'endomorphisme est trigonalisable.

00 E =FO G avec F et G stables :
La matrice deu dans une base de E obtenue en réunissant une base de F et une base de G est alors de

O A . ) e, ,
la forme % B % L'intérét estde scinderl'étuded'uneapplicationlinéaire en deux étudessur deux
sous-espaces plus petits, et peut-étre plus maniables.

O Plusgénéralemensi E=E, 0 E; O ... O E,, avectouslesE; stablesalorsla matricede u dans

une base adaptée est de la forme
10..0
EF s

o o..a0
Inversementun endomorphismeyant cette matrice stabilise chacundes E;. La matrice est dite
diagonale par blocs.

0 L'ideal est d'obtenirune matrice diagonale,pour laquelle ug, est une homothétie.On dit que
I'endomorphisme est diagonalisable, de matrice

10...0
% a...0 |:|
.. 4
Eb 0 .. apD
(lesa étant distincts ou non).

b) Matrices par blocs
On a vu apparaitre ci-dessus des matrices par blocs.ddonsnsci-dessousin exemplede produit
de matricespar blocs: il suffit pour celade réfléchir a ce qu'estla définition du produit de deux
matrices 'ordre danslequelse font les chosesles dimensionsde chaquebloc pour rendrepossible
les produits :

A est une matrice x q E est une matricg x t
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B est une matricp x r F est une matricg x u

C est une matricex q G est une matricex t
D est une matricex r H est une matricex u
BookE F E+BG AF+BH
% D E%& H E_ E+DG CF+DH
avec AE+BG matricep x t

AF+BH matrieep x u
CE+DG matrices x t
CF+DH matricesx u

Signalons le calcul des déterminants triangulaires (ou diagonaux par blocs) :

_ A Co. , . : .
SoitD = u A estunematricecarréep x p, B unematricecarree(n-p) x (n—p), C une
On_p’p B

matricep x (n—p) et Onp la matricenulle & n—p ligneset p colonnesMontronsparrécurrencesur p
que D = det(A) det(B).

Sip =1, le développement peapporta la premierecolonnedonnele résultat.Supposonge résultat
vrai au rang p—1 et montrons-leau rang p. Le développemenpar rapporta la premiérecolonne
donne :

p _
D= Zl (1) " & Mig

ou M, estle déterminanbbtenuen supprimanta ligne i et la colonnel du déterminantomplet.ll

An GCQg . : o
n'estautreque%O * ) BI Eou Ai; estla matriceA donton a suppriméla lignei etla colonnel et
n—p,p—

Ci est la matrice C dont on a supprimé la ligriehypothése de récurrence donne :
Mi; = det(A,) det(B)

0 D=3 (-1 a, det(Ay) det) = det(A) det(B)

p .

puisque) (-1) " a; det(Ay) n'estautrequele développemente det(A) par rapporta sapremiére
1=1

colonne.

Plus généralement, on aura :

gl * 0%
0 Arn +
2 = det(A)...det(A)
56 0 7 a0
ou les A sontdesblocscarréssurla diagonale)es* désignentesblocsde termesquelconquet
les O désignent des blocs nuls. Cela se montre par récurremce sur

Donnons égalementun dernier complémentsur les déterminants.On appelle déterminantde
Dl a; 3.12 al”‘l D
, . a azz azn_l . ,
Vandermondg1735-1796)un déterminante la formeD:l [ ] Montronsqu'il estégal
[ha a?.. a0



a [(a—a). Sil existei # | tel quea = g alorsle déterminantest nul puisquedeux lignes sont

1<)

identiguesde mémequele produit [](a — &). On peutdoncsupposetesa; distincts.Procédongpar
i<j

récurrence. Le cas= 2 estfacile a vérifier. Pourle casn, considérons-leommeun polynédmeena,

de degrén — 1, obtenuenle développanparrapporta la derniérdigne. Ce polyndmes'annulesnles

n — 1 racinesdistinctesa, = ay, ..., &, = a,.1 et se factorisedonc par (a, — aj)...(&, — a-1). Le

coefficient dominant est le mineur du termen), qui n'estautrequele Vandermondelerangn — 1,

a savoir, d'apres I'hypothese de récurrerjdéa — a). Le déterminant cherché vaut donc :

i<j<n

(@ —a)...an —an-1) [](a—a) =i|:|j(aj-—aa)

i<j<n

c) Obtention de sous-espaces vectoriels stables
On dispose de la proposition suivante :

PROPOSITION
Soitv un endomorphismeommutantavecl'endomorphismel. Alors Ker(v) et Im(v) sontstables
par u.

En effet :
xOKer(v) O v(x) =00 u(v(x)) =0 =v(u(x)) O u(x) O Ker(v)
xOImWVv) O Oz x=v(2) O Oz u(x) =u(v(2) =v(u(2) O u(x) O Im(v)

Pour trouver des sous-espacestablespar u, il suffit donc de trouver des endomorphismey
commutant avea. Il y a par exemple lui-méme, mais aussf, 1, ... etleurscombinaisondinéaires

> & u'. On est ainsi amené a introduire les polyndmes d'endomorphisme.
i=0

3- Polyndmes d'endomorphisme

Soit P un polyndme quelconquede K[X] et u un endomorphismeSi P =  a X', on pose

PW=> & u' avecla conventionu’ = Ide. On définit de mémeP(M) = > & M' pour une matrice

carrée M, élément d@1,,(R) avec M = I,.

On vérifie que les applicationsK[X] — M,(K) et K[X] — L(E), qui a P associeP(M) ou P(u),
sont compatiblesavecles opérationsdanschaqueespaceAinsi, en notant+, . et x la sommede
polynémesle produitparun scalaireet le produitde polyndmespar +, . et x le produitde matrices,
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etpar+, ., eto la sommed'endomorphismesg produitpar un scalaireet le produit de composition
des endomorphismes, nous avons :

(P+ Q)(M) = P(M)+ Q(M) (P+Q)() = PQ) + Q)
(A\.P)(M) =A.P(M) (A\.P)) =A.P)
(Px Q)(M) = P(M)x Q(M) (P> Q)(U) = PU) o Q)

Eneffet, siP=YaX etQ=3bX, alorsP+ Q=73 (a+h)X, AP = Y Aa X et

aibms X™. De sorte que :

M s

PxQ

>

1
o

P+QM) =Y @+b)M =y aM+3 b M =P(M)+Q(M)
AP)M) = AaM' =AY a M =A.P(M)

PxQM) =3 Y abmi M™"=3 a M x ¥ by M endéveloppante membrede droite et en
_ i s

m 1=0

regroupant les termes'tels que +j = m. Lesformulessontidentiquespourlesendomorphismes,
sauf que le produit des endomorphismes estaidd&ns ce dernier cas, on a donc :

(Px Q)(u) =PW) 0o Q)

ou, plus brievement :

(PQ)U) =PW) 0 Q)

ou encore, pour toutde E :

(PQYW(X) = (PW) o Q) (X) = PU)(Q(u)(X))
En particulier, on a B o Q(u) = Q) o P() puisque PQ = QP.

Comme,pour tout polynébmeP, P(u) commuteavecu, on en déduitque, pour tout polynémeP,
Ker(P()) et Im(P(1)) sont stables par.

Malheureusemensj on prendn'importequel polynémeP, il y a toutesleschancegjuel'on obtienne
des sous-espacestablestriviaux, a savoir Im(P(u)) = E et Ker(PU)) = {0} ou linverse.Le cas
Im(PU)) = E et Ker(P@)) = {0} s'obtientlorsqueP(u) estun endomorphismenversible.Le cas
Im(P)) = {0} et Ker(P)) = E s'obtientlorsqueP(u) = 0. On dit alors que P estun polynéme
annulateur de.. Ce second cas peut cependant parfois donner des situations intéressantes.

4- Polynémes annulateurs d'un endomorphisme

Début de partie réservée aux PSI/PSI*/MP/MP*

a) Définition

Soit u un endomorphismele E de dimensiorfinie n. L(E) estlui-mémede dimensionfinie n°. Il en
résulteque(Id, u, W, ..., u™), constituéde n® + 1 élémentsd'un espacede dimensionn? forme un

systeme lie. Il existe donc dasnontousnulstelsque ) ax u“ = 0. Autrementdit, il existeaumoins
k

un polyndmeP non nul tel queP(u) = 0. Nousadmettrongyu'il existedailleursun tel polynédmede
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degrén seulementa savoir P(X) = det(u — X Id) ou det(X Id — u) (ce dernierayantlintérétd'étre
unitaire), ce qui constitue le :

THEOREME DE CAYLEY-HAMILTON
Soit u un endomorphisme. Le polyndmeX) = det(XId — u) s'appellepolyndmecaractéristiquede
u. Il s'agit d'un polyndme annulateur de u.

Ce théoréeme est admis. Deux démonstrations en sont données dans l'annexe IlI.

: 13 R e Lo
EXEMPLEL : SoitM = @2 4% Sonpolyndmecaractéristiquest: X* — 3X + 2, et on vérifie que
I'on a effectivement K- 3M + 21 = 0.

EXEMPLEZ2 :
00

SoitM = 2 0H Sonpolynémecaractéristiquaraut (X — 2)°(X — 1). Mais on peutremarquerjue
01

(M =2)(M —1) =0, donc(X — 2)(X — 1) annuleaussiM. Il peutdoncexisterd'autrespolynémes
annulateurs que le polynéme caractéristique.

b) Utilisation d'un polynéme annulateur pour rechercher des sous-espaces stables

Soit P un polyndmeannulateurde I'endomorphismel. Supposongjue ce polyndémesoit tel qu'il se
factoriseendeuxfacteursP = P,P, avecdegP; = 1 etdegP, > 1. avecP;(u) # 0 et P,(u) # 0. Donc
Ker(P,(u)) # E et Im(R(u)) # {0}, et de méme pour P

En outre, P,(u) ne peutétre inversible,sinonon aurait0 = Pu) = Py(u) o P,(u) O Py(u) = 0 en
composanta gauche par linverse de P,(u). Et de méme, P,(u) n'est pas inversible. Donc
Ker(Py(u)) # {0} et Im(P,(u)) # E, et de méme pouk.P

Ker(P.(u)) et Im(R(u)) sont alors des sous-espaces vectoriels stables non triviaux de

Dansl'exemplel, X* — 3X + 2 = (X — 1)(X — 2) doncon pourrachercheparexempleKer(u —1) ou
Ker(u — 2I). Ce type de recherche intervient de marpéresystématiquelansla diagonalisatiordes
endomorphismes.

c) Utilisation d'un polyndbme annulateur pour calculer une puissance de matrice
Donnons deux exemples :

EXEMPLEL :

13 R .
ReprenondexempleM = @2 4Edontun polyndmeannulateurest X — 3X + 2 et considéronsga

division euclidienne de Xpar ce polynéme :
X"=(X*-3X+2)Q+R oudeg(R) <2
dont il existea, eth, tels que :
X" = (X* = 3X + 2)Q +a.X + by,
Pour X =1 et X = 2, racines du polynéme annulateur, on obtient respectivement :

1=a,+b,

2" =2a, + b,
d'ou :

a,=2'-1



bh=2-2

Ainsi :
X"=(X*=3X+2)Q+(2-1)X+2-2

Pour X = M, et sachant que’M 3M + 2| = 0, on obtient :
M"= (2= 1)M + (2 = D)

EXEMPLEZ2 :
L 12 R s 2 >
ConsidéronM = @2 3Edont le polynGmecaractéristiqueest X* — 2X + 1 = (X — 1)° qui donc

égalementun polyndme annulateurde M. Considéronsla division euclidiennede X" par ce
polyndme. Comme ci-dessus, il exiateetb, tels que :

X"= (X - 1fQ +aX + b,
Pour X = 1 racine du polyndme annulateur, on obtient :

1=a,+by
Mais ici, 1 est racine double. On obtient une autre relation en prenant la dérivée des polynémes :
nX™ = (X — 1)S +a, ouS=2Q+ (X-1)Q
Pour X =1, on obtient :
n=a
d'ou :
an=n
by,=1-n
Ainsi :

X"=(X-1fQ+nX+1-n
Pour X = M, et sachant que (M 28 0, on obtient :
M"=nM + (1 —n)l

d) Utilisation d'un polyndme annulateur pour trouver l'inverse d'une matrice
Si on disposed'un polyndmeannulateud'unematriceM a, + a;X + ... + a,X” aveca, # 0, alorson
peut conclure que M est inversible et trouver facilement son inverse. En effet :

al +aM + ... +a,M" =0

donc |=—aM—..—aM’_ . (-al —aM — ... —a,M"h
N i
p-
donc linverse de M est& *2M ;0 +aM™)
EXEMPLEL :
— 13 yany 2 — M_3| — _1_3|_M
PourM = a:zdﬁvenflantM -3M+2l=0,onaM xﬁ_l_z =1 doncMt = . Il est

intéressante noter que cette expressioncorresponda I'expressionM” = (2" — 1)M + (2 — 2|
trouvée plus haut pour= — 1, alors qu'a priori, cette expression n'a été prouvée qua pdur
EXEMPLEZ2 :

120, .. » . .
Pour M :ﬁ:z 3 Evenflant M —2M +1 =0,0naM x (21 =M) =1 doncM™ = 21 — M. Ici aussi,on

constate qu'on obtient cette expression en posant 1 dans la relation M= nM + (1 —n)! valide a
priori pourn = 0.
Fin de la partie réservée aux PSI/PSI*/MP/MP*. Retour a la partie commune PSI/MP/PC
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5- Formes linéaires et hyperplans
Une forme linéaire est un élément de IKE, On la note le plus souvent avec une lettre grecque.

PROPOSITION
Soit H un sous-espacevectoriel d'un espacevectoriel E, de dimensionfinie ou non. Il y a
équivalence entre :

(i) H admet un supplémentaire de dimension

(i) H est le noyau d'un forme linéaire non nujile
H s'appelleun hyperplan.Lesformeslinéaires¢ dontH estle noyausontdéfiniesa uneconstante
multiplicative pres.

Démonstration

(i) O ()

Soitu estunvecteum'appartenanpasaH (et donctel que¢(u) # 0). NotonsD la droite engendrée
paru et montrons que E =0 H.

Pour toutx de E :X:Mu + (X—M u) avecMu 0D etx—Mu OH. Doncx D + H.

o (u) ¢ (u) o (u) o (u)
Par ailleurs, la sommeest directe,carsi x 0 D n H, alorsOA, x = Au et §(x) = 0 donc
d(AU) =0=Ad(u). Commedp(u) # 0, on a\ = 0 et donx = 0.

(i) O (ii)
Réciproquementun sous-espaceectoriel H admettantcomme supplémentairaune droite D de
vecteurdirecteurn estle noyaud'unforme linéaire.En effet, si x = x4 + An estla décompositiorde

X, il suffit de définirg(x) =A. ¢(X) = 0 est une équation de H.
On généralise ainsi I'équatian + by + cz= 0 d'un plan en dimension 3.

Si ¢(x) = 0 estune équationde H, touteautreéquationde H estproportionnellea celle-ci. En effet,
soit P estune autreforme linéaire,nulle sur H, et soit u un vecteurn'appartenanpasa H et D la
droite vectorielle engendrée parLa décomposition donnée plus haut

X = 9(x) u+ (X—M u)
d(u) d(u)
\cvo/ \‘\/./

élément  élément
de D de H
permet de conclure que ::

W) = 6(x) 51';1(5)1 = Ctex (x)

Plusieurs remarques :
En dimensionfinie, le theorémedu rang permetde dire que dim Ker(¢p) = dim E — 1, montrantde
nouveau l'équivalence entre (i) et (ii).

Siu est choisi de facon qugu) = 1, alors la décomposition se simplifie en :

X=0() u+ (x=9() u)
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La décompositiorti-dessugyénéralisde casde E, espacesuclidien: si n estunitaireet orthogonala
I'hyperplan H, on a:

¢(x) = <x,n>
et X = <¥x,nN>n + X — <¥X,N>n

De mémequela décompositiork = <x,n>n + X — <x,n>n permetde trouver facilementl'expression
de la projectionorthogonalesur une droite de vecteurdirecteurunitaire n (& savoir <x,n> n), de

mémela décompositiorx = ¢(X)u + (X — ¢(X)u) permetde trouver rapidement'expressionde la

projection parallelement a I'hyperpldr@quationp(x) = 0, surla droite de vecteurdirecteuru tel que
¢(u) = 1, (a savoih(x)u)

EXEMPLES
| - | . HoH
[0 Expressionde la projection sur la droite de vecteur directeur H— Hparallelementau plan
1
H5
150

[0 Soit E I'espacevectoriel des fonctions continuessur [-1,1] et H le sous-espaceectoriel des
fonctionss'annulanen 0. H estun hyperplan.En effet, soit¢ : E — R définie pour f dansk par
¢ (f) =f(0). ¢ est une forme linéaire, et H = Kéj(

Soitu unefonctionde E n‘appartenarnpasa H, parexemplela fonction constanteégalea 1. Alors u
endendre une droite D supplémentaire de H. Toute foncterdécompose sous la forme :

f= 0 4 ¢ 20 ) =0y + F 10
B(U) + q)()u) (0) + -1(0))

[l : Diagonalisation

d'équation 2 + y —z = 0. Cette expression va\%ﬁ—bZ

1- Exemples de problemes

Considérons les problemes suivants :
i) Calculer M, ou M est une matrice carrée, par exemple :
8 09
—3-1-3
" He o 7H
ii) Trouver les suites vérifiant les relations suivantes :
X0, Yo €tz sont donnés
HXcr1 = 8% + 9z
pour touk : Yk = =K — Yk —
Bz = —6x— 7z
i) Trouver les fonctions vérifiant le systeme différentiel suivant :
X(0), y(0) etz(0) sont donnés
BX() = 8x(t) + 9z(t)
pour tout réel :0Yy'(t) = —=3X(t) —y(t) — 3z(t)
Bz(t) = —6x(t) — 7(t)

Les problemes i) et ii) sont équivalents. En effet, dans ii), on peut poser :
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= %Egélément deR 3,

On a alors la relation de récurrence suivante enptret v :
X1 = MX,, M étant la matrice du i),
d'ou il est facile de tirer, par récurrence, que= X1*Xo.

La difficulté de cesproblemedient aufait quela matriceutiliséen'estpasdiagonale Comparongen
effet les trois problémes précédents aux trois problémes suivants :
ibis) Calculer [ ot D est une matrice diagonale, par exemple :
100
0-10
HO 0 ZH
iibis) Trouver les suites vérifiant les relations suivantes :
X0, Yo €tz sont donnés ;

Exkﬂ =X
pourtoutk : OYie1 = — Yk
Ezkﬂ =2z

iiibis) Trouver les fonctions vérifiant le systeme différentiel suivant :
X(0), y(0) etz(0) sont donnés ;

gX (1) =—x()
pour tout réel :0Y'(t) =—y(t)
Bz(t) = 2z(t)
La résolution est immédiate ; on a respectivement :
-1 0 O % = (—1)% gx(t) = x(O)
0 (—1) 0 Ovi = (1Yo Oy(t) =€ y(0)
*H B2 = 2% H2(t) = € (0)

Le principe de la diagonalisationconsistea passersi possibled'une matrice quelconque(et d'un
probleme général) a une matrice diagonale (et a un probléme plus simple).

2- Valeurs propres, vecteurs propres, sous-espaces propres

DEFINITION

Un endomorphisme d'un espacevectoriel E estdit diagonalisables'il existeune basede E dans
laguelle la matrice de u est diagonale.

Une matrice carrée M est dite diagonalisable si elle est semblable & une matrice diagonale D.

M estsemblablea D s'il existe P inversibletelle que M = PDP". M et D représentente méme
endomorphismealans des basesdifférentes,la matrice de passagede I'une a l'autre étant P. En
pratique,M estdonnéegt on chercheD, si c'estpossible Si (e, &, ..., &,) estla base(si elle existe)
dans laquelle la matrice deest D, diagonale, de la forme

o H
E.. O)\E

on a u(e) = Aie. On estdoncamenéa s'intéressenux vecteurstransformésen un multiple d'eux-
méme pau.

D=

DEFINITION
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Soitu un endomorphismel'un espacevectoriel E. On appellevecteurpropre v de u tout vecteur
non nul deE pour lequel il existe un scalaivetel que :
u(v) = Av
A s'appelle valeur propre relative au vecteur propra est une valeur propre de u.
A étant une valeur propre, on appelle sous-espace propre asshdesbus-espace
Ex={VOE]|uVv) =Av}

Siv est vecteur propre, est unique. En effet :
u(v) =Avetu(v) =AvO Av=A'vO A =A\'carvest non nul.

L'ensemble des valeurs propres d'un endomorphissteppelle le spectre denoté Spy).
E\ est bien un sous-espace vectoriel. Il suffit de constater,qadEr(u —Ald)

On remarqueque l'ensembledesvecteurspropresassociési A n'estautrequeE, — {0}. A estdonc
unevaleurpropreassocié& un vecteurproprenonnul si et seulemensi Ker(u — Ald) # {0}, cequi
estvérifié si et seulemensi u — Ald estnoninversible,et doncsi et seulemensi detu — Ald) = 0. Il

s'agitd'unpolynémeenA donton peutmontrerquele degrévautn = dim E (voir enfin de chapitre
le paragraphdrigonalisation).Ainsi, les valeurspropresse trouvent en cherchantles racinesdu
polyndme detf — XId), polynébme qu'on a déja rencontré plus haut.

PROPOSITION

det(Xld —u) = xu(X) s'appellepolynébmecaractéristiquede I'endomorphismel. Sesracinessontles
valeurs propres de u. L'ordre de multiplicité de cetieurentant queracinedex, s'appelleordre
de multiplicité d'une valeur propre.

EXEMPLES
Cherchons les valeurs propres de quelques applications classiques :

[0 Les homothétiexld : La seule valeur propre @stL'espace tout entier est sous-espace propre.

[0 Lesprojecteurs LesvaleurspropressontO et 1, le sous-espacpropreassocié la valeurpropre
0 étantle noyaudu projecteur(la direction parallélement laquelle on projette).Le sous-espace
propre associé a la valeur propre 1 est I'image du projecteur (le sous-espace sur lequel on projette).

[0 Lessymétries Lesvaleurspropressont—1 et 1, le sous-espacpropreassocié la valeurpropre
-1 étant la direction parallélemeniaguelleon effectuela symétrie.Le sous-espacpropreassocié
la valeur propre 1 est le sous-espace par rapport auquel s'effectue la symétrie.

3- Méthode pratique
Pour diagonaliser une matrice ou un endomorphisme, on procede comme sulit :

a) Recherche des valeurs propres

On calculexy(X) = det(X Id — u) ou, pluscommodémentietu — X Id) puis on chercheesracines
de ce polyndme. Ce sont les valeurs propres. Pour une matrice M de M,(K), on calcule
det(M — Xl,).
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8 09
EXEMPLE: M = 5-3-1-3
He o -7H
8-X 0 9 H
detM - XI) =5 -3 -1-X -3 m=—(X-2)(X + 1j
H6 o -7-xH
Les valeurs propres sont —1 valeur propre double, et 2 valeur propre simple.

b) Recherche des sous—espaces propres

Pour chaque valeur propketrouvée,on résoutle systemegu —Ald)v = 0. L'ensembledesvecteursy
solutions est le sous—espace propradsocié a.

8 09
EXEMPLE: M = 5-3-1-3

“He o -7

» Sous—espace propre associé a la valeur propre —1. On résout le systéme :

H 9x+9z=0
(M+|)% =0 0-3%-3z2=0 <« x+z=0
H H-6x-6z=0

1
Il s'agit du plan vectoriel engendré ;%ﬁ Het%H
1H™ BH

» Sous—espace propre associé a la valeur propre 2. On résout le systéme :

H 6x+9z=0 x=3t
(M—2I)% =0 0-3x-3y—-3z=0 - Qy=+
H H-6x-92=0 Hz=-2

3
Il s'agit de la droite vectorielle engendrée E?IE
2

c) Recherche d'un base de vecteurs propres

DanschaqueE,, on choisit une base.Nousverronsdansle paragraphesuivantque la réuniondes
vecteursainsi obtenusforme un systémelibre (nousverronsque les sous-espacegropressonten
sommedirecte). Dansle cas précédentles trois vecteurstrouvésforment notre basede vecteurs

100
propres. Donc M est diagonalisable, semblable a la matrice diagongi)D— 0H
0 02
103 H—Z 0-3
La matrice de passage est %r& 1-1=OnaM=PDP avecP'=51 11
102 H1 0 1 H
On peut maintenant résoudre les questions du Ill-1).
8 09
i) Calculer M avec M =5-3-1-3
He o -7H
100 103 20-3
Froog A 120+

Comme M =PDP, avec D=0 =105 P =50 1-1-et P'= ona:
—HO OZH H—lO—ZH HlO 1H
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M“=PDP™. D'ol :
103mM-1F 0 O 20 SH EQ(—l)k+l+3.2k 0 3(—1)k+1+3.2“H
01-1-=0 (1) 0 1 11 —1F -2 (-1f  (-1f-2
H—lO 2 o *M101H Hoeaf-2 o 31—z

On vérifie que, pouk = 0, on trouve bien K& I, et poum = 1, on trouve M= M.

ii) Les solutions du probleme I11-1—ii) sont :
= (2(-15" + 3.2 xo + (3(-1)" + 3.2 2
Y= (1 = 2) %+ (<1f yo + (1) - 2) 2
= (-1 - 2 % + (3(-1 - 2 2
() H
iii) Résolvons le probleme du llI-1-iii). Soit ¥ (= %{? H
t
X'(t) = MX(1)
= X(t) = PDPX(t)
- P'X'(t) = DPX(t)
~ Y'(t) =DY(t) ol I'on a posé Y) = P'Y(1)
20-3 (O)H —2x(0) — 3z(0) H EIV H
OnadoncY(0)=PX(0)=r1 11 %(0) %(0) +y(0) + Z(0) 0
Hi 0 1 Hxo)H B %0)+z0) H BawH
u(t) H u
En outre, si on pose ¥(= V(1) 5 I'équation Y= DY conduitausystémelV
Hut) W
HeuOH 103 UOH Heu+ H
luti Y D'ou X¢t) = PY(¢) =50 1-1
N A w1 b e

D'ou :

=—u
=-V  qui conduitaux
=2w

X() = (-2" + ") X(0) + (-3¢ + 362t) Z0)
y() = (" ~€") x(0) +e" y(0) + € —€") Z0)
) = (22" - Z) X(0) + (&' - Z") Z0)

4- Propriétés des sous-espaces propres et des valeurs propres

PROPOSITION :
SoitA une valeur propre da, de vecteur propre&. Alors, pour tout polynéme, Pu)(x) = PQ)x

Démonstration
Le lecteurvérifiera que, par récurrencesur k, on a pour tout k, u(x) = A*x. Il en résulteque, si

P=Y ax" alors:
k=0

PUX =Y au(®) =Y arx=PQ)x

Tout polyndme annulateur depermet d'avoir une idée des valeurs propras:de
PROPOSITION :

Soit u un endomorphisme (ou M une matrice carréB)ugt polyn6me annulmateur dgau de M).
Alors les valeurs propres de u (ou de M) vérifient nécessairement racineB.de
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Démonstration

SoitA une valeur propre de de vecteur propne(non nul, donc). On a alors :
PU)(X) = PA)x

Or P) =0, donc PX)x=0, et commea# 0, PA) =0

Le spectre de est donc inclus dans I'ensemble des racines de P.

EXEMPLE: siu®—3u + 2Id = 0, alorsSp) O {1,2}. Il estpossiblecependantu’uneseulede ces
deux valeurs soit valeur propre di¢par exemple, si = Id).

PROPOSITION :
SoientAy, Ay,..., Am m valeurs propres distinctes.Alors la sommedes sous—espacesgectoriels
Ex, + Ex, +... + By _estdirecte.

Démonstration 1
Elle se fait par récurrence sur
Montronscettepropositionpourm = 2. Il suffit de montrerqueE,, n E,,= {0}. Soitv eélementde

EM N EAZ. On a alors :

u(v) =Avetu(v) =Av 0 Av=Ayv
U] (Al —Az)V =0
O v =0 car\; etA, sont distincts.

Supposons la propriété vraie paol, montrons la poun.
II' suffit de montrerque 0 sedecomposele maniereuniqueen sommed'élementsie E, , autrement
dit, que l'on a :

Oi,vi OB, et0=v +... +v, J pour touti, vi =0

En effet, on appliqua. On obtient :
0 =u(vy) +... +u(Vm)
O] 0 :AlVl +... +Ame (*)

On a, par ailleurs, en multipliant pay :
0=v;+... +Vqy
O 0 =Amv1 +... +AnVin (*%)

En retranchant (*) et (**), on obtient :
O = Q\l_)\m)vl +... + Q\m—l_)\m)vm—l

O 01 0{1,...m-1} (A1 — A)vi = O car les m-1 sous—espacek,, sonten sommedirecte
(hypothése de récurrence)
O Oi O{1,...m-1} vi = O car les valeurs propres sont distinctes.

En reportant dans (*), on en tire aussi gye 0

Démonstration 2
Considérons une relation
O=vy +... +vy
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avecv; elément de £ Si on appliquen-1 fois I'endomorphisme, on obtient successivement :
0 :AlVl + ... +Ame
0 =7\12V1 + ... +Am2Vm
0 =7\13V1 + ... +Am3Vm

0 =7\1le1 + ... +Amm_le

Cherchonsles valeurs possiblesdes v, en raisonnantcomposantepar composantesur une base

1 ... 1
[ [
_ N 1 Am . .
quelconque. Les coefficients du systéme sont [ ] [ ] qui est une matrice de
Ao

Vandermondede rangm, car les coefficientsA; sontdistincts.Les seulessolutionsau systemesont
donc les solutions nulles, et tous Wesont nuls.

Démonstration 3
Considérons une relation

0=vs+... +vy
avec v; élémentde E,. Soit P le polyndme (X — A2)(X — A3)...(X — An) et appliquons
I'endomorphismé () aux deuxmembregde I'égalité. Comptetenudu fait quev; estvecteurpropre
associé a la valeur propkg on a :

P(U)(Vl) = PQ\]_)V]_: (Al —Az)(Al —A3)...(}\l —Am)Vl

P(U)(Vz) = PQ\z)Vz =0

PU)(Vm) = PAm)vn =0
Donc, en sommant tous les termes :
0=PU)(v1+ ... +Vp)
= 0\1 —Az)(Al —A3)...(}\l —Am)Vl
Comme les\; sont distincts entre eux, onXa EA2)(A; —As)...(A1 —Ap) # 0 et donos, = 0.
On procedera de méme pour montrer que0 en appliquant cette fois I'endomorphisma) Byec :
P(X) = (X =A2)(X =A3) ... (X =Ai_)(X = Aix1) ... (X =Ap)

Le théoremen'affirme pasque la sommedessous-espacepropres donne E tout entier. C'est
d'ailleurs un obstaclea la diagonalisation. Les conditions de diagonalisation sont étudiéesau
I1-6.

COROLLAIRE
Toutefamille de m vecteurspropresassociésx m valeurspropresdeuxa deuxdistinctesformeune
famille libre.

EXEMPLE:
Pour tout n, la famille (1, cos), cos(%), ..., cosfix)) forme une famille libre. En effet, chaque
fonction est vecteur propre de I'opérateti(drivée seconde) avec des valeurs propres distinctes.

PROPOSITION
Toutsous-espacpropre E, d'unendomorphisme eststablepar u. Si v commuteavecu, alors E,
est stable également par v
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Démonstration
E\ est stable pau :
xOE O uxX) =AxetAx U E,
O u(x) O E

E, est stable parsivou=uoV:
xOE O u(x) =Ax
0 v(u(¥) =Av(x) = u(v(x)
O v(xX) O Ey

5- Propriétés du polynéme caractéristique
On a appelépolyndmecaractéristiquel'unendomorphisme le polynémey,(X) = det(XId —u). Le
polyndmecaractéristiquel'unematriceM élémentde M, (K) estxu(X) = det(Xl, — M). Lesracines

de cespolynémessontlesvaleurspropresde u ou de M. Deux matricessemblable®nt évidemment
mémesvaleurspropres,puisquele déterminande deux matricessemblableestle méme.Si M est
semblable a N, on a:

det(M — Xl) = det(P(N — X))P ™) = det(P) det(N — %) det(P") = det(N — X})

Le déterminantd'unematriceétantégala celui de satransposéepn déduitégalementa proposition
suivante :

PROPOSITION :

La transposée d'une matrice posseéde les mémes valeurs propres que la matrice elle-méme.

II'y a un rapportentrel'ordre de multiplicité desvaleurspropresen tant que racinedu polynédme
caractéristique et la dimension du sous-espace propre correspondant :

PROPOSITION

L'ordre de multiplicité déa valeurpropre\ estsupérieurou égala la dimensiong du sous—espace
propre.

En effet, si on choisitunebasede E en prenantunebasedu sous—espacgropre,complétéesn une
base de E, la matrice dgposséderg A sur la diagonale. On aura, par blocs :

_ g BE
M= @o C
Le polyndmecaractéristiqueestalors égala (A — X)9 det(C— XI). Il sepeutquel soit également

racine de det(C — XIl), de sorte que son ordre de multiplicité est au gquaoins

PROPOSITION

Si F estun sous-espaceectorielstablepar u, alors le polyndbmecaractéristiquede la restrictionde
u aF divise le polyndbme caractéristique de u

En effet, si on prendunebasede F quel'on compléteen unebasede E, la matricede u danscette

. . B R .
baseest triangulaire par blocs, de la forme M = % C% Le polynbme caractéristiquede u est

det(Xl, — M), celui deug est det(X} — A), ouq = dim(F), et ce dernier divise le premier puisque :
det(Xl, — M) = det(Xl, — A)det(Xh4— C)
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Outre le fait d'étre le polyn6me dont les racinessont les valeurs propresde u, le polynéme
caractérisqugouit d'une autre propriété.C'est un polynédme annulateurde u (Cayley-Hamilton,
énoncé plus haut).

6- Conditions de diagonalisation

Nousétudionsdansce chapitredesconditionsnécessairesu suffisantegpour qu'unendomorphisme
soit diagonalisable.

PROPOSITION
Soit u un endomorphisme Hell y a équivalence entre :

() uest diagonalisable

(i) E estla somme des sous-espaces propres

(i) Le polyndmecaractéristiqueest scindé, et I'ordre de multiplicité de chaquevaleur
propre est égale a la dimension du sous-espace propre.

(iv) Il existe un polynédme annulateur de u, scindé a racines simples.

(v) Le polyndme [ (X —A) est un polyndme annulateur de u.
AOSp)

Un polyndme est scindé s'il se factorise en facteurs du premier degré (éventuellementavec
multiplicité des racines).

Démonstration
Supposons diagonalisable. Alors il existe une base de vecteurs propres. Si I'on regdteipedte
les vecteurs propres ayant méme valeur propre, et sila valeur prapparaik; fois, la matricede

|j\l| ky O ... 0 |:|
_ [10 Aady,... O [] | _
u danscette baseestdiagonalepar blocsde la forme ] |]ou l, estune matrice

[JO O .. )\plkp []

identiték; x k;. On peut alors vérifier par le calcul les points suivants :

[0 La recherchedu sous-espaceropre Ker(u — Aild) correspondprécisémentau sous-espace

vectorielengendrépar lesvecteursde basede valeurpropre);. Cetespaceestdoncde dimensionk;,

et commek; +k; + ... +k, est égal a I'ordre de la matrice et donc a la dimension de E, on a :
dim(E) = dim(& ) + dim(B,) + ... + dim(Ep)

etdoncE=FK 0E,0..0 E)\P

0 Le polyndme caractéristiquevaut det(Xld — u) = (X — )\l)kl(x - )\z)kz...(x - )\p)kp, donc le
polyndmecaractéristiquesst scindéet I'ordre de multiplicité ki de la valeur propreA; estégala la
dimension du sous-espace propre.

p
O On vérifiera enfin que [] (X — A;) estun polyndmeannulateurde I'endomorphismeEn effet,
1=1
chague matrice M Ail,, possede de@ala placedesA;. Ce polyndmeannulateuestscindéaracines
simples.
On a ainsi montré que ([ (ii) et (iii) et (iv) et (v)

Réciproguement :
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(i) O (i) Si E estsommedessous—espacgxopres,il suffit de prendredanschaquesous-espace
propre une base pour obtenir ainsi une base de E.

(i) O (i) Sin estladimensiondeE et si le polynémecaractéristique'écrit(X — )\l)kl...(X - )\p)kp,
onan =Kk + ...+ Kk, carle degréde det(XId — u) estégalau nombrede X sur la diagonaledu
déterminanet estdoncégala la dimensionde I'espaceE. Si on supposeen outrequedim E,, =k

alors dim(E) = dim(k) + dim(B,)) + ... + dim(Ep) doncE=Fk OE,0..0 E\, eton obtient (ii).
Il'y a donc équivalence entre (i), (ii) et (iii)

(v) O (iv) est trivial puisque [] (X —A) est scindé a racines simples.
A O Spl)

(iv) O (v).
Soit P = (X -A1)...(X =Ap) un polyndme annulateur dea racines distinctes. On a donc :

0=P@)=U—-Ald)o (U=Azd) o ...o (U—A,ld)
Si l'un desA; n'estpasune valeur propre,alorsu — Ajld estinversible,et en composaniar son
inverse, on obtient un autre polyndme annulateur lefasteurX — A;. En procédantinsipourtout
Ai qui n'estpasune valeurpropre,on seraménea un polyndmeannulateurdont toutesles racines
sontdesvaleurspropres.Par ailleurs, toute valeur propre A soit nécessairemerfigurer parmiles
racines de P. En effet,»siest vecteur propre (non nul) deour la valeur proprg, on a:

0 =PO)(X) = PA)x
donc PQA)=0
Il'y a donc équivalence entre (iv) et (v)

v) O ii). C'est I'implication la plus délicate. Nous donnons trois démonstrations possibles :

Démonstration 1

Montronsd'abordle lemmesuivant: soit A un polyndmede la forme (X — A)B(X) avecB(A) # 0O,
alors Ker(A(u)) = Keng —Ald) O Ker(B(u)).

La sommeest en effet directe: si x appartienta Ker(u — Ald) n Ker(B(u)) alorsu(x) = Ax et
B(u)(X) = B(A)x. Parailleursx appartienta Ker(B(u)) doncB(u)(x) = 0 doncB(A)x = 0, et puisque
B(A) #0,x=0.

La sommeest égale a Ker(A(u)). En effet, la division euclidiennede B(X) par X —A donne
B(X) = (X = A)Q(X) + B(A), donc,B(u) = (u — Ald) o Q(u) + B(A)Id. Pour tout vecteurx de
Ker(A(u)), on a donc

B(U)(®) = ((U—=Ald) 0 QU))(¥) + BA)x

o x= ﬁ (BU)(X) — (L —Ald) o Q) (X))

OronaA(u)(X) =0 = ((u—Ald) o B(u))(xX)). Donc B(u)(x) appartienta Ker(u — Ald). De méme

((u—=Ald) o QW))(X) appartient a Ker(B() car (BU) o (u—Ald) o Q(u))(X) = (Q(u) o A(u))(X) = 0.
Donc Ker(A)) = Keru —Ald) O Ker B(u).

Considéronsnaintenantn polynémeP = (X — Ay)...(X = Ap), lesA; étantdistincts,et montronspar
p

récurrencesur p que Ker(P)) = D Ker(u — Aild). Pourp = 1, Pu) = u — A4d et I'égalité
1=1

Ker(P)) = Ker(u — A4ld) esttriviale. Si la relationestvraieaurangp — 1, prenonsA = P, A = A,,
B = (X =Ay)...(X =Ap-1) (avec donc BY) # 0) et appliquons le lemme précédent. On a:
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Ker(PU)) = Ker(Bu) [ Ker(u —Apld)
I suffit d'appliquer I'nypothése de récurrence sur B pour conclure.

Si P estde plusun polyndmeannulateude u, alorsKer(P()) = E. Celamontreque,si [] (X —A)
AOSp)

estun polynébmeannulateurde u alorsE = [] Ker(u — Ald), sommedirecte de sous-espaces
AOSp)

propres.

Démonstration 2
On remarque que, etv étantdeuxendomorphismeslim Ker(v o u) < dim Ker(u) + dim Ker(v). En
effet, notons F = Kev(o u). Le théoréme du rang donne :

dim(F) = dim(Im@Jg)) + dim(KerQ[g))
ou u|- désignéla restrictionde u a F. Or Im(uje) estinclus dansKer(v), et Ker(u|r) estinclus dans
Ker(u), d'ou le résultat. Par récurrence, on a:

dim(Ker(f, 0 f2 0 ... 0 fy)) < dim(Kerf, 0 f; 0 ... 0 f,-1)) + dim(Ker(,))

< dim(Ker(,)) + ... + dim(Kerfy))

Appliquons ce résultat & & A4ld) o ...o (u—Apld) = 0, oulesA; sontlesvaleurspropresdeu. Ona
alors :

dim(Ker(u —A1ld) o ...o (U—Ayld))) < dim(Ker(u —A4ld)) + ... + dim(Ker( —A,ld))
mais commeuy —Asld) o ...o (u—Ald) = 0 parhypothése,Ker((u—Aild) o ... o (Uu—Apld)) = E, et
par ailleurs, les Ket(— Aild) sont les sous-espaces proprgs@&n obtient donc :

dm(E)<sdim(B) + ... + dim(Ep)
maison sait par ailleurs que cessous—espacgsopressonten sommedirecte,et doncleur somme

est de dimensioninférieure ou égalea dim(E). Les deux membressont donc égaux, et u est
diagonalisable.

Démonstration 3
Montrons que tout se décompose en une sonxFex; + ... + X, X 0 Ker(u — Aild), lesA; étantles
valeurs propres distinctes de

X=X+ ... X%
Cherchonsdéja quelle forme doivent nécessairemenprendre les x, en supposantque la
décomposition existe. Si on applique«{A;ld) o ...o (U—Ai_4ld) o (U—=Ajsald) o ... 0 (U—Aqld) aux
deuxmembrespn obtient(revoir la démonstratior8 qui montreque les sous-espacgsropressont
en somme directe) :

(U=A1ld) o ...o (U=Aj4ld) 0 (U=Aiald) 0 ..o (U=ALId))(X) =

A=A = A = Aixa)-- i = An) X

donc nécessairement :
_(U=Mdd)o ..o U-Aiid) 0 (U=Aild) o ...0 (u=Aold) 1
N = A2 = A\t = Aist) (i = Ap)
Réciproquement,posons donc Li(X) = 8\(. :;38(':;:38(' :;:38\(' :;‘3 et prenons
X = Li(u)(x). On a bieng O Ker(u —A;ld) car :
e = (1t < (U=Addd) 0 ..o (U=Aiald) 0 (U=Auald) 0 ..o (U=Agld) .
(U=Ald)(x) = (U=Ald) o N = A2 = A\t = Aist).. (i = Ap) )

Xi
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et au numérateurpn reconnait'endomorphisméu — A;ld) o (u — A2ld) o ... o (U — Apld) qui, par
hypothése, est nul.

Il restea vérifier que, pour tout x, la sommedes x vaut X, ou que .:i Li(w(X) = x, ou que
i:ilLi(u) = Id. Il suffit pour celade montrerqueil Li(X) = 1. On remarqueque Li(A)) = 1 et que
Li(A)) =0sij #1i. Le polynf)meil Li(X) — 1 admetdoncles p racinesdistinctesA,, ..., A, et estde
degré au plup — 1, donc il est nul. Donél Li(X) = 1. CQFD

La propriété(iv) esttréspuissanteSoit u un endomorphisméel queu® — 7u + 61d = 0. u annulele
polyndmeX® — 7X + 6 qui sefactorisesousla forme (X — 2)(X — 1)(X + 3). On saitdoncqueu est
diagonalisable, I'ensemble des valeurs propres étant une partie de {-3, 1, 2}.

8 09
EXEMPLE: M = E:S -1 —SH On pourravérifier queM annulele polynéme(X — 2)(X + 1). Donc
6 0 -7

M est diagonalisable.

On insistera sur le fait que la propriété (iv) exige que le polyndmecinité a racines simpleSile
polyndmeest seulementscindé I'endomorphismen’estpasnécessairementiagonalisableOn peut
cependanmontrergqu'il esttrigonalisable,.e. il existe une basedanslaquellela matricede u est
triangulaire.

La négation de la propriété (iii) indique pour quelles raisons un endomorphismen'est pas
diagonalisable :

O Sur R, il se peutque u ait des valeursproprescomplexeset non réelles,autrementdit, le
polyndmecaractéristiquen'est pas scindé.Par exemple,si u* + Id = 0, alors les valeurspropres
vérifient nécessairement + 1 = 0, ce qui prouvequ'il n'y a pasde valeurspropresréelles.Si on se
place sulC, alors il y a deux valeurs propres potentiellest:—+. u est d'ailleurs diagonalisalder C

puisquil y possédeun polyndme annulateurscindé & racines simples. Ainsi, la possibilité de
diagonalisatiordépenddu corpsde basesur lequelon seplace.ll estclair quele spectrede u dans
R, ensemblalessolutionsdansR du polynémedet(Xld — u) = 0, estinclus dansle spectrede u

dansC, ensemble des solutions d&nslu méme polynéme.

09 —sird
Sind coD aveco # kit

Le polyndmecaractéristiquaaut X> — 2co®X + 1. Il ne possédgasderacinesur R. Il n'estdonc
pasdiagonalisablesur R.. SionseplacesurC, lesracinessonte™. Le sous-espacpropreassocié

EXEMPLEL1 : Diagonaliser M

i . . 1 .
la valeurpropreé® estla droite de vecteurdlrecteurﬁ_i % Le sous-espacpropreassocié la valeur
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- . . . . .E o
propree‘Ie estla droite devecteurdlrecteur%lﬁ M estdiagonalisablesur C, semblablea E% e‘ieﬁ

, 11
et la matrice de passage %{ : %

01
EXEMPLE2 : Diagonaliser la matrice M% 10

114

Le polyndéme caractéristique vaut det(M — XI) =243X* —3X + 2 = — (X = 2)(X= X + 1)

Si le corpsde baseestR, alors seule2 estvaleur propre,avecseulemenune droite de vecteurs
propres. M n'est donc pas diagonalisable.

Si on seplacesur C, Iesvaleurspropressontz = —\E ou _\ZE donnantchacuneunedroite

commesous-espacpropre.Disposantde trois vecteurspropres,I'endomorphismestdiagonalisable
surC.

[0 Supposonsnaintenantque le polyndme caractéristiquesoit scindé,et admettedonc n valeurs
proprescomptéesavecleur ordrede multiplicité, ou n = dim(E). Cetordreestsupérieurou €gala la
dimensiondu sous-espacpropre correspondantll est possiblequ'il lui soit strictementsupérieur,
auquelcasu n'estpasdiagonalisableAinsi, si A estvaleurpropredouble,on s'attenda trouverun
plan de vecteurspropres.Si on ne trouve qu'unedroite, i manqueraau moins un vecteurpour
former une base de vecteurs propres.

7 -11-2
EXEMPLE: Diagonaliser la matrice M H—S -1 —GH
11 6

Le polyndéme caractéristique vaut : det(M =& — X + 12X — 256 = — (X + 4)(X — 8)
» Sous—espace propre associé a la valeur propre 8. On résout le systéme :

H BXx-1ly-2z=0 Ax+1lly+2z=0 av =0
(M — 8@% -0<=.|Zl3x 9y -6z=0 ~ Oy=0 @D¥+22 0
Bx+y-2z=0 Bx+2z=0 H

2
Il s'agitde la droite vectorielleengendré@arg_ E La valeurpropreétantdouble,il manqueraun

vecteur.

» Sous—espace propre associé a la valeur propre —4. On résout le systéme :

H Alx-1ly-2z=0 1
(M+4I3)% 0- O-X+3y-62=0 - _%
Bx+y+10z=0

Il s'agit de la droite vectorielle engendrée %E

La somme des sous—espaces propres étant de dimension 2, la matrice n'est pas diagonalisable.
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Voici, pour termineice paragraphelesconditionssuffisantes(et non plus nécessairest suffisantes)
pour qu'un endomorphisme soit diagonalisable.

PROPOSITION :

Soitu un endomorphismel'un espacevectoriel E de dimensionn. Si u admetn valeurs propres
distinctes, alors @st diagonalisable.

Démonstration

Il existen sous—espacgsropres,tous de dimensionsupérieureou égalea 1. La dimensionde la
sommeestdoncsupérieureu égalea n. Commeelle ne peutexcédercelle de E, la dimensionde la
sommeestexactemenégalea n, chaquesous—espacétantde dimensionl. La sommeestdoncbien
égale a E at est diagonalisable.

La formulation de la proposition précédente est évidemment équivalente a la suivante :
PROPOSITION :

Si le polynémecaractéristiquede u estscindéet ne possedeajue desracinessimples,alors u est
diagonalisable.

On a enfin :

PROPOSITION

Soitu diagonalisableet F un sous-espaceectorielde E stablepar u. Alors la restrictiondeu a F
est diagonalisable.

Démonstration
u annuleun polyndbmescindédonttoutesles racinessontsimples.ll enesta fortiori de mémede ulr
qui annule le méme polynéme.

7- Condition de trigonalisation

PROPOSITION :
Un endomorphisme est trigonalisable si et seulement si son polyndme caractéristique est scindé.

Démonstration

Si u esttrigonalisablejl existeunebasedanslaquellela matricede u esttriangulaire.Si sadiagonale
porte les coefficients A1, ..., An, alors xu(X) = (X = A)(X — Ap)...(X = Ap) qui est scindé
(éventuellement a racines multiples si plusi@uincident).

Montronsla réciproquepar récurrencesur la dimensionde I'espaceE. Sidim(E) = 1, il n'y ariena
montrer.Supposonsgjuela propositionestmontréepour les espacewvectorielsde dimensionn — 1.

Soit E de dimension etu un endomorphisme dont le polynéme caractéristique est scindé. Il possede
doncau moinsunevaleurproprel;. Soit e, un vecteurpropreassocié Complétonse; enunebase

(e, &, ...,€n). Soit F = Vect,, ...,&,) etp le projecteur sur F parallelementa droite Vect(g,). Soit

enfinv =p o u. La matrice del dans la basee{, €, ...,€,) est de la forme :

_H\ B@
m=f &
ou B estuneligne de n — 1 coefficients,C n'estautrequela matricede v dansla base(g,, ..., €,), a
gauche de laquelle se trouve une colonne de 0. On a donc :

Xu(X) = (X =A1)Xu(X)
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et commey,, est scindéy, I'estégalementD'apred'hypothésele récurrencey esttrigonalisableet il
existe une base(e,, ..., &) danslaquellela matrice T de v est triangulaire.Pour tout i > 2, on
décompose ensuitée) sur Vecté) O F :

Oaj, u(e) =aier + po u(e) =aie; +v(e)

La matricedeu dansla base(e,, ..., €,) estalors @Ol .?. %ou a estlaligne (a; ... ay), et cettematrice
est bien triangulaire.

En annexell, on montreun résultatplus général: s'il existeun polyndmeannulateurscindéde u,
alorsu est trigonalisable.

CONSEQUENCES
O SurC, tout polyndmeestscindé,donctout endomorphismeur un espacevectorielcomplexeest

trigonalisable.

00 ToutematriceM de M,(C) esttrigonalisabledansC. Commele polynémecaractéristiqueu la
trace sont invariant par changement de base, en raisonnant sur la matrice trigonalisée T, on voit que

Tr(M) =Tr(T) =5 A ou lesA; sont les valeurs propres complexes M.
1=1
det(M) = det(T) =[] A
1=1

xm(X) = Xm(T) = |‘| (X =A) = X" = T(M)X™ + ... + (=1 det(M).

degfm) =n

En effet, les coefficientsde la diagonalede la matricetrigonaliséeT sont précisémentes valeurs
propres. Dans le cas ou M est réelle, les formules précédentes sont vatiddi#iande calculerses
valeurs propres darns. Plus généralement :

Tr(M?) =Tr(T9) =5 A®  car la matrice Ta pour coefficients diagonaux &S
1=1
Tr(M®) =5 A° etc...
1=1

Annexe | : une application du théoreme du rang en S.l. ou en physique

a) Cycles indépendants, nombre cyclomatique

En Sciencedndustrielles,un mécanismeest modélisépar dessolidesindéformablesS,, S,, ..., S,
ayantentre eux desliaisons, traduisantles mouvementgossiblesentreles pieces.NotonsL; une
liaison entrele solide S et le solide S. Il n‘existebien évidemmentpas desliaisonsentretous les
solidesdu mécanismegde sorte que Lj n'estpasnécessairemerdéfini pour tout i et j. On a par
ailleurs L = L lorsqu'une telle liaison existe.
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Le mécanismeest symbolisépar un graphede structure,ayantdes sommetset desarétes.ll y a
autantde sommetsgue de solides(soit s ce nombre),et une aréterelie le sommetS et § si et
seulement si une liaison kexiste. Autrement ditesaréteseprésenteriesliaisonsentresolides.Il y
a donc autantd'arétesque de liaisons (soit a ce nombre).Voici un exemplefictif de graphede
structure, ou les sommets (ou solides) sont numérotés de 1 a 8

@ 2
5—©
)

@ ®

Nous supposeronsoujoursun graphede structureconnexe c'est-a-direqu'on peut se rendred'un
sommetquelconquea un autresommeten suivantun chemindu graphe(sinon, celavoudrait dire
que I'on dispose de deux mécanismes disjoints !!).

De tels graphesde structuresse trouvent égalementen électrocinétiguecomme modélisationde
circuits électrique pu lesarétessontplutbt appeléedbrancheglu circuit et les sommetssontappelés
noeuds.

Un cycle estun cheminfermé,i.e. commencanét finissantau mémesommet.Nous supposeronsn
outre qu'un tel chemin nEasseasdeuxfois parla mémearéte.Parailleurs,nousne définissongpas
de sens de parcours privilégié d'un circuit : il peut se parcourir dans un sens ou dans l'autre.

En S.1., un tel cycle estparfoisappelébouclede solides,et en électrocinétiqueun cycle estappelé
maille du circuit. Voici desexempledle cyclesdéfinis dansle graphede structureprécédent 1-4-8-
5-1 ou 1-4-8-7-3-2-1.0n peutdéfinir la notion de cyclesindépendantset de nombrecyclomatique.
Mathématiqguementettenotion d'indépendancestrigoureusemernitientiquea la notion de systéme
de vecteurs indépendants dans un espace vectoriel. Précisons cela.

Le corpsde baseutilisé serainhabituel.ll s'agitdu corpsconstituédesdeux éléments et 1, avec
commerégledela sommel + 1 = 0. Ce corpsestnotéZ/27Z. On peutle voir aussicommele corps

des deux éléments{pair, impair} avec les reglesd'opérationsusuellessur les nombrespairs et
impairs. La caractéristique essentielle de ce corps est que :
OxOZI12Z,x+x=0

Considéronsnaintenant espacevectorielde dimensions (le nombrede sommets)sur Z/27., dont

unebaseseranotée(S,, ..., S5). Autrementdit, les sommetsdésignentes vecteursd'unebasede F.
Un vecteurquelconquele F s'ecritS, + S, + ... + §, oulesindicesiy, i, ..., ik sontdistincts(car s'i

y a deux indices identiques, onaS = (1 + 1) $=0 S=0).

Considérong®galemenE espacevectorielde dimensiona (le nombred'arétes)ysur Z/2Z, dontune

basesontles vecteursL;.Un vecteurquelconquede E s'écrity L ou les indices sont également
distincts.
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Définissonsenfin une applicationlinéaire d de E dansF, appeléebord en donnantles imagesdes
vecteursde basede E. Si L estuneliaisonentreS et S alorsd(Lj) = S + S§. Parexemple dansle
graphe de structure dessiné ci-dessus :
lse) =S+ S
O(Lse+ Le7+ L7g) =0(Lse) +O(Le7) +O(L75) =S+ S+S+S+ 5+ S
=3 S puisque S+ S=0=9+ S
On comprend pourquais'appelldord. On a calculé le bord (i.e. les extrémités) du chemin 5-6-7-3.

Quelleestlimagede & ? Un sommetisolé ne peut étre danscetteimage,car &(L;) fait intervenir
deuxsommetset il enrésulteque &3> L;) estcombinaisoninéaire d'un nombrepair de sommets
(mémeapréssimplification). L'applicationd ne peutétre surjective.Montronsque sonrangests-1

(un de moins que le nombrede sommets)ll suffit de montrerque, par exemple,le systemelibre

(S1+S, S+ S ..., S+ S) estconstituéde vecteursde Im(d). Or nousavonssupposée graphe
connexe ce qui signifie que, pourtouti, il existeun cheminallantde S; a S. Celane signifie rien

d'autre que le bord de ce chemin ast & qui est donc bien dans 1&)(

Quel est le noyau d&? Les élémentdu noyaune sontautresqueles cycles.En effet, un cheminest
dansle noyausi et seulemensi sonbord estnul, et doncsi et seulemensi le chemincommenceet
finit au mémesommet: il s'agitbien descycles.C'estle caspar exemplede L4+ Lsg + Lgs + Lsy,
dontlimagepar d estnul. Les cyclesdits indépendantsontprécisémenteuxqui sontlinéairement
indépendantsau sens mathématiquedu terme dans I'espacevectoriel E. Le nombre de cycles
indépendants est la dimension de BerQr le théoreme du rangpusdonnela dimensionde Ker(d).
Cestu=a-rg@) =a— (s— 1) =a—s+ 1. Ce nombre est dit nombre cyclomatique du graplest
le nombre maximal de cycles indépendants.
Dans l'exemple précédept= 12 — 8 + 1 = 5. Il y a cinq cycles indépendants, par exemple :

Ci=Lis+Lsg+ Lesa+ Las

Co=Liz+ Log+ Les + Lss

Cs=Las+ Le7+ Lya+ Laz

Cs=Lar+ Lsg+ Laa+ La3

Cs=Liat+ Laz+ Lax+ Las

Tout autre cycle est combinaison linéaire de ces cycles, par exemple :
Lse+ Ler+ Lig+ Les=CG+ G+ G+ G+ G
Lis+Llse+ Ler+ Lozt Laa+ Lo =G+ G

On peutmontrerquele nombrecyclomatiques'interpréteaussicommele nombreminimal d'arétesa

supprimerpour qu'il n'y ait plus de cycles.Dansl'exempleprécédentpu pu = 5, il suffit d'enlevers
arétes bien choisies pour ne plus avoir de cycles, par exemple les arétes Lz, Lss et Lg.
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Le graphe final obtenu s'appelle un arbre.

b) Utilisation du nombre cyclomatique

En S.1., le nombre cyclomatique intervient dans I'analyse géométrique ou cinématique du mécanisme.
Chaque liaison fait intervenir un ou plusieurs parameggesnétriquegrespectivementinématique),
par exemple lI'angle formé entre deux solidassle casd'uneliaisonpivot, ou la distancesntredeux
solidesdansle casd'uneliaison glissiére(respectivemenia vitesseangulaireou la vitesselinéaire).
Dans le cas d'un cycle (ou boucle de solides), il existe nécessairementine relation entre les
différentesparametresle chaqueliaison pour pouvoir refermerla boucle.ll convientdoncd'écrire
touteslesrelationsentreparamétresfin d'éliminerles parametresuperflus.Pourcela,il estinutile
d'établir une telle relation pour chaquecycle du graphe: il suffit de le faire pour les cycles
indépendants_e nombrecyclomatiqueindique combienil y a de tels cyclesindépendant®&t donc
combien il y a de relations a établir entre parameétres.

En électrocinétique on disposed'un circuit constituéde a brancheqgou arétes)et de s noeuds(ou
sommets), chaque branche étant constituée de générateurs et de résistances. Leeptdldtakr
les valeursde l'intensité du courantdanschaquebranche,ou la différencede potentielentre deux
noeuds.

[0 La méthodebrute consistea dire que I'on disposede 2a inconnuesélémentairesa savoirles a

intensitésdanschacunedesbranchest les a différencesde potentielsaux bornesde chacunedes

branches. Pour résoudre le systéme, il convient donc d'é@Bliuations indépendantes qui sont :

» Lesa relationsentretensionset intensitédanschaquebrancherésultantde la loi d'Ohm(du type
U = RI — E, avecU tensionaux bornesde la branche] intensitédu courantdansla branche E
force électromotrice dans la branche)

+ Less-1relationsrésultantdela loi desnoeuds) | = 0 pour chaquenoeudi du circuit saufun,
i
ou lj désigne l'intensité du courant allanti deersj. On notera qu'il n'y a que-1 équationgarles
s équations) |; = 0 écritespour chaquesommeti sont liées entre elles. La sommede cess
i

équationsesteneffetnulle: y > 1y =5 I +1; = 0carl; + 1; = 0. Il suffit doncd'écrires-1 lois
[ i

I<j

des noeuds pour que la derniére soit automatiquement vérifiée.
|l reste encor@a —s+ 1 équations écrire.On reconnaita le nombrecyclomatiqueLesderniéres
relations consistent en lai desmaillesappliqguéesurchaquecycleindépendant > U =0, oul'on
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fait la sommedestensionsde chaquebrancheconstituania maille. La sommeestnulle puisqu'on
revientau point de départ.Toute autreloi desmaillesappliquéea un autrecycle se déduirapar
combinaisorinéairede la loi desmaillesappliquéeaux cyclesindépendantd! estdoncinutile de
I'écrire.

[0 La méthodedestensionandépendantesonsistea partir dess — 1 tensiongnconnuess'appliquant

a chacunedesbranchedgle I'arbre qu'onobtiendraita partir du circuit initial si on enlevaita —s + 1
branchedien choisies.Cess — 1 tensionssontappeléedes tensionsindépendantedu circuit. Les
tensions s'appliquant sur las-s + 1 autres branches s'en déduisent en appliquant la loi des thailles
U = 0 achacunalesa — s + 1 maille indépendantePour chaquebrancheon en déduitl'intensitédu
courantqui la parcourt,expriméeenfonctiondestensionandépendantesl suffit d'écrireensuiteles

s — 1 relationsdonnéegar la loi desnoeudspour avoir a résoudreun systémede s — 1 équations
indépendantes (les lois des noeuds)-d inconnues (les tensions indépendantes).

O La méthodedesintensitésindépendantesonsistea attribuera chacunedesa — s + 1 mailles
indépendanteaneintensitéfictive. Cesa — s + 1 intensitéssont appeléesntensitésindépendantes.
Le courantréel parcourantune brancheest la sommealgébriquedesintensitésindépendantesdes
mailles auxquelles appartient la branche. On en déduit I'expresdmtedsionappliquéeauxbornes
de chaquebrancheen fonction desintensitésindépentanted.a loi desnoeudsestautomatiquement
vérifiée. Il suffit d'écrireensuitela loi desmaillesy U = 0 pour chaquemaille indépendantg@our
avoir a résoudreun systemede a — s + 1 équationg(la loi desmailles)a a — s + 1 inconnuegles
intensités indépendantes).

EXEMPLE:

Considéronsun circuit électriqueen forme d'armaturecubique,chaquearéte du cube étant une
branchede résistancdr. On placedansl'une desbranchesun générateude tensionE. On demande
l'intensité du courant dans chacune des branches.

QA——0

i

(85—
@ ©)

La premiereméthodede résolutiondonnele systémesuivantde 24 équationsa 24 inconnues(on

notel; l'intensitéde courantdu sommet versle sommet, et U; la différencede potentielentrele
sommet et le sommey) :
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Ulz = Rllz —E
EulS =Rls
U1s =Rl
|:|U23 =Rl23
Uze = Rl
|:|U34 =Rl34
Us7 = Rlz7

|:|U48 = Rlsg
|:|U56 =Rlse
Usg = Rlsg
|:|U67 =Rle7
|:|U78 =Rl
U1z + Uz —Usg — U5 =0
Uz3 + Usz —Ug7 — U6 =0
Uszs + Usg—U7s—U37=0
Uis + Usg —Usg—U14=0
|:|U12 + U+ U3 —U1s=0
[0+ 115+ 114=0
12+ 3+ 16=0
— I3+ 132+ 137=0
l1a—1l34+ 14g=0
l15 + Isg + Isg = 0
— o6 —Ise + l67=0
ls7—le7+176=0
Les 12 premieresquationsexprimentla loi d'Ohm,les5 suivanteda loi desmailles,les 7 dernieres
la loi des noeuds. Les courageux trouveront que :
5E E E _ 5E E

T24R le7=l37=—hg=— ISBZm, l34=— |56=6—R, |12—ﬁ, I78:ﬁ

lis=lu=—=hs=—he=

La deuxiémeméthodeconsistea prendrecommeinconnuedestensionsndépendantel;s, Uss, Uz,
Ue7, Us7, Usg et Uyg, correspondant a l'arbre :

Les septéquationsa écrire résultentdesseptlois desnoeuds,expriméesen fonction destensions

indépendantes :

o+ lis+114=0 = E + Uis+ Usg— Upg + 2Uis + Usg — Ugig = 0
—lp+la+le=0 <= —E —Us—Usg+ 3+ Us7— Us7=0
—lz+lzga+137=0 « — Upg— 2Us7+ 3Us7— Usg + Usg — Usg = 0
—lia—la+1lis=0 — Uis— 2Usg + 3Usg— Us7 + Ug7 + Usg = 0
—lis+lse+1s55=0 < —Uis+ Usg + Usg= 0
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—le—lss+167=0 = — Uy —Usg+ Us7=0

—la7—le7+16=0 = — U7 —2Us7— Usg + Usg = 0
Le systeme conduit a la solution :
E E
Uis = — Uzez—%, Usg = — Us7 = Ugg = — U67=—ﬂ, Usez—g

a partir de laquelle on peut déduire les autres tensions, puis les intensités des courants.

La troisiememéthodeconsistea attribuerun courantde maille inconnua chacunedescing mailles
indépendantes que nous avons not@e€£ C;, C, et G dans le a), a savoir :

Ci=Lis+Lsg+ Lea+ Las

Co=Liz+ Log+ Les + Lss

Cs=Las+ Le7+ Lya+ Laz

Cs=Lar+ Lsg+ Lga+ La3

Cs=Lia+ Laz+ Laz+ Las

Notons ces cinq courantsde maille is, iy, i3, is et is, comptés positivementdans le sens
trigonométriquelLe courantréell;, parexempleestégala—i, —is. Le courantlz; estégalai — i3,

etc... Les cinq équationsa écrire sont les lois des mailles le long précisémentdes cing cycles
indépendants choisis, exprimés en fonction des courants de maille :

Uiz + Upg— Usg—Uis =0 = —4iz—i5—5+i3+i1=0
Uz + Usr— Us7— Uy =0 = —diz—is+ig+i,=0

Uss+ Ugg— Urg—Us7=0 = —diy—is+ip+iz=0

Uis + Usg— Usg— Uis =0 = —dip+ix+is—is=0

Uiz + Uz + Uss — Uiy = 0 = —i2—4i5—E—i3—i4—i1:O

Le systeme conduit a la solution :
il: E i2: E i3: E i4: E i5: E
24R 6R’ 24R 12R 4R
On en déduit alors toutes les autres intensités, par exemple :
li=—i2—is= =E
12R

. . _E
|37—|4—|3—ﬁ
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Annexe Il : Trigonalisation des matrices

Début de partie réservée aux MP/MP*
a) Polynbmes premiers entre eux et identité de Bezout

SoientP et Q deuxpolyndmeset considéronsl = {AP + BQ | A O K[X], B O K[X]}. Il n'estpas
difficile de vérifier gu'il s'agitd'unidéal. I s'appellddéalengendrépar P et Q. Mais étantun idéal, il

est en fait engendré par un seul polynéme D, élémehtdalegré minimal. Ainsi :

I={AP +BQ | AOK][X], B OK[X]} ={QD | Q OKIX]}
Cherchons le rapport entre P, Qet D ?
« D étant élément dé est lui-méme de la forme D = AP + BQ.

* InversementP et Q étanteux-mémegdes élémentsde I sont des multiples de D. D est un
polynéme diviseur commun de P et Q.

» Montronsqu'il s'agitdu plusgranddiviseurcommun.Soit U un autrepolyndmediviseurcommun
de P elQ. Celasignifie queP et Q vont sefactoriserparU, P = UP, et Q = UQo et qu'il enestde
mémede D = AP + BQ = (AP, + BQg)U. Ainsi, tout diviseurcommunde P et Q diviseD. D est
le PGCD de P et Q.

EXEMPLE: P= (X —2(X —1) et Q = (X + 3)(X — 2)(X — 1). Le PGCD de P et Q est
D= (X-2)(X-1)Il existe A et B tel que :
D =AP +BQ
- X=2)X=1)=(X-=2X-1DA+ (X+3)(X-2)(X-1)B
- 1=(X-2A+(X+3)B

Il suffit de prendre A = % et B :%

Deux polyndmes P et Q sont premiers entre eux si leur PG@uLL. OnnoteP 0 Q = 1. Il existe
alors A et B tels que AP + BQ = 1 (identité de Bézout). Inversementdeux polyndmesP et Q
vérifiant cetterelation sont premiersentre eux, puisqueleur PGCD D devradiviser1 = AP + BQ
donc étre égal a 1.

Voici un exemple d'utilisation de l'identité de Bezout, le théoreme de Gauss :

SiRdivise PQetsiRIP=1alorsR | Q
En effet, il existeA etB telsquel = AR + BP0 Q = RAQ + BPQmaisPQ sefactorisepar R, par
exemple PQ = RS. Donc OR(AQ + BS) et R divise Q.

b) Théoreme de décomposition des noyaux
Revenonsa nos sous-espacestables.Nous avonsvu que, pour tout polynémeP, Ker(PU)) est
stablepar u. Si P sefactorisesousla forme P = P,P, avecP; et P, premiersentreeux, nousallons
montrerqueKer(PU)) = Ker(P(u)) O Ker(P,(u)). On utilise pour celal'identité de Bézout.ll existe
A etB telsquel = AP; + BP,. Il estaiséde vérifier que Ker(P,(u)) et Ker(P,(u)) sontinclus dans
Ker(PU)). De plus :
* La somme est directe :
Six est élément de Ker{R)) n Ker(P(u)). L'identité de Bézout, appliquéaiaonne :

Id = (APy)(u) + (BP,)(u) = A(u) o Py(u) + B(u) o Px(u)
Puis appliquée & on obtient :

x = AU (P(u)(¥) + BU)(P(u)(x)) = 0 car R(u)(X) = P(u)(x) =0
» La somme vaut Ker(RJ).
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Soitx élément de Ker(Rj). L'égalité Id = A1) o P;(u) + B(u) o P»(u) donne cette fois :

X = AW (P(u)(¥) + BU)(P(u)(x))
avec A()(P.(u)(x)) élément de Ker(@u)) et BU)(P»(u)(x)) élément de Ker(u)). En effet :

P(U)(A(U)(P(U)(x))) = A(U)((PP2)(U)(¥) = A(U)(PU)(X)) = O car P§)(x) = 0
et de méme pour B)(P»(u)(x))

Ce théorémeest particulierementintéressantorsqu'onl'applique a un polynémeannulateurde u
puisque Ker(R()) donne alors E tout entier.

-1 L :
EXEMPLEL1 : M = % 1 Eassome & dans la base canoniqueldé

SoitP =X —-6X +8=(X-2)(X-4).
Ker(Pu)) = E

Ker(u — 2Id) est la droite engendrée %@
Ker(u — 4ld) est la droite engendrée %@

: . 0
Les deux sous-espaces sont en somme directe. Dans %k%% la matrice del est% 4%

7 3 -2
EXEMPLE2 : M_H—136—3 etP=X-4X+5X-2=(X-2)(X-D

Hl4 -5 SH

Ker(Pu)) = E
Ker(u — 21d) est I'ensemble d% Evérifiant :

B-9%+3y-2=0 —
O-1%+4y-32=0 ~ {2~ S
H14x-5y+3z=0 y

- 0 B A8

Il s'agit de la droite engendrée SH Ona SH H—SH
Ker((u — IdY) est le plan d'équation 3 y—z =0, de bas% E%E Ona:
0 B2H 2% il %H
T B0 Rh
M%H: %H
O
La matrice dai dans la basgr %Hg Hest% 4 (1)

Le théorémede décompositiors'étendde procheen procheau produit P = P,P....R de polyndmes
premiers entre eux deux a deux. En effet :

Ker(PU)) = Ker(R(u)) O Ker(P....R(u))
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= Ker(R(u)) O Ker(Py(u)) O Ker(Ps...R(u))

= Ker(R(u)) O Ker(Py(u)) O ... O Ker(R(u))
Le raisonnementeposesur le fait que P, O P,...R = 1. Celarésultedu fait que les identitésde
Bezout donnent respectivement :
P]_DPZZ 10 DAZ et Bz, BzPZ: 1—AQPJ_
P]_DP3: 10 DA3et B\%, B3P3: 1—A9,Pl

P.OPR=10 UOAcet B, BiPc=1—-AP:
O Bs...BP,...R = (1 — APy)...(1 — AP,) de la forme 1 — APen développant
U P.OP...R=1

c) Décomposition de E en sous-espaces stables
Une méthode pour décomposer E en sous-espaces stables est la suivante :

i) Déterminerun polyndmeP annulateurde I'endomorphismal, par exempleen calculant
P(X) = det(Xld —u) (théoréme de Cayley-Hamilton, admis)

i) Factoriserce polynémeen produit de facteursirréductiblesdistinctsRy, ..., R, de sorte
que P=R*xR)2x...Ry"

iii) PoserP, = R, P, =Ry 2, ... Pn= R ™. Les P sontpremiersentreeux deuxa deux, et
E = Ker(P()) = Ker(R(u)Px(u)... Ry(u)) de sorte que E = E] ... 0 E, avec E= Ker(R(u)).

Cetteméthodeéchouesi m = 1, autrementit si P estpuissance'un facteurirréductible.C'estpar
exemplele cas des endomorphismesilpotents, pour lesquelsil existe une puissancep telle que
u’=0.

d) Diagonalisation

Nousretrouvonsun premierrésultatsur la diagonalisationS'il existeun polynémeannulateurde u
scindéa racinessimples P = (X — A)...(X — Ay), alorsu estdiagonalisableEn effet, la méthode
précédente conduit a :

E = Keru—A4l) O Ker(u—=Al) O ... O Ker(u —Anl)
etsion prend une basede chacunde cessous-espacegectoriels,alors la matricede u serade la
0.
o of,

Eou les/\¢ sont des blocs ayant dessur la diagonale.

forme
O A

e) Cas des endomorphismes nilpotents
Un endomorphismenilpotent v vérifie v/ = 0 pour une certaine puissancede p. Un polyndme
annulateur est donc’XLa méthode du c) ne permet donc pas de décomposer E en sommeddirecte
sous-espacegectorielsstables Cependantil existeune suite croissantede sous-espacegectoriels
stables. Soip la plus petite puissance dejui s'annule. On vérifiera facilement que :
{0} OKer(v) OKer() O ...0Ker()=E

En fait, les inclusions précédentes sont strictes. En effet, si jamais on a :

Ker(V) = Ker(**"") aveck < p
alors,x O Ker(V*) O v¥’(x) = 0 0 v'(v(x) = 00 v(x) O Ker(V?") O v(x) O Ker(V") O
V() =0 0 x O Ker(v™) donc Ker(V*?) = Ker(V*") et par récurrence= Ker(\") = E, ce qui
contredit la minimalité de.
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On prendalorsunebasede Ker(v), complétéeen une basede Ker(V?), ... complétéeen unebasede
Ker(\). Du fait que, sk appartient & Kex), son image par appartient Ker(V?), on obtientdonc
une matrice par blocs ayant la forme suivante :

A ..

]
Bgo?.ﬂ
[b..ocO
[bo..ol

Inversement, on vérifie facilement que toute matrice de cette forme est nilpotente.

f) Trigonalisation
Supposongju'unpolyndmeannulateude u (par exempleson polyndmecaractéristiqueyoit scinde,

p :
mais pasa racinessimples,c'est-a-direde la forme P(X) = [] (X — )\i)k', ou les A; sontdistincts.

Posons?, = (X — )\i)ki et E; = Ker(R(u)). Les P, étantpremiersentreeux deuxet le produit desP,

s'annulant sur E, on en déduit que E est la somme directe deme vu dans le b).

Si on serestreinta I'un de cessous—espacds, v = u — Ajld vérifie vi= 0, doncv estnilpotent.Or
nousavonsvu dansle e) qu'il existeune basede E; danslaquellela matricede v esttriangulaire
supérieure,avec des 0 sur la diagonale.ll en résulte que la matrice de u restreintea E;, est
triangulairesupérieureavecdesA; surla diagonale Quandon regroupeles basesdesdiversE; pour
obtenir une base de E, on obtient une base dans laquelle la matriestdeangulaire supérieure.

Ainsi, tout endomorphisme ayant un polynéme annulaeindéest trigonalisable.

C'esten particulier le cas de tout endomorphismdorsquele corps de baseest C, puisquetout
polynéme suiC est scindé (Théoréme de d'Alembert)

g) Théoreme de Cayley-Hamilton

On déduit du théoréne trigonalisation(éventuellemengn seplacantsur C) unedémonstratioru
théoremale Cayley-Hamilton.ToutematriceA estsemblabled unematricetriangulairecomplexeT

de la forme :
T, 0..0
570 oF
T= []

[b .. oT,0

BB
% .. 0 )\iE
Le polyndmecaractéristiquele T, etdoncde A, est(X —)\l)kl(x —)\z)kz...(x —)\m)k'“. Il s'agitdonc
de montrer que :
kg ) Km

A=A (A=A .. (A=Al) "=0
o P(T=AD) YT =Aal) 2 (T =Anl) ™P = 0
e (T=AD) YT =22 (T =A™= 0.

avec T= matrice d'ordré.
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* * D
0..* : . , ) :
OrTi — Al = 58 [ ]est une matrice nilpotente, chaque puissancedécalantle triangle
[b..oo0

supérieur d'un rang. Il en résulte que—(?RiI)ki = 0. On en déduit que :

$ @) o)
(T =\1l)“ est de la form (T =Aal) o

3) =Y S
T.-M)20.. O
O 0. O

(T —)\zl)k2 est de la form
3 e .0 (Tm—7\2|)k2

Te=Aul) ™ 0 B
(T = Ad) ™ est de la form O (T2 —7\ W)™

O O O
Quand on multiplie ces matrices, on obtient la matrice nulle.
Fin de partie réservée aux MP/MP*

Annexe Il : Le théoreme de Cayley-Hamilton
Le théoreme de Cayley-Hamilton énonce que :
Sixu(X) = det(XId —u), alorsx,(u) = 0.
Ce théoreme est facile a vérifier en dimension 2. En effet, @«d—-ﬁest la matrice de, alors :

X —-a —
XU(X):E —c X-— d% XZ — (a+d)X+ad bc

Il est alors facile de vérifier que’A- (a+ d)A + (ad—bc)l =

Le cas généralest plus délicat. Il convientd'abord de prendreconscienceque, si on définit le
polyndmex (X) = det(Xl, — A), il est incorrect de dire que :

X(A) = det(Al, — A) = det(A — A) = det(0) =0
ne serait-ce que parce queadsultatfinal O estle scalaire0, alorsquele membrede gauchex(A) est
unematrice.Mais il y a uneerreurplus profonde.Dansdet(Xl, — A), le produitde X parl, estun
produit externe de la matrice |, par I'élément X de K[X]. Il représentedonc la matrice

0
DRempIacelx par A nerevientdoncabsolumenpasa calculerAl, qui estun produit
[b..ox0O

interne de deux matricesde M,(K). Le remplacementle X par A dansXl, pourraita la rigueur

% K D

. , e . ) A .

s'interprétecommedéfinissantune matricepar blocs D maiscettederniérematriceest
[b .. oal
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un élémentde 9l/ln2(][\<) et non de M,(K). Commentalorsla retrancherde la matriceA = (a;) qui,

elle, estdansM,(K) ? On peutenfin remarqueiqueA et ‘A ont le mémepolyndmecaractéristique

(car le déterminantest le méme pour une matrice et sa transposéept donc qu'on a aussibien
X(A) =0 que x(*A) = 0. Or si on calcule x('A) en remplacantde fagon erronéeX par ‘A dans
det(Xl, — A), on obtient non pag('A) = 0, mais det@ — A) qui est non nul en général.

Danstousles cas,cestentativesne traduisenpasce queveutdire le théorémede Cayley-Hamilton.
Celui-ci énonceque l'on calcule d'abord le déterminantdet(Xl, — A), puis, ayant obtenu une
expressionpolynomiale, que I'on remplaceX par A. Le calcul matriciel que I'on effectue alors
conduit a la matrice nulle.

Nousdonnonsdanscetteannexeune démonstrationsiu théorémede Cayley-Hamiltonbaséesur la
comatrice, notion du programmede MPSI. Soit A la matrice de u. Considéronsla matrice
B(X) = Xl, — A, a coefficientspolynomiauxou méme,si on le souhaitea coefficientsdansle corps
K(X) desfractionsrationnelles.Considéronggalementa transposéele la comatricede Xl, — A,
que nous appelleronsC(X), de sorte que B(X)C(X) = det(B(X))I, ou det(B(X)) n'estautre que
Xu(X). Rappelongjueles coefficientsde C(X) étantformésa partir de sous—déterminants-1 x n—1
de B(X), ces coefficients sont donc des polynémes en X. Ainsi :
B(X)C(X) = Xu(X)!
RegrouponslansC(X) lestermesconstantspuislestermesen X, etc...,ce qui revienta écrireC(X)
sous forme de combinaison linéaire de matriges C
CX)=Co+ XCp + ... + X''C4

On a alors, en développant le produit B(X)C(X) :

Xu(X) = (XIy = A)(Co + XCp + ... + X7'C,9)

=—AG+ X(Co— AC) + ... + X' (Cro— AG,1) + X"Cprs

Justifions maintenant le résultat suivant :
SiTo+ XTy+ ...+ X"Ty=Up + XUy + ... + X"U,,, ol lesT; etlesU; sontdesmatricescarrés alors
pour tout i, T; = U;. En effet, I'égalité précédenteimplique I'égalité formelle des polynbmes
constituantles termes(i,j) de chacundesdeux membreslLes coefficientsde ces polyndmessont
donc égaux, ce qui signifie que ¥ Uy, ... T, = U,.
Supposongiuexu(X) = ap + a1X + ... + a,X". On a donc,d'apred'identification ci-dessusentreles
coefficients deu(X)l, et ceux de B(X)C(X)

al = - AG

al = Co — ACl

a1l = C2— AG
anl = Cn—l

Si on multiplieay] par A, a;l par A, ...,a,l par A" et si on ajoute membre & membre, on obtient :
aol + A + ... +a,A" =

ce qui est le résultat cherché.

O
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