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| : Normes

1- Définition
La valeurabsoluesur R ou le modulesur C permettentle définir desdistancesur cesespaceset

de pouvoir parlerde limites. Nous souhaitongtendrecesnotionsa desespaceplus générauxSoit
E un espace vectoriel sist =R ouC.

DEFINITION
On appellenorme surE, notée usuellemelfit [ouN, une application d& dansR " telle que :

) OXOE [|X]|=0 = x=0
i) UxOE OYyOE [[x+yl[l<|[x[I+ Iyl
i) OxOE, OXOK, [|Ax]1=|A] [1x]]

La propriété ii) est connue sous le nométjalité triangulaire. On en déduit la propriété suivante :
OxOE OyOE|[lIxII-lyll < lix +yl
En effet :

X[l =Ixk+y=yll<|Ix+yl[+ |yl =1x+yl[+]yll
donc [|x||—=yll=[Ix+yl]l|
de méme :

Iy Il =[xl Ix+yll



donc [[Ix 11yl < lIx +yl

Les normes permettent de définir une distance.

DEFINITION :

Unedistancesur un ensemblE est une application d& x E dansR " telle que :
) Ox,0y,dX,y)=0< x=y
i) Ox,0y,0z,d(x,y) <d(x, 2 + d(z, )
i)y Ox,0y,d(x,y) =dfy, X

La propriétéii) estconnuesousle nom d'inégalitétriangulaire.Un espacenormé est muni d'une
distance. Il suffit de poser :

dixy) = lIx=yl
2- Exemples
Voici des exemples de normes :
[ ]
0 EspaceR”. Si X est un élément dR" de composantds]” []]Jon pose :

O, O

. No(X) = || X |b = Y %> (norme euclidienne).
1=1

n
Cettenormeestassociéau produitscalaire<X, Y> = 5 xy; = XY parla relation|| x |p = \/<x,x>.
1=1

Plus généralement tout espace préhilbertielRsou surC dispose de la norme euclidienne.
n

. Ni(X) = || X |h = Y |%| (normedu chauffeurde taxi new—yorkaisElle corresponcen effet
1=1

pourn =2 a la distance parcourue par un taxi dans une ville ou les rues sont a angle droit)

. No(X) = || X [l = Max {|x| | 1 < i < n} (normedu joueurd'échecsu, plus classiquement,
normedite uniforme.Elle correspondau nombrede coupspour déplacerun roi du jeu d'échecs

d'unecasea une autre. A chaquecoup, le roi se déplaced'une casedansles huit directions
possibles)
l
L'utilisation desindicesprovientdu fait que 'on peutdéfinir une norme|| X | = %MPEM’ pour
1

a =1, et que la norme uniforme s'obtient en prenant la limite de |la roEneteo.

Seulela propriétéii) n'estpasévidentepour la normeeuclidienneElle estprouvéedansle chapitre
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[0 EspaceC". Si Z est un élément d&" de composantg

Ekn

on

I:IEII:I

© N@=NZH=3

. No(Z)=||ZH= Y |z|* . Nous admettrons quiil s'agit d'une norme.
1=1

. Nw(Z) = || Z |} = Max {z| | 1< i < n} (norme uniforme)

0 Espacesde matrices M,(R). On peut utiliser les normesqui précédentmais en prenanten

comptetous les coefficientsa; de la matrice.Le casde la norme euclidiennedes matricescarrées
présentaun intérétparticulier.On peuten effet remarqueque le produit scalairede deux matrices,
coefficients par coefficients, n'est autre que Tr('AB) ol Tr est la trace (sommedes éléments

diagonauxket'A la transposéeeA. La normen'estautreque/ Tr('AA). En effet, si A a pourterme
généraby; et B a pour terme génétgl 1<i<n, 1<j<n, alors:

t'A\B)u z Ai bkl

donc Tr(AB) =5 3 aby

1=1 k=1

donc +/Tr(AA) =

[0 Espaces de dimension infinie :
Il s'agit essentiellementes espacesde fonctions. Considéronsl'espacevectoriel des fonctions
continues sur un intervalle |, a valeurs réelles ou complexes. On dispose de :

. Ni(f) =||f |k = J |f(t)| dt. Si | n'estpasun segmentpn serestreintaux fonctionscontinues
|

intégrablessurl. Sif estcontinuepar morceauxN,(f) peutétrenul alorsquef estnon nulle en
certains points. Nn'est donc une norme que si on se limite aux fonctions continues.

. No(F) = || Tl = A /L |f('[)|2 dt. Sil n'estpasun segment,on se restreintaux fonctions

continuesde carrésintégrablessurl. Sif estcontinueparmorceauxN,(f) peutétrenul alorsque
f est non nul en certains points. Dansdsréel, cettenormeestunenormeeuclidienneprovenant

du produit scalaire <f,g> = #]f(t)g(t) dt. Dans le cas complexe, on admettra l'inégalité
|

triangulaire.



. No(f) = || |l = Sup{|f(t)| [t O 1} (normeuniformesur I'espacelesfonctionscontinues)Si

| n'estpas un segment,on se limite aux fonctions continuesbornéessur |I. Cela s'applique
également aux fonctions continues par morceaux sur |.

Un exempleparticulier d'espaceale fonctions est constituédes espacegle suites(fonctionsde W
dansR ouC). Siu = (u,) est une suite, on définit :

[ee]

. Ni(u) = 5 |u| sur l'espact des suites sommables.
n=0

Y |unf surl'espacd?® dessuitesde carréssommablesDansle casréel, cette

n=0

. Nz(U) =

norme est une norme euclidienneprovenantdu produit scalaire<u,v> = ) u, v,. Dansle cas

n=0

complexe, on admettra que l'inégalité triangulaire est vérifiée.
. N.(U) = Sup {|us| | n O N} sur 'espace des suites bornées
3- Convergence d'une suite vectorielle
Une suite réelle ou complexa,l converge ver§si :

Oe>0,0N,0n=N,|u, 1| <e
Une suite dans un espace normg ¢onverge ver§si :
Oe>0,0ON,On=N, ||lu,—I]| <e

autrementit, lim ||u,—1 ||= 0. Pardifférenceavecl, on seraménedonca unesuiteconvergeant

n — +oo

vers 0. Pour prouver la convergence w Yers 0, il suffit de majordtu, || par une suite réelléa,)
convergeant vers O.

Si (un) est une suite vectorielle &t.§ une suite réelle positive telle que :
OC,On,||un || £Cay(ile. %) est bornée)
n

on dit que la suitew;) est dominée par la suite,j et on écrit quer, = O(@,).

Si lim % = 0, on dit que la suiteu) est négligeable devant la suite)(et on écrit que, = o(an).
Nn— +o00 Unp

Comme pour les suitesréelles,on montre que, si (u,) et (v,) sont deux suitesde vecteursqui

convergentalorsil enestdemémedela sommeet lim u,+v,= lim u,+ Ilim v,. De mémesi
n — +oo n— +oo n— +oo

unesuitede scalairegA,) (réelsou complexes)onvergentainsi qu'unesuite (u,) de vecteursjl en
est de méme de la suiteg,) et lim Aqu, = lim A, x lim u,.

n— +co n— +oo n — +oo
On notera également que l'inégalité trianguhm [|—] ||| < ||u, =1 || permet de montrer que :
lim u, =10 lim Ju. || =]l
n— +oo n — +oo

(La norme est une application continue).
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Dans un espace de dimension finikni d'unebase(e,, ..., &), on peutconsidéretes composantes
reme

deu, suivant cette base. Nous noterogs) lai®"" composante.

PROPOSITION
Soit (u,) une suite dans un espacevectoriel de dimensionfinie muni d'une norme N. Il y a
équivalence entre :

i) La suite(u,) converge pour la normi vers un élément |

ii) Pour tout i, la suite des composanfagi)) converge vergil)

Autrement dit, il suffit de raisonner composante par composante.
Démonstration (partielle)

i) O i)
AppelonsN; la normesommedesvaleursabsoluegou desmodules)descomposantesOn a, pour

p
tout vecteux = z X €
=1

N(X) = N(im g) < _:il|>q| N(e) < c_:§1|>q| = CN\y(X) otl C = Max {Ng) | 1<i<n}
En particulier :

N(Us—1) £ CNu(tn =) = C 5 |uni) —16)

donc si chaquesuite (| Un(i) —I(i)|) tend vers O, il en est de mémede leur somme,et donc de
N(u, —1).

O00) O i)
La réciproqueestplus délicate.Elle reposesur uneinégalitéinversede celle déjaprouvéeN < CN;.
Nousadmettrongjuen dimension finie, quelleque soit lesnormesN et N' de I'espaceE, il existe
des constantes C et C' telles que :

OxOE, N'K) < CN(X) et OxOE, N <CN'K)
ou plus brievement,N' < CN et N < C'N'. On dit que les normes sont équivalentes Une
démonstratiorde cette propositionestdonnéeen annexe).Dansle casprésent,l existedonc une
constante C' telle que; C'N. On a alors, pour tout

p
lun@) =1G) < S [un(i) =10)| = Na(un —1) < C'N(Un 1)
1=1
Donc si N, —1) tend vers 0, il en est de méme de chague composante.

Ainsi, la notion de convergencedansun espacevectoriel de dimensionfinie ne dépendpasde la
norme.Si une suite tend vers 0 pour une norme donnée,alors elle tend vers 0 pour toute autre
norme.

Il n'enestpasde mémeen dimensioninfinie. Pourn supérieurou égala 1, soit f, la fonction définie
sur [0,1] par :

f(0) =\/n



1 _
fn(ﬁ) =0
f, est affine sur [o%], S0itf,(x) =/ (1 =nX)

fn=0 pourx=1
alors, on a:
1

Ni(f) = o No(f,) = % et Nu(f,) =</

Onvoit quela suite(f,) tendversO pourla normeN;, qu'ellene tend pasvers0 pour la normeN,

mais qu'elle est bornée pour cette norme, qu'elle tend vers l'infini pour la noridieeNque la suite
desf, convergen'a pasdesenssil'on ne précisepasde quelle normeil s'agit. En particulier,on

dit que :

une suitefg) convergauniformément versf si lim  No(f, —f) =0,
n— +oo

(f,) converge ver§en moyennesi lim Ni(f,—f) =0,
n— +oo

(f,) converge veren moyenne quadratiquesi lim Ny(f, —f) = 0.
n— +oo

Remarquons que, pour tdutontinue sur [0,1] :
1
Nq(f) = %] |f(t)| ot = 4f(t)], 1> (produit scalaire)
0
< Na(f) Nao(1) = Ny(f) d'apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz
et Nof) = %] H1)? ot < Nu(f)
0

mais la suitef() donnée au-dessus montre qu'il est impossible de trouver des constanted\; selles
CN; ou N, < CN,, contrairement a ce qui se passe en dimension finie.

Il : Vocabulaire

Le vocabulairequi suit permetde mieux cernerles notionsrelativesaux limites. On se placedansun
espace E muni d'une norme notée Nou || ||.

1- Boules

On appelle boule (ouverte) B(x, R) de centre x de rayon R I'ensemble{y | d(x, y) < R} ou
{y|lIx=y||<R}. Lesboulesde R sontlesintervallesouverts]a, b[. Nousdironsqu'unepropriété
estvraie au voisinagede X, S'il existeR tel que la propriétésoit vraie dansla boule B(X, R). On
définit aussi le®oules ferméesen prenant une inégalité large:HX8 R) ={y| [|[x-Yy ||< R}.

La notion de voisinage dépend de la norme utiliséefen dimensionfinie enraisondeI'équivalence
desnormes.Soit en effet deuxnormes|| || et N. Un voisinageV de x pour|| || contientl'ensemble
{y|lIx-Yy || < R} Mais il existe une constante C telle que4/GN. On a alors l'inclusion :

{yINy=x) <g} O{y [ lIx-y|l <R}OV

doncV estun voisinagede x pour N. On montrede mémeque tout voisinagede x pour N estun
voisinage de pour || || en utilisant I'autre inégalité du typs &' || ||.

Plus généralementtoutesles notions qui serontintroduites par la suite dépendentde la norme
utilisée,saufen dimensionfinie ou la normeutilisée seraindiférente.De ce point de vue, il y a une
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différence fondamentale entre espace vectoriel normé de dimension finie et espace vectoriel normé de
dimension infinie.

La notion de boule intervient dansla définition des limites. Par exemple,dansR, Iim a, =1
n— +oo

signifie :
Oe>0,0N,0n=N,|a, 1| <e
ou de maniere équivalente :
Oe>0,0N,O0n=N,a, 0]l —¢, 1 +¢

Dans un espace normdim a, =1 signifie :
n — +oo

Oe>0,0ON,0On=N, |[an—=I || <t
ou de maniere équivalente :
Oe>0,0N,0n=N,a,0B(,¢€)

Les boules jouent donc dans un espace normée le réle des intervalles ouveRs dans

A est unepartie bornée de E si elle est contenue dans une boule.
Ox, OR,OyOA, ||x-=Y]||<R

Voici des représentations de boules pour les normes$ N, en dimension inférieure ou égale a 4 :
* Les boules pour la norme.Mnt la forme suivante :
en dimension 2 :

en dimension 3 :

en dimension4, on obtient un hypercube,obtenu en translatantle cube dans une quatriéme
dimension :



Mais les quatre dimensionsjouent des roles symétriqueset il vaut mieux avoir une vision ne
privilégiant pas de direction particuliére :

La figure ci-dessus possede 16 sommets, 32 arétes, 24 faces carrées, 8 cubes.

» Les boules pour la norme, Mnt la forme suivante :
en dimension 2 :

en dimension 3 :



Il s'agitd'unoctaédrgdual du cube,il estobtenua partir du cubeen joignantles centresdesfaces
adjacentes). On l'obtient aussi a partir de la boule de dimension précédaatmatmouveauxdeux
points symétriquementpar rapport au centre et en joignant ces deux points aux sommets
précédemments existants.

On peut généralisecesremarquesn dimension4, ou bien en prenantle dual de I'hypercube(en
joignant les centresdes cubesadjacents)ou bien en rajoutant deux points dans une quatrieme
dimensiongue I'on joint aux sommetsde |'octaedre.On obtient ainsi un hyper-octaedrepolytope
régulier convexede dimension4. (Il existe5 polyédresréguliersconvexesen dimension3, 6 en
dimension 4 et 3 seulement en dimension supérieure).

A

7N

VAN

Si on supprime par exemple les points A et B ainsi que leurs segments, on obtient :

qui est bien un octaédre.
L'hyperoctaedre posséde 8 sommets, 24 arétes, 32 faces triangulaires et 16 tétraédres.

2— Points intérieurs a une partie, ouverts
On souhaite définir une notion qui généralise le résultat suivaniRians
lim a,=letlO]a bl 0 ON,On=N,a,U]a, b[

n — +oo
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La propriétéestvraie carl esta l'intérieurdel'intervalle (et nona l'une desbornes).Dansun espace
normeé, on souhaite avoir, pour une partie A de cet espace :
lim a,=1etlintérieura A0 ON,On=N,a,0A

n — +oo

Quelle définition donnerd'un point intérieur a une partie pour que cette propriétésoit vraie ? On
remarque que, s'il existe une boulé, R) avec R > 0 incluse dans A, alors on aura :
lim a, =1

n — +oo
O ON,On=N, [Ja.—I || <R
O ON,0O0n=N,a,0B(, R)
Il ON,On=N,a,0A
et la conclusion sera vraie.

On posera donc la définition suivante :
DEFINITION
Un élémentx de A estdit intérieur a A s'il existeune boule B(x, R) de rayon strictementpositif
incluse dang\. On a alors.

lim a,=xetlintérieuraA 0 ON,On=N,a,0A

n— +oo

On appelleintérieur deA noté,g\ I'ensemble des points intérieurd\a
Si, pour tout point x d'unepartie U, il existeuneboulecentréeenx inclusedansU, alors on dira
queU est un ensembtauvert. U est égal a son intérieur. On a alors :

lim a,=xetxOUouvertd ON,0On>=N,a,0U

n — +oo

Intuitivement,lorsqu'onesta l'intérieur d'unepartie,on peutsedéplacerenrestantdanscettepartie,
a condition que le déplacement soit de faible amplitude.

EXEMPLES
O Voici quelques exemples d'ouverts d&s les intervalles ouverts, bornés ou nBn-Z, R*.

O Voici desexemplegde partiesnon ouvertes: Q, CQ, qui sontd'intérieurvide puisqu'il n'existe

aucunintervalle inclus dansces ensembles|es intervallesfermésqui possedentommeintérieur
l'intervalle ouvert obtenu en enlevant les bornes de l'intervalle fermé ...

[0 Voici des exemples d'ouverts du planx, §) | x> 0,y > 0}, B(0, R)...

O Voici desexemplede partiesnon ouvertesdu plan: {(x, y) | x = 0, y > 0} dont l'intérieur est
{(x,y) | x>0,y > 0}, Z7 qui est d'intérieur vide.

PROPRIETES DES OUVERTS:
i) E et sont ouverts
i) Une réunion quelconque d'ouvert est un ouvert.
i) Une intersection finie d'ouverts est un ouvert.
iv) Une boule ouverte est un ouvert.

Démonstration
i) évidentpour E. En ce qui concernel, il estimpossiblede trouverun élémentx qui contredisda
propriété d'étre intérieur(d, donc est ouvert !
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i) Soit [] O uneréuniond'ouvertsetx un élémentguelconquele cetteréunion.ll existei tel quex
idl
soit élément de Qet Q contient une boule centrée xrl en est donc de méme de la réunion.

i) Soit N O; uneintersectiond'ouvertset x élémentquelconquele cetteintersection Pourchaque
igl
i, il existeR; tel queB(x,R) O O.. LesR;, étantennombrefini, possedentin minimumR. On a alors
B(x,R) O O; pourtouti, soit B(x,R) 0 N O.. Cerésultatestfaux pouruneintersectionquelconque.
igl

Par exemple ] % %[ est ouvert pour tout entier, mais ] —%, % [ = {0} n'est pas ouvert.
nON

iv) Soit B = B(x, R) unebouleouverte,et soitx [J B. Alors d(X, X)) < R. PosonR'= R — d(Xo, X).
Au moyen de l'inégalité triangulaire, il n'est pas difficile de montrer gqueRBY est incluse dans B.
yOB(X R) = dy,x) <R'O d(y, Xo) <d(y, X) + dx, X)) < R" + d§, X)) =R

3— Points adhérents a une partie, fermés
DansR, on a des résultats tels que :

lim a,=letdn a,=2a 0 | >a (passage a la limité dans une inégalité large)
n— +oo
On note que la conclusionse fait avec une inégalité large, mémesi I'hypothésecomporte une
inégalité stricte :
im a,=letdna,>a0 |l=>2a

n — +oo
On dira que | est adhérenta I'ensemble]a, +oo[. Dans un espacenormé, on souhaite avoir
également
lim a,=letdn a,0A O | estadhérent a A.
n— +oo

Quelle définition donnerd'un point adhérenta une partie pour que cette propriétésoit vraie ? La
solutionde facilité consistea prendrecetteimplication commedéfinition : | estadhérenti A si | est
la limite d'unesuite de A. Mais cherchonsune autre caractérisationOn remarqueque, puisquea,
tendversl etquea, estélémentde A, il existedesélémentsle A aussiprochequel'on veutdel, ce
gu'on peut traduire par :

OR>0,0a0A, d(,a <R
ou OR>0,0allA alB(, R)
ou OR>0,AnB(,R)z0

Veérifions qu'inversement, un poixteérifiant :
O0R>0,An B(x, R)z 0

est limite d'une suite de A. Il suffit pour celagtendreR = 1, 1 1

PIRE S Pourchaqueentiern, ona

doncB(x, %) n A # [J. Celasignifie gu'il existea, dansB(x, %) n A. Onaalorsconstruitune suite

de A convergeant vers D'ou :

PROPOSITION-DEFINITION
SoitA une partie de E et x un point de E. Il y a équivalence entre :
hOR>0B(xXR)n Az0O
-11-



i) il existeunesuite(a,) d'élémentsle A telleque lim a, = x (caractérisationséquentielle
n—-+o

des points adhérents).

On dit alors quex estadhérent & A. On appelleadhérencede A, notéeA, I'ensembledespoints
adhérents a.

EXEMPLE:

O0A=]0,1[etx=0.x= lim 1 L'adhérence de A est égale a [0, 1].
n— +oo

O L'adhérence de ¥(y) | x= 0,y > 0} est égale & x, y) | x= 0,y = 0}.

0 77 est égale a sa propre adhérence.

Revenons a I'énoncé daRs

lim a,=letdna,2a0 |l=>a
n— +oo
Dans un espace normé, on souhaiterait caractériser les parties F telles que :

Iim a,=letdna, O0FOI0OF

n— +oo

Onsaitquelona lim a,=1etdn, a, JF O | adhérent F. Pourconclurequel O F, il suffit
n— +oo

d'exiger que tout point adhérent appartienne a F. On dira alors que F est fermé, de sorte que :
lim a,=letdna,0Fferméd |OF

n— +oo
Mais la aussi,l'implication a servide définition. Que peut-ondire de plus sur F ? On remarqueque,
dansR, [a, +oo[ qui est fermé, est le complémentaire de,]e| qui est ouvert. Montrons alors :

PROPOSITION-DEFINITION
SoitF une partie déE. 1l y a équivalence entre :
i) Toutpoint adhérenta F appartienta F. Autrementdit, toute suite convergentele F a sa
limite dansF (caractérisation séquentielle des ferméa encore F est égale a son adhérence.
i) Festle complémentaire d'un ouvert
On dira alors qud- estfermé, et I'on a :
im a,=letdn a,0Fferméd |OF

n — +oo

Démonstration
i) O ii) Supposongjue tout point adhérenta F appartienta F. Soit x élémentde CF. Alors x

n‘appartient pas a F, dora'est pas adhérent a F, donc :
OR>0,B& R)n F=0
ce qui signifie que B(x, R) O CF. Donc x estintérieura CF. x étantquelconquegcelamontreque

CF est ouvert.

i) O i) Supposongjue U = CF soit ouvert, et soit x adhérenta F. Alors, pour tout R > 0,

B(x, R) n F# O desortequeB(x, R) n'estjamaisinclusdansU, etdoncquex n'appartienpasa U.
(U étantouvert,si x étaitélémentde U, il y auraituneboulede centrex inclusedansU). Puisquex
n‘appartient pas a U, alotappartient a F.

EXEMPLES
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0 Voici des exemples de fermés d&s les intervalles ferméd,, 7>,

O Voici des exemples de parties qui ne sontfeaséesdansR : Q, CQ dontl'adhérencestégale

a R, les intervallesouvertsdont I'adhérenceest l'intervalle fermé obtenuen rajoutantles bornes
réelles de l'intervalle ouvert.

0 Voici des exemples de fermés d&S: une parabole, un cerclexfy) [x= 0,y = 0}

0 Voici desexemplesde partiesqui ne sont pasferméesdansR? : {(xy) | x = 0, y > 0} dont
l'adhérence estX(y) | x= 0,y > 0}, Q° dont I'adhérence eRt’.

PROPRIETES DES FERMES:
i) 0 et E sont des fermeés.
i) Une intersection quelconque de fermés est un fermé.
i) Une réunion finie de fermés est un fermé.
iv) Une boule fermée est un fermé.

Démonstration
Lespropriétés), ii), i) résultentdespropriétésdesouvertspar passagaucomplémentairePourla
propriétéiv), montronsque le complémentairel'une boule ferméeBs(a, R) estun ouvert. Soit x
élémentde ce complémentaireOnadonc||x—a || > R. PrenonR'< || x — a || - R et montronsque
B(x, RO CBi(a, R).
Oy,yOBX R)O |ly—x]|£R

O lly-all=lly—-x) - &-a) [[z]lx-a]l - |y -x[[z[[x-a]|-R">R

donc yO(CBi(a R)

DEFINITION
Soit A une partie d'un espacevectoriel normé E. On appelle frontiere de A, notéeFr(A), est

I'ensemble des points qui sont adhérents a la féisdaCA.

EXEMPLES

O La frontiere ded, b[ est {a, b}

O La frontierede {(xy) | x = 0, y > 0} estla réuniondesdeux demi-droites[0, +oo[ x {0} et
{0} x [0, +oof

O La frontiere deQ estR.

[l : Fonctions définies sur un espace normé

1- Limites

[0 Soit f uneapplicationd'un espacenorméE dansun espacenorméF, E et F possédante méme
corpsde baseK = R ou C. (f n'estpasforcémentlinéaire). Soit D inclus dansE et a un point
adhérent a D. On dit quéim f(X) = b si et seulement si :

X ﬁ D
Oe>0,06>0,0x,xOAet]||x—all <d0 |[f(x) —b]| <€

(Onanotélesnormesde E et de F dela mémefaconpour allégerl'écriture,maissi les espacesont
différents, les normessont évidemmentdifférentes).On montreraen exerciceque b est unique
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(démonstratioranaloguea celle desfonctionsde R dansR). Si F estun espaceale dimensionfinie,
on peut choisir une base...,e,) et poser :

OyUOFRy=yie+ .. +y, &

etf(x) =fi(x) e + ... +fn(X) &,
ou lesy; sont des scalaires lesf; desfonctionsde E dansle corpsde baseK. On peutprendredans
F la normeN; définiepar Ni(y) = |ya| + ... + |ys|. Commepourlessuites,ona lim f(x) = b si et

X—a
seulement si, pour tout lim fi(x) = b..
X—a

Sif est une fonction dR dans F, on définit :
lim f(x)=b -~ O¢, OA, Ox>A, ||f(X) —b]| <t
X - +oo
lim f(x)=b < O¢, OA, Ox<A, ||[f(X) —b]| <€

X—>—00

Sif est une fonction de E dalfs, on définit :
lim f(x) = +0 = OA, 00, OxOB(a 9), f(x) > A
X-a

lim f(x) =0 = OA, 05 0x0B(, 8), f(x) <A
X-a

[0 Commepourunefonctionde R dansR, ona, pourf et g fonctionsde E dansF et A fonctionde
E dansK corps de basd ouC) :
lim f(x) =bet lim gx)=cO Im (f+g)(x)=b+c
X-a X-a X-a

lim ) =bet lim A® =10 lim M) =Ib
X-a X-a X-a

Pourf de E dans F gfde Fdans G :
lim f(x) =bet lim g(y)=cO lim (gof)(Xx)=c
X-a y-b X-a
Les démonstrationsontidentiquesa cellesconcernantes fonctionsde R dansR en changeant

valeur absolue par norme.

Pourfde Edans F,on a:

lim f(X) =b = pour toute suitew;) de limitea, f(u,) a pour limiteb
X—a

Le sensJ découlede la composéealeslimites desdeuxfonctionsn - u, etdex — f(x). Encequi
concerne la réciproque,f§k) ne convergeait pas vdrscela signifierait que :
Oe>0,06>0,0x |[x—al| <det]|f(xX) =b||=¢€

Enprenantd = % etenappelanu, I'élémenttel que||u, —a || < % et||f(u,) — b || = €, on définit ainsi

une suite ,) de limitea, pour laquellef(u,)) ne tend pas vels contrairement a I'hypothese.

O f estcontinue enasi lim f(x) = f(a). Si f n'estpasdéfinieena, maissi lim f(x) = b, on peut

- X—

prolongerf par continuité em en posant(a) = b.
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[0 S'il existe une fonction ¢ de E dansR et une constanteC telle que, au voisinagede a,

[1f(X) || < C ¢(X), ondit quef estdominéepar$ auvoisinagedea, et on notef = O(¢). Si JJ%”tend
vers 0 quand tend vers, on dit qud est négligeable devaditet on notd = o(¢).

2- Continuité

f définiede D, inclusdansE, a valeursdansF estdite continuesur D si f estcontinueentout point
deD. OnnoteC(D, F) I'espacerectorieldesapplicationscontinuesde D dansF. La sommede deux
fonctions continuesa valeursdansF, le produit d'une fonction continuea valeur dansF par une
fonction continue a valeur daif§ la composée de deux fonctions contingesitcontinuesSi F est
de dimensionfinie, il y a équivalenceentrela continuitéde f et la continuité de chacunede ses
composantes.

EXEMPLE:
Un polyndmede plusieursvariablesx,, ..., X, est une combinaisonlinéaire de termesde la forme

ki k k . . .
X1 %o .. % . Il s'agit d'une fonction continue.

PROPOSITION
Soitf : E - R continue,eta unréel. Alors{x, f(x) > a} et{x, f(x) < a} sontfermés{x, f(x) > a}
et{x, f(x) <a} sont ouverts

Démonstration

Soit (x,) unesuite convergeantersx tel que, pourtout n, f(x,) = a. Alors, en passant la limite,
f(x) = a. Onamontréque{x, f(x) = a} estfermé.On procédede mémepour {x, f(X) < a}. Quanta
{x, f(xX) > a} et{x, f(X) < a}, ce sontles complémentairesles exemplesprécédentsdoncil sont
ouverts.

Cette proposition permet de montrer facilement qahsemblestouvertou fermé,commedansles
exemples suivants :

EXEMPLES.

O{(x,y) | Y’ =X + 3} estfermédansR?. Il suffit eneffetde définirf : R*> ~ R parf(xy) = y* — X

pour s'apercevoir qu'on demande de chercheg)(f(x, y) = 3}
O{(x,y) | Y* >x* + 3} est ouvert.

O{(x Y, 2 |xy<zetz<1-x —y’} estfermé,commeintersectiorduferméF = {(x,y, 2) | xy< 2
et du fermé G §(x,y,2) |z< 1 —X —y}.

O{(xy, 2 |xy<zouz<1-—x —y?} estfermé,commeréuniondu ferméF = {(x, y, 2) | xy< z et
dufermé G {(x,y,2 |z< 1 -X —y7}.

[0 Une boule ferméeestfermée.En effet B(a, R) = {x, || x —a || £ R} = {x, f(X) < R) avecf la
fonction continu - ||x—a]]|.

On admettraégalemente théoremesuivant,qui généralisde fait que l'imaged'un segmenpar une
fonction continue a valeursréellesest un segment.On essaieainsi de généraliserda notion de
segment aux espaces Normes :
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THEOREME

SoientE et F étant deuxespacesnormésde dimensionfinie. Alors I'image d'une partie fermée
bornéede E par uneapplicationcontinuea valeursdansF estferméebornée.En particulier, si F
est égal R, elle admet un maximum et un minimum.

La premierepartie du théoremeestadmise.En ce qui concernele casF = R, si A estun fermé

bornée alorsf(A) estferméborné.La bornesupérieurede f(A) estdoncen fait un maximum.On
raisonne de méme pour le minimum.

Ce résultat peut étre faux pour des espaces vectoriels normés de dimension infinie.

3- Fonctions lipschitziennes

Pour gu'une fonctiohsoit continue, et donc vérifie :
Ox, 0e>0,00>0,0y, |[x=y]|l <60 ||f(X) —f(y) || <€
il suffit que l'on ait :

Ox, Oy, [Ifx) —f(y) = k{Ix=y ]
En effet, dans ce cas, il suftie prendred = % pour quela définition de la continuitésoit vérifiee. On
dit quef estlipschitzienne de rapportk. Une fonction lipschitizienneest donc continue.On peut

noterque,sif et g sontlipschitziennesil enestde mémede la somme du produit par un scalaireet
de la composée.

EXEMPLES
0 Lesfonctionsde R dansR. dérivablesa dérivéesbornéessont lipschitziennesSi M majorelf |,
on a, en vertu de l'inégalité des accroissements finis :

0 Oy, ] =f(y)| <k|x -y

O La fonction de E danR, qui ax associe || est lipschitzienne de rapport 1. En effet :
Ox Oy |lIIxl=1lyli < lIx=y

O La fonctionf : x - x* deR dansR est continue mais n'est pas lipschizienne. En effet :
() — 1) Cxy]

| | quantité qui n'est pas bornée
X=y

4- Cas des applications linéaires

Nousavonsvu quef lipschitzienneld f continueet quela réciproqueestfausse Cependantsi f est
liénaire, les deux notions sont identiques.

PROPOSITION :
Soit u une application linéaire d'un espacenormé (E, N) dansun espacenormé (F, N). Il y a
équivalence entre :

i) il existe k tel qued x O E, N'U(x)) < k N(x)

ii) u est lipschitzienne

iii) u est continue SUE

iv) u est continue ed
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Dans le cas ol est de dimension finie, ces relations sont vérifiées.

Démonstration

O1) O i) car N'U(x) —u(y)) = N'u(x—y)) <k N(x-y)

Oii) O i)y O iv) est évident

[0 Supposons iv) et montrons i). La continuité en 0 implique que ¢pou) :
06>0,0x, N(x) <o N'(@u(x)<1

Soitx quelconque non nul. Alo?'\% x est de norme inférieuredadonc :

N'% u(x) ﬁ< 1

0 NU) <§ N(X) et i) est vérifié avek =§

Dans le cas ou E est de dimension finie, on peut choisir uneehase (.,e,) de E. On a alors :
N'(UE9) = N'U( 3 % @) = NG x u@)) < 3 [x| N'(u(e))
< Ni(x) MaxN'(u(e))
Les normes étant équivalentes en dimension finie, il existe une constante C telje<dtid,Nionc:
N'(u(x)) < N(X) x C x _Mlax N'(u(e)) =k N(X)
i=l..n

aveck = Cx _Mlax N'(u(e)).
i=l..n

[ La continuitéde u n'estpasnécessairemengrifiée si E estde dimensioninfinie. Considérongar
1
exempleE = C°([0,1]) muni de la normeN,(f) = #] |f(t)| dt etu: E - R définie par u(f) = f(0).

0
Considérons la suitd,j de E ouf, est la fonction telle que :

£,(0) = 1 —nx sur [o%]
fn(%) =0 sur %,1]

Onau(f,) = 1 alorsqueN;(f,) = 2_1n donc(f,) tendversO pourla normeN; alorsquece n'estpasle

cas deu(f,) qui est constante. Domen'est pas continue.

Ce quenousvenonsde dire s'appliqueégalementiux applicationsbilinéaires.SoitB : Ex F - G
bilinéaire, qui aX, y) associe BY, y). Si E et F sont ddimensiorfinie, alorsil existeuneconstante
telle que :

O y) DExF, [[B&Y) [[sk][x]]lyll
La relationainsiobtenueestunegénéralisatiore I'inégalitéde Schwarzpour le produit scalaire La
démonstratiorestcomparableau caslinéaire.Si (e, ..., &,) estunebasedeE et (g4, ..., §;) unebase
de F, alors :
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n p
<3 2 Ixllyl 1B eI

< Na(X) Nu(y) 'VI'?X I B(e, &) |l= k N(X) N(y)

Il en résulte que B est continue. En effet :
I B&: y) — Bxo, Yo) || = || BK, y) — B, Yo) + B(X, Yo) — B(xo, ¥o) ||
< |1 B& y) — B yo) || + || BK Yo) — B(xo, Yo) |
<1 B& y—Yo) Il + || BK—Xo, Yo) |

<KUYy =yo Il +kIx=Xo || llyo |l
quantité qui tend vers 0 lorsgug {end versxy, Yo)

EXEMPLE:
La mémepropriétés'appliquepour les applicationsmultilinéaires.En particulier, le déterminaniest
continu.

Annexe : Complément de cours MP/MP*

1- Théoréme de Bolzano-Weierstrass et compacts

Le théorémede Bolzano-Weierstrassjue en MPSI, énonceque, de toute suite bornée,on peut
extraireune sous-suitequi converge Ce théorémerestevrai dansun espacenorméde dimension
finie dela faconsuivante: soit (u,) unesuitebornéede E. Alors, il existeunesous-suitede (u,) qui
convergeEn effet, unebaseétantchoisieet la suite étantbornée|l enestde mémede chaquesuite
de composantegun(i)). Il existe donc une sous-suite(u, ) telle que la sous-suitedes premieres

composantesonverge, puis une sous-suitede la précédente(u,) telle que la sous-suitedes

deuxiemesomposantesonvergget celle despremieressomposantegui convergeaitiéjacontinue
a le faire), puis une sous-suite(u;) de la précedentetelle que la sous-suitedes troisiemes

composantes converge, etc... A chaque sous-suite, on obtient une composante de plus qui converge.

Dans un espacede dimension infinie, le théoréme de Bolzano-Weierstraspeut étre faux.
Considérongar exempleE = K[X] munide la normeN., (maximumdescoefficientsdu polynéme
dansla basecanoniquekt soit U, = X". Il n'existeaucunesous-suitede (U,) qui convergeversquoi
quece soit. En effet, si (U, ) convergeversle polyndmelL =} I, X" pourla normeN., on a, pour
touti, en notant i) le coefficient de degrédu polynéme {J:

|Unk(i) —|i| < Nu(Up, — L)

donc lim Uy, (i) = li. Or Uy (i) = 0 desqueny > i, doncnécessairement= 0 etL estle polynome
n— +oo

nul. Mais aucunesous-suite(U,, ) ne tend vers le polyndmenul, puisqueN.(U,) = 1. doncle
théoréme de Bolzano-Weierstrass ne s'applique pas.

Le théoréme de Bolzano-Weierstrass est liée a la notion de compact :
PROPOSITION-DEFINITION
SoitK une partie d'un espace normeé. Considérons les deux propriétés :
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i) K est une partie fermée bornée
ii) De toute suite de K, on peut extraire une sous-suiteconvergentedans K. On appelle
compact d'un espace norreéune partieK deE vérifiant cette propriété)

Alors :
Quelle que soit la dnension dé&, ii) O i)
En dimension finidj) < i)
Démonstration
Oii) O i)

Si de toute suite d'unepartie K, on peut extraire une sous-suiteconvergentedanskK, alorsK est
fermée et bornée.

K estfermée,carsil estun pointadhérenteK, il existeunesuitede K convergeantersi.
Cettesuiteadmetunesous-suiteonvergentelansk, maiscettesous-suiteeonvergeelle-mémevers
[, doncl est dans K.

K estbornéecar sinon,on pourraittrouverx; élémentde K tel que|| x || > 1, x, dansK tel
que | || > [k || + 1, ..., dans K tel que 4, || > |1 || + 1,etc....Le choix desx, empéchdoute

sous-suite de converger puisquiem || X, || = Heo.
N - +oo

On notera que cette démonstration ne fait nullement appel a la dimension finie de l'espace.

O00) O i)

Si K estferméebornéealorsunesuitede K estbornée(puisquek I'est),donc,d'aprede théoreme
de Bolzano-Weierstrasgpour un espacede dimension finie, on peut extraire une sous-suite
convergente, et puisque K est fermé, la limite de cette sous-suite est dans K.

La définition (ii) permetde montrerque l'image d'un compactpar une applicationcontinueestun
compact : Soit A un compact d'un espaeetorielnorméet f uneapplicationcontinuede cetespace
vectorielnormédansun autre.ll s'agitde montrerquef(A) estun compact.Soit (v,) une suitede
f(A). Il s'agitde montrerque cettesuiteadmetune sous-suiteconvergentelansf(A). Or, pourtout
n, il existeu, élémentde A tel quef(u,) = vo. A étantcompact,il existe une sous-suite(un,) qui

convergevers | élémentde A. f étantcontinue,la sous-suite(v,) = (f(u)) convergevers f(l)
élément dé(A).

Les compacts disposent des propriétés suivantes :
PROPOSITION
i) Un fermé inclus dans un compact est compact
ii) Le produit de deux compacts est un compact

Démonstration

i) Soit F inclusdansK compactd'un espacevectorielnorméE. Alors F estcompact.En effet, soit
(uy) unesuitedeF. (u,) estégalementinesuitede K, et K étantcompact,on peuten extraireune
sous-suiteconvergenteversl. Mais F étantfermé,la limite d'unesuiteconvergentale F appartient
F. On a donc extrait une sous-suite @, Cconvergeant vers un élément de F.

i) SoientA et B deuxcompactdnclus respectivementlansdeuxespacesectorielsnorméskE et F.
Alors A x B estun compactde E x F. (Si E et F sontmunisdesnormesN et N' respectivemenipn
munit E x F dela norme]| (x, y) || = N(X) + N'(y)). En effet, si (u,, Vi) estunesuitede A x B, on
extrait d'abord une sous-suitg ) de la suite,) de fagon a ce gu'eltnvergeversun élémentde
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A, puison extraitde la suite(vyr) unesous-suitévyr) qui convergeversun élémentde B. Alors la
sous-suitely), Vyr) converge vers un élément dex/B.

2- Applications uniformément continues

Entrelesfonctionscontinueset les fonctionslipschitziennese glisseune catégoriesupplémentaire,
les fonctions uniformément continues. On distingue donc :

O les fonctions continues :
Ox 0e>0,00>0,0y, |[x=y|| <d0 [[f(x) —f(y) || <&

[ les fonctions uniformément continues :

Oe>0,06>0,0x 0y, |[x=y]|l <60 ||f(X) —f(y) || <€
Ce qui distinguela continuité de I'uniforme continuité, c'estque, dansle casde la continuité, o
dépend de etx, alors que dans le cas de I'uniforme continditée dépend que deet non de.

[ les fonctions lipschitziennes de rapgort
Ox, Oy, [[f() —f(y) [Isk[[x=y I

PROPOSITION
f lipschitzienneél f uniformément continue f continue.

La deuxiéme implication est évidente. Pour la premiéefegstk-lipschitzienne, prendré:ﬁ.
Toutes les réciproques sont fausses.

0 x — € est continue mais pamiformémentontinue En effet,pourx >y, € — e’ = (x —y)e’ donc,
méme sjx —y| <&, on pourra avoie* — e’ arbitrairement grand.

OX - \/} est uniformément continue sur [I[J,maispaslipschitizienne En effet, soite > 0. Prenons
5 = €2 Soitx ety tels quéx —y| < 3 avec par exemplg= x. On a alors :

XSYy<X+d=X+¢
O /x4y <y/x+€? <+/x + & comme on le voit en élevant au carré

0 Wkl <e

Elle n'estpaslipschitiziennecar le rapport E _\M =1
x=y | x+y
vers 0. Elle est uniformément continue en vertu du théoréme suivant :

n'estpasbornéquandx ety tendent

THEOREME (de HEINE)
Soit f :E - F, continue suA compact dé. Alors f est uniformément continue.

Démonstration 1
Sif n'est pas uniformément continue, alors :
Oe>0,06>0,0xOA OyOA, [|x=y]| <det]|f(x) —f(y) ||z €
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Prenons = % et appelons, ety, lesélémentsk ety correspondant®A étantcompact,l existeune

sous—suitéXem) qui convergeversunelimite c. La sous-suit€ysrm) convergenécessairememners
la mémelimite c, puisque|| Xom — You || tend vers 0. On en déduit que (f(Xom)) et (f(Yom))
convergentersf(c), et doncque|| f(Xom) — f(Yowm || tendvers0, ce qui contradictoireavecle fait
que cette quantité reste supérieuge a

Démonstration 2
Soite > 0 donné.Considéronda partieV de E x E définiepar{(x, y) | || f(xX) —f(y) || = €}. On munit
E x E delanormeN(xy) = || x ||+ ||y ||, ou ]| || désigneici la normede E. CettepartieV estun
fermé de Ex E puisque, six, Yn) est une suite de V convergeant vets), alors :

On, [[fn(¥) —faly) |2 €
donc en passant a la limite :

[I1f() —f(y) [I= €
donc §, y) appartient a V.
Il enrésultequele complémentaird) = {(x, y) | || f(X) —f(y) || < €} deV estouvert.OnnotequeU
contientla diagonale{(x, X) | x O E}. Voici ci-dessousgdansle casde la fonction réellef(x) = x°,
l'allure de U.

La diagonaleestenrouge.U estlimité par quatrehyperbolesLes sommetssonta la distance\/g de
l'origine.

Considérons l'applicatiohde E dan®R ™, définie par x - d((x, X), V) :( tl)nfDV N((x, X) — (z 1)),

distance du couple(x) a V. Cette applicatiod est lipschitzienne de rapport 1. En effet, pour xout

et toutx, on a, ¢ t) étant un élément de V :
O(X) = d(x, X), V) < N((X, X) — z 1)) < N((X, X) — (X, X)) + N((X, X) — (z 1)
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Prenant la borne inférieure du membre de droite lorsgytiedécrit V, on obtient :
3(x) = N((x, ¥) — X, x)) + d(X, X), V) = N((x, X) — (X, X)) +(X)

O O(X) —&(x) < N((x, X) — (X, X))

On montrerait de méme qoéx) —&(x) < N((x, X) — (X, X)).

Par définition d& et de N, on a :

[y =x I <a(x) O N((x, x) = &, ¥)) <o(x) O (x y) DU DO [[f(x) —f(y) || <e
Ainsi, d n'est autre que intervenant dans kdéfinition de la continuitédef, maisil apparalici non
seulement comme une valeur dépendant @t dec), mais comme une fonction continuexde

Si on selimite a A compact,d est une fonction continue sur un compacta valeurs strictement
positives, donc admet un minimum strictement po§jtion a alors :

0% Oy, [Ix=y [l <& O [ly=x|| <809 O [[f(9) ~(y) Il <e
etf est bien uniformément continue.

C'est le cas de la fonction- X, restreinte & un compact, commenrientrele graphiqueprécédent
la fonction 8, distancedespointsde la diagonalea V, admetun minimum strictementpositif. Par
contre, si on se place sBrtout entier, les hyperboles limitant V sont asymptotiesdéagonalegt o
admet une borne inférieure nulle. Dans ce fca'gst pas uniformément continue.

Voici un exemplecomparantontinuitéet uniforme continuité,et permettantle montrerliintérétde
cette derniére notion.

3- Equivalence des normes

La convergenceal'unesuite, ainsi que les notionsvuesdansle |l (boules,ouverts,fermés,points

adhérent®u intérieursa une partie,...) sontdéfiniesa partir d'unenormepour un espacevectoriel

normé. Or un espaaectorielnormépeutétremunide plusieursnormesll seposealorsla question
de savoir si le fait de changerde norme changerda naturedes objets ainsi définis. Une réponse
négativeestintéressantear celasignifie quela notion de limites de suites,d'ouverts,de fermés,de

pointsadhérentsge pointsintérieurs,etc... estintrinsequea lI'espaceet ne dépendpasde la norme
choisie.Celapermeten particulierde choisirunenormela mieuxadaptéeux calculs.C'estle casen

dimension finie et le résultat repose sur la notion de normes équivalentes.

SurR" ona:

donc N. < N; £ N; < nN.. Il enrésulteque, pour cesnormes,si une suite convergepour une

norme,elle convergepour lesautres.Si E estun espaceale dimensionfinie muni de deuxnormesN

et N' alorsil existedeuxconstante€ et C' tellesqueN < CN' et N' < CN. Deuxtellesnormessont

diteséquivalentesNousavonsmontréa la fin du | que,pourtoutenormeN, il existeuneconstante
n n

C telle queN < CN; (ou Ny(x) = ) || six = ) x & dansune base(e, ..., &) donnéeet la
1=1 1=1

réciproque a été admise. On se propose de la démontrer ici.
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Démonstration 1
[0 Supposons que l'affirmatidnC’, Ny < C'N soit fausse. Cela signifie alors que :
OC,OulE, Ny(u) > C'N)
En particulier,pour C' = n entier,il existeu, tel queN;(u,) > nN(u,). En particulieru, # 0. Quittea

diviseru, parN;(u,), on peutsupposerqueN;(u,) = 1 pourtout n et doncqueN(u,) < % Puisque

N1(u,) est bornée, il en est de méme des composantes dass ldbase(e, ..., &), etenappliquant
successivemen théoremede Bolzano-Weierstrasad chaquecomposantepn extrait une sous-suite
(z,) dela suite(u,) convergeanversunelimite | pourN;. Cependantpourla normeN, la suite (z,)
est une sous-suite da,) qui converge vers 0. Or ceci est impossible car :

IN1(z0) —Na(l)| < Ny(z, —1) tend vers 0 donc4d) = lim Ni(z) =1 dond # 0

n — +oo

N(zy —1) £ CNy(z, —1) donc lim N(z,—1)=0

n — +oo

IN(z) = N(1)| < N(z, —1) tend vers 0 donc (= lim N(z,) = 0 dond =0

n— +oo

Démonstration 2
L'inégalité déja prouvée suivante :

Ox NX) = N(im g) < _:il|>q| N(e) < c_:§1|>q| = CN\y(X) otl C = Max {Ng) | 1<i<n}

montre que l'application Id de (E)Ndans (E,N) est continue : @&i,) tendversl| pourN;, autrement
dit dansl'espacede départ,alors (u,) tendvers| pour N, dansl'espaced'arrivée.Considéronda
sphereS de rayon1 dans(E,N;). C'estun ensembldiermé et bornédansun espacede dimension
finie. Elle est donc compacte.Son image S dans (E,N) par une application continue est donc
égalementompacte(On noteraquela démonstratioru fait quelimagecontinued'uncompactest
un compactutilise le théorémede Bolzano-Weierstras®t que ce théoréemeestvalide sur le fermé
bornéS de (E, N;) enraisonnantomposantg@ar composantesansutiliser d'équivalencele norme).
L'applicationS O (E, N) - R qui & x associeN(x) estelle-mémecontinue.Etant continuesur un

compact, elle admet un minimuéa non nul puisqu& est non nul dans S. On a donc montré que :
Ni(X) = 10 N(X) zé

ou encore, en remplaganparﬁ% avecy quelconque :
1

Oy#0, N(Wl(%)zé

= Oy, CNE) 2 Nu(y)
Toutes les normes sont donc équivalentes gellles sont équivalentes entre elles.

O
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