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| : Propriétés usuelles

1- Loi de composition interne

a) Définition :

Soit E unensembleOn appelleloi de compositioninternede E, notéepar exemplex, uneopération
qui permet d'associer, a deux éléments quelconques @tk un troisieme élément nosé: b.

Exemples Les lois de compositions internes les plus courantes sont :
+ dansN, Z, Q, R ouC.
- dans les mémes ensembles.
X dans les mémes ensembles.
/ dansQ*, R*, ou C*.
div (division entiere) daniN* ou Z*.

0 dans I'ensemble des applications de E dans E.
N dans I'ensemble EB(Q) des parties d'un ensemile
O dans I'ensemble des parties d'un ensemble.

b) Associativité:
SoitE un ensemble muni d'une loi de composition interne rot€ette loi est dite associative si :
OalE,ObOE,OcOE, @*xb)*xc=ax* (b*c)



L'intérét d'unetelle notion est que les parenthesalevienneninutiles, la notationa * b * ¢ valant
indifferemment'une ou l'autredesexpressiond.eslois suivantesdansles ensemblesiu paragraphe
précédent, sont associatives x#+0, n, [. Les lois suivantes ne le sont pas /, div.

On notera que I'absence de parentheses dans I'écriture :

7-5-1=1
signifie implicitementqu'uneconventionestadoptéepour distinguerentre(7 —5) — 1 et 7 — (5 - 1),
la conventionétantici quele calcul sefait de gauchea droite, maisrien ne nousauraitempéchéle
prendrela conventioninverse: faire les calculsde droite a gauche Ce qui auraitconduitau résultat,
qui nous paraitfaux: 7—-5-1=31
Quant a la notatioa/b/c, elle est a éviter, aucune convention n‘ayant été définie a son sujet.

c) Commutativité:
SoitE un ensemblenunid'uneloi de compositionnternenotéex. Cetteloi estdite commutativesi

OalE,ObOE,a*b=b*a

L'intérét d'une tellemotionestquel'ordre danslequelles élémentsontplacésestindifférent. Leslois
suivantesdansles ensemblesiu paragraphgrécédentsont commutatives +, x, n, [0. Les lois
suivantesne le sontpas: o (saufsi les fonctionssont définiessur un ensemblgpossédantun seul
élément), —, /, div.

Dans le cas d'une leicommutative et associative, I'expression suivante possede un sens :
& X

ou | est un ensemble fidiindices.Parexemplesil ={1,...,n}, I'expressiorprécédentestégalea x;
* X * ...* Xy, I'Ordre des termes étant indifférent.

Exemples:

X désigne la somme des éléments

N

n
Pl

X désigne le produit des élémenrts

—-

n
Y

QI A désigne lintersection des parties A

- A désigne la réunion des parties A

On notera, que, si | et J sont deux ensembles disjoints d'indices, on a:

igchJXi:PEI X * i’EJXi (I)
Quelle formule donner si | et J ne spakdisjoints? Si I'un desensemblegstvide ? Ou retrouve—t—
on des conventions analogues (penser a 0! par exemple) ?

d) Elément neutre
SoitE muni d'une loi interne. On dit que e est élément neutre de laIsi :
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OalE,arxe=e*a=a

EXEMPLES

Le neutrede + est0. Celuide x est1. Celuideo estld. Celuide n estQ (I'ensembleentier).Celui
de [0 estl. — et/ n'ont pasd'élément:eutres.Si * est associativecommutative,et admetun
élément neutre, alors la formule (i) nous conduit a poser :

*, x=e

Le neutre, s'il existe est unique. En effeg st€ sont deux neutres, on a:
e* € =ecare€ est neutre

e* € =€ care est neutre
donce=¢€.

e) Elément symétrique
SoitE munid'uneloi *, etd'un élémenmneutree. On appellesymétriqued'un élémentx un élément
X tel que:

X*X =X*Xx=e

EXEMPLES :
Le symétrique d& pour + est x (appelé opposeé de x).

Le symétrique d& non nul pourx est% (appelé inverse dg

Le symétrique débijective pouro estf™ (appelé réciproque)
Il 'y a en général pas de symétrique pouet[].

— et/, n‘ayantaucunepropriétéparticuliére,apparaissenti commesymeétrisationglesopérationst+
etx. On ne les considere donc plus comme des lois.

Le symétrique,s'il existe, et si la loi est associative est unique. En effet, si X' et X" sont deux
symétriques dg, alorson a :
X*x X*X'=(X*x)* X" =ex X" =x"
X* (x*X)=X*e=X.
doncx =x". Ce symétrique est souvent naté

EXERCICE: Si* estassociativecommutativeadmetun élémenteutree, et si tout élémentadmet
un symétrique, alors on a, avec | et J quelconques :

Kog %=k 6 Ky X (g, )7

2— Définition d'un groupe
Un ensembléG ) est un groupe si

i) G est non vide
ii) * est une loi de composition intetne

i) * est associative
iv) * admet un élément neutee



V) tout x dee admet un symétrique.

Si, enoutre,* estcommutative)e groupeestdit commutatifou abélien(Niels Abel, mathématicien
norvégien, 1802 — 1829).

On noteparfoisla loi du groupemultiplicativement(ab aulieu de a * b) ou additivementa + b au
lieu dea * b), mais la notation additive est réservée aux groupes commudatiéss ... * a estalors
notéa” dans le cas multiplicatif ona dans le cas additif.

Les axiomes des groupes permettent de simplifier les équations. Ainsi :
a* x=a* y[ x=y(composer a gauche par le symétriqua)de
x*a=y=*al x=y(composer a droite par le symétriqueajle

3— Exemples de groupes

On peutciter le groupedescomplexesie modulel, le groupedesracinesn®™ complexesgle l'unité,
le groupe des similitudes directes du plan, le groupe symétrique. Voici d'autres exemples.

EXEMPLEZ :

Voici quelques groupes a deux éléments :
{0,1d} ou o est une symétrie, muni de la tni
U, = {+1,—1} muni du produit (groupe des racines carrées de l'unité, ou regle des signes).
7127, = {0,1} muni de la loi +. Dans cet ensemble, on pose 1 + 1 = 0.

S,, groupe symétrique a deux éléments, muni de ka loi

{CroissancePecroissancenunidela loi o, et dela réegledonnante sensde variationde la
composeée de deux fonctions monotones.

{true,false} (en programmation), muni de la loi xor (ou exclusif).

Tous ces groupes sont en fait identiques au suivant :
Groupe a deux éléments,€}. La table de Pythagore de ce groupe est :

* a e
a e a
e a e

On a nécessairemeatt= e car sia” = a, en simplifiant pag, on obtienta = e.

La correspondance se fait de la fagcon suivante :

Groupe * a e

{o,1d} 0 o Id

{+1,-1} X -1 +1

Z127. + 1 0
{Croissance, Décroissance} o Decroissante  Croissante
{true,false} Xor true false

Tous ces groupes sont dits isomorphes. Un théoréme démontré pour I'un d'entre eux I'est pour tous.

Par exemple: la valeur d'un produit en fonction de la parité du nombrede a esta si ce
nombreestimpair, e si ce nombreestpair. Ce résultatsetraduit de la fagonsuivantedansquelques
situations courantes

o = Id eto®*! = o pour une symétrie
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Le produitd'unnombrepair de termesnégatifsestpositif, le produit d'un nombreimpair de
termes négatifs est négatif.

La composéed'un nombrepair de fonctions décroissantegt d'un nombre quelconquede
fonctionscroissantegstcroissante La composéal'un nombreimpair de fonctionsdécroissantest
d'un nombre quelconque de fonctions croissantes est décroissante.

EXEMPLEZ :

L'exemple suivant n'est pas un groupe :
* a e
a a a
e a e

On trouve cependant cette situation dans les cas suivants :

{a, & * a e
27127, X 0 1

{f paire,f impaire} 0 paire impaire
{true, false} or true false
{false, true} and false true
{Q, O} n 0 Q

{O, Q} 0 Q 0

Ici, a est dit absorbant.

EXEMPLE3 : Groupes a trois éléments :
Quels sont les groupes a trois éléments ?
IIn'y enaquun:

* a b e
a b e a
b e a b
e a b e

Pour le remplir, on remarqueque, pour chaqueélémenty, l'application: x 0 G - yx O G est
bijective. Chaqueélémentdu groupeapparaitdonc une fois et une seuledanschaqueligne y. De
méme,l'applicationx — Xy estbijective, donc chaqueélémentdu groupeapparaitune fois et une
seuledanschaquecolonney. En outreab = b estimpossiblecar celaimplique, en simplifiant par b,
guea = e. De mémeab = a estimpossible,doncab = g, etc... Il estalorsfacile de compléterle
tableau.

Tous les groupes a trois éléments sont donc isomorphes. En voici quelques exemples :

G * a b e
U3 :{1!j 1j2} x J j2 1
ouj est une racine cubique complexe de l'unitéedd le groupe des racines cubiques de l'unité.
{1,0,06% 0 o o Id
ou o est une rotation der?3
2137 + 1 2 0
constitué des éléments {0,1,2} ou le calcul se fait modulo 3
As 0 123 (132 Id
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groupe dit alterné des permutations paires de trois éléments

EXEMPLEA4 :
Quels sont les groupes a 4 éléments ?
On n'en trouve que deux :

* a b C e
a e C b a
b C a e b
C b e a C
e a b C e

* a b C e
a e C b a
b C e a b
C b a e C
e a b C e

Le premier, avec lisomorphismesuivant, n'est autre que (Z/4Z.,+), c'esta dire le groupe des
éléments {0,1,2,3} ou les calculs se font modulo 4, ou d'autres groupes isomorphes :

G * c a b e

Us={1,-1j,4} X [ -1 -1
groupe des racines quatrieme de l'unité.

Z147. + 1 2 3 0

Le second, avec l'isomorphisme suivant, Z&27,)° :
G * a b c e
(zi2zz)*  + 10 (01 @€y (00

Ce derniergroupese trouve égalementlansla situationsuivante: considéronsin matelas.l peut
étre laissé dans la position initiale (I@n peutle tournerdansle sensde la longueur(c). On peutle
tournerdansle sensde la largeur(8). On peutlui faire un demi—toura plat (¢). {Id, o, 6, ¢} n'est
autre que le second groupe.

EXEMPLES : ‘
U, groupe des racings™ de l'unité dan&, muni du produit

ZinZ. = {0, 1, 2, ..., n=1} ou les calculs se font modulo n. Plus précisémentZ/nZ. est
I'ensemble quotient d& par la relation d'équivalence de congruence moalulo
x=ymodn < OpOZ,x—-y=pn- OpOZ,p|x-y

On définit surZ/nZ une addition de la facon suivante :

SoientC(x) et C(y) deux classesOn pose: C(x) + C(y) = C(x+y). Il faut réaliserque la valeur
trouvéedépenda priori du choix fait de x et de y danschacunedesclassesll est nécessairale
montrer que cette valeur ne dépend que des classes, et non des représsntaetshaque classe.

Eggg igg}g e %; 2; O x+y =x+y' O C(x+y) = C(X'+Y)
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La possibilitéd'uneadditionreposedonc sur la compatibilitéde la loi + dansZ avecla relationde
congruence.

On vérifie facilementquela loi ainsidéfinie conférea (Z/nZ.,+) unestructurede groupecommutatif.

L'élémentneutreest C(0), le symétriquede C(p) est C(-p) = C(n—p). Ce groupe est cyclique,
engendré pat(1).

EXEMPLE 6 : Voici un exempledisomorphismeentre deux groupes,c'est-a-dired'application
bijective compatible avec les lois de chaque groupe :
(R,+) - (R™ x)
X - &
Cet isomorphisme intervient dans le choix d'échelles logarithmiques, pour exemplke mesuredu
bruit, ou celle des mouvements telluriques.

EXEMPLE? : le groupe symétrigus, des permutations d'un ensembieé&éments.

Soit G un groupefini constituéde n élementsPourtout a de G, considérond'applicationc, de G
dansG, qui a x associeax. Cette applicationest bijective, sa réciproqueétant oy ou a' estle
symétrique de dans le groupe @, est donc une permutation de G. En outre, on a :

04 0 Op = Ogp. (i)
On a donc l'association :

(G*) - (Sc,0)

a - Oy

qui définit une application®, qualifiée de morphismedu fait de la relation (i). ® estinjective. En
effeto, = 0, 0 04(€) = 0p(€) [0 a = b. ® estsurjectivesur ®(G) = {0, | a O G}. (P(G),0) estun
sous—groupale Sg, et I'on a montré que tout groupefini estisomorphea un sous—groupel'un
groupe symétrique.

Il : Sous-Groupes et morphismes de groupes

1- Sous-groupe
Définition : Soit(G,*) un groupeet G' unepartie de G. On dit que G' estun sous—groupele G si,
muni de la lok, (G'*) est un groupe

Il suffit de vérifier les propriétés suivantes :
[0 G' est non vide
[0 G' est stable pour (ce qui signifie que est une loi interne a G") :
OxO0G,0yO0G,x*ydG'
0 G' est stable par passage au symétriqug 0 G',x ' 0 G'

Il estinutile de vérifier que G' disposed'un élémentneutre.En effet, si e estle neutrede G, on
montre quee est également neutre de G'. En effet

G' est non vide, donc il exisklément de G'

x0G' donex* O G

xOG' etx 0 G doncx* X' 0G' donce 0 G'

Ox0OG,e* x=x* e=xdonc ceci reste vrai a fortiori poxdans G’
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L'associativitéétant vraie dansG est a fortiori vraie dansG'. || en est de mémede I'éventuelle
commutativité.

On montre aisémentgue l'intersectionde deux ou plusieurssous-groupe®st lui-méme un sous-
groupe.

2— Exemples de sous-groupes

EXEMPLE 1 : Le groupe alterné A, des permutationspaires est un sous-groupedu groupe
symeétriqueS, (voir le chapitre GROUPESYM.PDF dans le cours de premiére année)

EXEMPLE?2 : Dansle plan R?, considérondes applicationsqui au vecteur(x,y) associde vecteur
(X,y) = (ax+ by, cx + dy), avecad—bc # 0, ce qu'on note :

' b
B E oHE
L'ensemblede cesapplications,muni de la loi de compositiono, forme un groupeappelégroupe
linéaire.
L'ensemble des applications pour lesquells bc = + 1 en forme un sous-groupe.
L'ensembledesapplicationsorthogonalegrotationset symeétriesforme un sous-groupele ce sous-

groupe appelé groupe orthogonal.
L'ensemble des rotations forme lui-méme un sous-groupe du groupe orthogonal.

EXEMPLE3 : 'ensemble des nombres pairs forme un sous-grou& e (

3— Morphismes, Exemples

Soit(Gx) et (G',#) deuxgroupes.On appellemorphismgrespectivemerisomorphismejle G dans

G' toute application f (respectivement toute application bijective) vérifiant
OxOG,O0y0G,f(x*y) =f(x) #1(y)

EXEMPLEZ :
L'applicationdu groupesymétrique(S,, o) dans({—1,1},x) qui, a chaquepermutationassociesa
signature est un morphisme.

EXEMPLE?2 :
L'application du groupe linéaire dans R* qui a toute matrice associeson déterminantest un

morphisme.

D'autresexemplesont été vus dansle paragraphd-3). L'intérét d'un isomorphismeest que deux
groupesisomorphessont indiscernablesen ce qui concerneleurs propriétés.On les discerne
seulement par Isensque I'on donne aux éléments du groupe.

EXEMPLE3 : Z/nZ et le groupeU, desracinesn®™*complexesde 1 sontisomorphesl! suffit de

considérer I'application suivante :

p — exp@lT



p étantdéfini modulon, il convientde vérifier que sonimagene dépendpasdu représentanthoisi,
ce qui est bien le cas, puisquesi, p = p' mod n, on a exp&ﬁﬂ) = exp&ﬁ—n). Autrementdit,

I'applicationestbiendéfiniede Z/nZ. dansU, et passeulementle Z dansU,. Il estfacile ensuitede
vérifier que I'application est bijective et qu'il s'agit d'un morphisme.

4— Propriétés des morphismes
On pourra vérifier les propriétés suivantes sur les exemples de morphismes vus au 1I-3) et au [-3).

a) Sie est le neutre de G, aldi(®) est le neutre de G'. En effetgsest le neutre de G’ :
f(e) =f(e* e) =f(e) #f(e) et d'autre parf(e) =f(e) #€
O f(e) #f(e) =f(e) #¢€, et en composant & gauche fgay", on obtienf(e) = €

b) 0 x 0 G, (XY = f(x)%
En effetf(x™) #f(x) = f(xX"'* X) =f(e) = ¢

c) Définition : On appelle noyau dd'ensemble Keff = {x | f(x) = €}. Alors :
i) Ker(f) est un sous-groupe de G.
ii) f est injective si et seulement si Kigr€ {€e}.

Démonstration
i) estlaisséau lecteur.Montronsii). Si f estinjective, alors€ a au plus un antécédentOr e estun
antécédent de. Donc Kerf = {€}. Réciproquement, si Kdr= {€}, alors :
f(x) =f(y) O f(x) #f(y) =€ 0 f(x) #f(y") =¢€
O fx*y)=eO x*y'OKerfd x*xy*=el x=V.

d) Définition: On appelle image dd'ensemble Infj = {y | Ox, f(x) =y}. Alors :
i) Im f est un sous-groupe de G'.
ii) f est surjective si et seulement sifp¥ G'.

5— Sous-groupes engendrés par une partie
Soit (G#) un groupe et M une partie de G. Considérons G' I'ensembpeathstde la formex;.. X,
nON, avecx, O M oux ™ 0O M. Il est facile de voir que :

i) G' est un sous-groupe de G

i) Si Festunsous-groupale G contenaniM, alorsG' estinclusdansF. G' estdoncle plus
petit sous-groupe de G contenant M.

i) G' estégalalintersectiondetouslessous-groupesontenantVl. Cetteintersectionesten
effet un sous-groupd-, et dapresii), G' estinclus dansF. InversementG' est un sous-groupe
contenantM doncF estégala G' intersectéavecles autressous-groupesontenaniM, et estdonc
inclus dans G'.

On dit que G' est engendré par M ou que M est un systeme de générateurs de G'.
EXEMPLEL : Le groupe symétriquB, est engendré par I'ensemble des transpositions.

EXEMPLE?2 : Z est engendré par {1}.



EXEMPLE3 : Z/nZ est engendré par {1}

6— Groupes monogenes et groupes cycliques

On appellegroupemonogenain groupeG engendréar un seulélémenta. Les élémentsiu groupe
sont donc de la form&, n élementde Z si la loi estnotéemultiplicativementou na si elle estnotée

additivement.

On dispose des regles de calcul suivantes :

a’.a"=a"" pourn etm éléments déN

(@ah" = (@) On noteracette quantitéa™. Dansce cas, la relation précédentest
vraie poum etm éléments d&.. On a également :

(@")™=a" pourn etm éléments deZ.

L'applicationde (Z,+) dansG qui a n associea" estun morphismede groupesurjectif. Il y a alors
deux cas :
[0 Ce morphisme est aussi injectif, ce qui signifie que :
OnOZ,a"ze
OnOZ OmOZ,nzmO a'za"
Dans ce cas, G est infini et isomorphé a

[0 Ce morphismen'estpasinjectif. Dansce cas, il existen tel quea" = e. Soit n le plus petit entier
strictement positif vérifiant cette relation. Nous allons prouver que G est isomd#ghé.a
soit® : ZinZ - G
p &

p est en fait défini moduln. a” est cependant parfaitement défini sans ambiguit#*¢ar a”.(a")* =
e =a

® est un morphisme.

® est injective. En effet, sqgittel quea® = e. Divisonsp parn. Ona:p=gn+r avecO<r <
n. Donce=a’ = a"" = 4. Or, pardéfinitionden, 8’ = e 0 r = 0 puisquen estle plus petit entier
strictement positif tel qua” = e, que 0<r <n et quea’ =e. Doncp = gn= 0 modn et Ked = {0}.

® est surjectivea’ est I'image de.
En particulier,G estconstituéde n élémentsG = {e, a, &, ..., a"}. Ondit que G estun groupe
cycliqued'ordren, et quea est un élément d'ordre

Les groupes monogenes sont donc tous isomorphesuaaZ/nZ.

Un sous-groupéd d'ungroupemonogéneds estlui-mémemonogéeneEn effet, soit a générateude

G, et soitp la plus petite puissance posititedie quea® soit élémentde H. Alors a° estgénérateude

H. En effet, sB™ est élément de Ky ™ aussi, et on peut supposepositif. Divisonsm parp.
m=pg+ravec xr <p.

Onaalorsa’ = a™™1=a"(a")™ élémentdeH. Or 0 < r < p et p estla plus petite puissanceositive

telle quea” soit élément de H. Dorrc= 0 eta™ est une puissance d&
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7— Groupes finis
a) Soit G un groupefini. Le nombred'élémentsle G s'appelld'ordre du groupeet estnoté Card(G)
ou|G|. On appelle également ordre d'un élément I'ordre du sous-groupe engendré par cet élément.

Dans la recherche sur la classification des groupessfimg@es,on a mis en évidencedesgroupeddit
sporadique. L'un d'eux est un groupe d'ordre
2% FOx B x Px 1P x 13 x 17x 19x 23x 29x 31x 41 x 47x 59x 71
= 808017424794512875886459904961710757005754368000000000
Ce groupes'appelleLe Monstre!! Le premiergroupesimple sporadiquedécouverten 1861, estle
groupede MathieuM;;, composéde 7920 élémentsll s'agitdu sous-groupele S;;, engendrépar
les permutations (2345...1011) et (56 4 10)(118 3 7).

THEOREME DE LAGRANGE :
SoitH un sous-groupe d&. Alors, I'ordre deH divise 'ordre deG.

Pourtout x élémentde G, on notexH = {xy | y O H}. L'applicationqui a y associexy étantune
bijection,xH et H sont en bijection, et tous les ensembl@nt méme nombre d'éléments que H.
La relation binaire définie par :

XR X = xH=xH
estclairementunerelationd'équivalenceMontronsquela classed'équivalencele x estprécisément
xH. Il faut donc montrer I'équivalence entre :
i) xH=xH (X R X)
i) X OxH (X appartient a la classe ®e

Supposons). Alors X' est élémentde xXH, puisquex = Xe et que e est élémentde H. Comme
XH = xH, on en déduit que est élément deH.

Supposond). il existeh élémentde H tel quex = xh. Dansce cas,x'H estl'ensembledeséléments
de la formexy, y O H, donc de la formghy, avecy eth et doncyh élémentsle H. Ce sontdoncdes
élémentsde xH. Ainsi XH estinclus dansxH. InversementxH estl'ensembledes élémentsde la
formexy, y O H, donc de la formgh™'y. Ces éléments sont bien datt$ carh™y est élément de H.

Ainsi lespartiesxH, étantdesclassesl'eéquivalenceformentunepartitionde G, et toutescesparties
ont méme nombre d'éléments. On a donc :

Card(G) = Card(HX NbreCl ou NbreCl désigne le nombre de classes d'équivalence.
et Card(H) divise Card(G).

b) Conséquences :
[0 L'ordre d'un élément divise I'ordre du groupe. Cela peut également s'exprimer sous la forme :

Ox0G,x"=eoun=|G|
Cettederniererelation peut se montrerdirectementdansun groupecommutatifen constatangue,
pourx donné, l'applicatioy [0 G — xy [1 G est bijective et donc que :

y=[1xy=T1x[1y=x"[1y

yoG yoG yoG yOG yoG
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[0 Si G estun grouped'ordreun nombrepremier,alors G est cyclique et engendrépar n‘importe
lequel de ses éléments différentsede

En effet, soita untel élémentet H = {a" | n 0 Z}. H estun sous-group&le G comportaniau moins

deux élémentga et €). Card(H) divise Card(G),Card(G) est premieret Card(H) est supérieurou
égal a 2, donc Card(H) = Card(G) donc H = G.

Annexe : Groupes de frises

1- Groupe maximal d'une frise

Une frise estune structuredécorativeen forme de bande,que noussupposeron#finie, invariante
par translation et par certaines isométries du plan.

L'exemple le plus élémentairede frise que I'on puisse concevoir est formé de points (An)no,

équidistantssur un axe.Notonsl, le milieu de [An_1,An]. Posons A, = O + ni. Lesisométriesdu
plan laissant invariante cette frise sont :

[ les translationg', de vecteursi, n 0 Z
[ les symétries centrales Sle centre Aet les symétries centraleg & centreq n [ Z

[ la symétrie axial® d'axei
0 les symetriesaxialeso,  d'axeorthogonala i, passantpar A, et o, d'axesorthogonalesa i,

passant parl
0 les symétries glisséé t"=t"0 o, n 0 Z.

On pourra prouver les relations suivantes :

tOSAn:Sn+1 tosn:SAn
Sp,0t=93, S,0t=%,
t2n—1 0 SAO - Sn SAO 0 t2n+l = S_n
0 S, =S, Say O 1= Sy

2 — 2 _
ro SAn - SAn+:L SAn ot = SAn—1

SAn 0 SAp - t2(n—P)
— ¢2(n-p)
S,08, =t
SA 0 S :t2(n—p)+l
n
— $2(p—n)-1
S.p 03, =t

o0 SAn:OAnzsL\noé
o0 Snzo.n:Snoé

¥=Id

toos =0 to o, =0a
Op,0t=0j 0, 0t=0p
"' 0 Op, = 0}, Op, 0 " =0
t*' 0 Oa, = Oa, On, O " = gpn
00 =S, ., Op, 0t =04,
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Sa, 0 Oa, = 2P g

Certainesrelations sont redondantesL'ensemblede ces transformationsforme un groupe G
engendré part{3,S, } par exemple.

Une frise quelconqueest associéea un grouped'isométriequi la laisseinvariante.Ce groupeest
nécessairement un sous-groupe de G

2— Les sept groupes de frises :

La recherchede tous les sous-groupesle G contenantdestranslationsconduit aux sous-groupes
suivants :

01— Le groupe complet :,Fou G
Ex:  XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
i
I
(D

[ Il — Le groupe contient une symétrie centrale et pas de symétries axales, &> ou G
Ex: SSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSS
%%% %% %% % %% %% %% % %% %% %% %% % %%

O 1ll — Le groupe contient une symétrie centrale et des symétries glissées, cmitientpasd. F,°
= <t/20 3,S:> ou Gy
Ex: OO0 DOOOOOOOOOOOOOOOOOO0OOo0s

[0 IV — Le groupene contientpasde symétriecentraleet maiscontientplusieurssymeétriesaxiales.
Fi° = <¢,00> 0u G
Ex: VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV
AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

A N A B O

OV —Le groupe ne contient pas de symétrie centrale et mais céntieht <t,5> ou G
Ex: DDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDD
<L L L LLLLL L L L L L L L L L L4888 L L LKL

— o o > > > o > > > > o > > > > > — — —>

[0 VI — Le groupene contientpasde symétriecentraleni de symeétriesaxiales,mais contientdes
symétries glissées; F= <t/2 05> ou G,
Ex: O00000COO0COOOCOO0COO00OOCO00CO00CO00

[0 VIl — Le groupe ne contient que des translations: &> ou G
Ex: FFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFF
LLLLLLLLbLeb bbb bbb bbbt
000000000000000000000000000000000000000000000
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Il y adonc7 groupesde frisesen dimensionl. On montrequ'il enexistel7 endimension2, 230 en
dimension 3, 4783 en dimension 4. Au dela, on ne dispose que de résultats partiels.

Nous concluronsce chapitrepar un extrait du romande GeorgesPerec,La disparition Ce roman
estentierementédigésanscomporterune seulefois la lettre e. L'humourde I'extrait ci-dessouse
peut étre pleinement apprécié que par ceux qui ont suivi un cours sur les g@gaupes

On groups.

(Traduction d'un travail di a Marshall Hall jr L.I.T. 28, folios 5 a 18 inclus).
La notion-la,qui la conquit,qui la trouva, qui la fournit ? Gaussou Galois? L'on
n'a jamaissu. Aujourd'hui, tout un chacunconnaitca. Pourtant,on dit qu'aufin
fond du noir, avantsamort, dansla nuit, Galoisgravasur son pad (Marshall Hall
jr, op. cit. fol. 8) un long chainon a sa facon. Voici :
aa'l=bb'=ccl=dd*=ff'=gg'=hh'=iit=jjt=kk' ="' = mm’=
o0 =ppl=qq i=rrt=sst=ttt=uit=wl=wil=xx'=yy'=2z7"
Mais nul n'a jamais pu savda conclusiona quoi Galoiscomptaitaboutirdansson
manusctrit non fini.

Cantor, Douady, Bourbaki, ont cru, par un, par dix biais (du corps parfait aux
topos, du local ring aux C**, du K-functor qu‘on doit & Shih aux 0 du grand
Thom, n'oubliant ni distributions, ni involutions, ni convolutions, Schwartz ni
Koszul ni Cartanni Giorgiutti) saisirun vrai fil sar pour franchir I'abrupt hiatus.
Tout fut vain.

Pontryagin y passa vingt ans, finissant par n'y plus voir du tout.

Or voici qu'il y a huit mois Kan, travaillant sur un adjoint a(lgir D. Kan Adjoint
FunctorsTransactionsy, 3, 18) montrapar induction,croit-on, (il raisonnait- a-
t-il dit a Jaulin— surun grandcardinal,par"forcing” pour part) la PropositionSoit
G soitH soitK (H O G, K [0 G) trois magmaghoussuivonsKuroch) ou I'on a
a(bc) = (ab)c ; ou, pourtouta, X - xa, X - Xa sontsurs,sontmonos,alorson a
G=HxK, siG=H 0O K; siH, siK sontinvariants; si H, K n‘ontqu'unindividu
communH n K =Las! Kan mourutavantd'avoirfini sonjob. Donc,a lafin, I'on
n'a toujours pas la solution.

nnt
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