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| : Rappels de 1ére année

Les définitions et propriétésvuesen premiereannéesont rappeléesansdémonstrationQuelques
compléments sont effectués par moment.

1- Produit scalaire

Un produitscalaireestuneuneapplicationde E x E dansR, qui a un couple(x, y) devecteursde E
associe un réel not&<y>, et telle que :

O x O E, l'applicationy 0 E - <x, y> est linéaire

Oy, l'applicationx 0 E - <x, y> est également linéaire.

OxUOE,OYOE, < Vy> =<y, x>

OXUOE, x,x>=20

Ux <x,x>=00 x=0

On pose [ || =v/<x, x>, norme euclidienne deassociée au produit scalaire.

E, espacevectorielmuni d'un produit scalaire estappeléespaceprehilbertien.Si, de plus, il estde
dimension finie, il est dit euclidien.

EXEMPLES

n
O SiE=R", on pose <X,Y> =) XV (produit scalaire canonique SBr")
=1

-1-



b
0 Si E = C[a,b]), on pose<f,g> = %] f(t)g(t) dt. On peut prendrela mémedéfinition pour les

fonctionscontinuespar morceauxmaisdansce derniercas,on peutavoir <f, f> = 0 sansquef ne
soit nul : prendrepar exemplef = 0 sur[a, b[ et f(b) # 0. Parcontresi f estcontinue,on a bien

b
<f,f>=00 f=0 car%] f%(t) dt = 0 estlintégralenulle d'unefonction continuepositive ou nulle,

a
donc cette fonction est nulle. Ainsi, on disposed'un produit scalairesur C°([a, b]), mais pas sur
I'espace des fonctions continues par morceaux.

La norme euclidienne vérifie les propriétés suivantes :
OxOE, [x][|=0
OxOE, [x|]=00 x=0

OxOEOADOR, [[A]]=[A] x|

O y) OB, |Ix+ylf=[IxIf+ 2 y> +lyIf

O (x,y) OFE? |<x,y>| <|Ix Iy 1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz

O y) OB [Ix+y[I<|Ix]|+ 1Yl (Inégalité triangulaire ou de Minkowski

On retrouve le produit scalairea partir de la norme euclidienneau moyen des formules de
polarisation :

<X y>

_lx+y P lIx|E=[IyIf _ [[x+y|F~[Ix-y]|f
2 4

On dispose :
[0 du théoréme de Pythagore :
Ix+yIf=lIxIF+lyIf = <xy>=0

En effet, [x+y |f = |Ix|F + |ly IF + 2 y>
Plus généralement, si Igssont deux a deux orthogonaux, on a :

I3 x1F= 5 e if

n n n
car [Sx|F= S IIxIE+2Y <x,x>= [|x | si tous les %, x> sont nuls pour# j.
& & & &

i<

[ de l'identité du parallélogramme :
Ix+ylf+lIx=ylF=21x|F+2]ly|f

2- Orthogonalité

Deuxvecteursx ety sontdits orthogonauxsi <x, y> = 0. x estdit unitairesi || X || = 1. Une famille
(%)ioi (I fini ou non), estdite orthogonalesi pour tout i différentdej, <x, x> = 0. Elle estdite
orthonormale si, de plusX||| = O pour tout.

Deux sous-espaces vectoriels F et G d'un espace vectoriel euclidien sont dits orthogonaux si :
OxOFROyOG, <x,y>=0



Si on est en dimension finie, pour vérifier que deux sous-espaces F et G sont orthogonauxieal suffit
vérifier que les vecteurs d'une base de F sont orthogonaweei@ursd'unebasede G. Parailleurs,
deux sous-espaces vectoriels orthogonaux sont en somme directe.

Plus généralement, on a :

PROPOSITION

SoientFy, F,, ..., F, unefamille de sous-espacegectorielsdeuxa deuxorthogonauxAlors ils sont
en somme directe

Démonstration
Six, + ...+ X, = 0 avecx U F, alors,en faisantle produit scalairepar x;, on obtient<x;, x> =0
puisque tous les autres produits scalaires sont nulsxDol, et ceci, quel que soit

Soit F un sous-espaceectoriel d'un espacevectoriel E préhilbertion.On appelleorthogonalde F
'ensemble des vectewrsle E tels que :

OxOF <x,y>=0
On note cet ensemblé u F.

F~ estun sous-espaceectorielde E, orthogonala F. Si F estde dimensionfinie, pour appartenira
F, il suffit de vérifier 'orthogonalité avec une base de F.

SiFOG, alors GO F.

3- Bases orthonormales

Unebase(e, ..., €,) d'unespacerectorielde dimensionfinie estdite orthogonalesi les vecteursde
base sont deux a deux orthogonaux.

Une base(e,, ..., &, estdite orthonormaleou orthonorméesi elle est orthogonaleet si tous ses
vecteurs sont unitaires.

Un systemede vecteursnon nuls constituéde vecteursdeuxa deuxorthogonauxorme un systeme
est libre. Pour que ce soit une base, il suffit quehabrede cesvecteurssoit égala la dimensionde
l'espace.

Une base orthonormée vérifie :

_5 fLsii=]
<8 6> =0 = Hosii ]

0 s'appelle symbole de Kronecker.

n
L'intérét d'une base orthonormée est que le produit scalaire s'y exprime trés simplexeit. $e
=1

n n
ety=3 yig, alors xy>=3 x vy ='XY et||x]| =
1=1 i=1

Dans une base quelconque, on a:

<XYy> =3 XY <e.e>
1)
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ou encore, si I'on note M la matrice de terme généra>:
<x,y> =" XMY
ou X et Y sont les vecteurs colonnes, composantesetye <e, > = <g, &>, M est symétrique.

Tout espaceeuclidien possedeune base orthonormée.On en obtient une a partir d'une base
guelconque en appliquant le procédé d'orthogonalisation de Gram-Schmidt.

Toute forme linéairé dans un espace euclidien peut s'expriawanoyendu produitscalaire.Soiten

n
effet (e, ..., &) est une base orthonormale de Ex Siy x &, avecx; élément deR, alors :
=1

f(x) = f(-i X €) = i x f(g) = <a,x>

n
oua=) f(e)e. Sif est non nullea n'est autre que le vecteur normal a I'hyperplanfKer(
=1
La propriété précédenten'existe pas en dimension infinie. Un contre-exempleest donné par
l'impulsion de Dirac. Soit E I'espacé(fz-1,1]), muni du produit scalaire :
1

<f,g>:§j f(g() dt
-1
L'applicationd : E - R, qui af associ€f(0) ne peutétre définie a partir d'un produit scalaireavec

une certainefonction g. En effet, si on prendf, paire définie par f,(x) = 1 — nx sur [0, %] et O sur
1/

[%, 1], alorsil faudraitque g soit telle que, pour tout n, 1 = %] fa(t) g(t) dt. Or lintégrale est
-1h

majoréepar% Max{|g(t)| , t 0[0,1]}, quantitéqui tendvers0 quandn tendverso et ne peutdonc

rester égale a 1.
0 estuneforme linéaire sur I'espacedesfonctionscontinues appeléedistribution de Dirac (le mot
distribution est utilisé de préférencea fonction car & n'estpasune fonction de R dansR). Cette

forme linéaire ne peut s'exprimercommeproduit scalaire.Cependantpn n‘enest pasloin, car elle
peut s'exprimer comme limite de produits scalaires. Considérons en effet les fapctiomantes :

A

n

-1h| 1/




Alors &(f) = f(0) = Iirﬂ

—

1
%] f(t) gn(t) dt pour toute fonction f continue.En fait, I'intégralevaut
-1

1/
%] nf(t) On(t) dt. Intuitivement,on comprendpourquoicetteintégraletend versf(0). Quandn tend

-1h

vers linfini,t étant compris entre%et%, f(t) vaut a peu preg0). L'intégrale vaut environ :

1/ 1/
éj (0) gut) it = 7(0) éj gn(t) ot =f(0).
—1h -1h

D'une maniere plus rigoureuse, on a:

Oe>0,0a>0,0t0]-a,al, |f(t) —f(0)| < ¢ (continuité dd en 0)
Mais par ailleursg étant choisi :
ON,On=N, %Y 0100
n'n

1

n
Pour de tels, on a, compte tenu du fait qtj[tp f(0) gn(t) dt =f(0) :
-1h

‘ éj " 1(t) gu(t) ot —(0)

-1

éj " [1() ~£(0)] gu(t) ot ‘

-1h

< ﬁj " 1f(t) —1(0)] gn(t) o

-1h

1/n 1/n
s%] £ gu(t) dt:séj gn(t) dt=¢

-1h -1h

Ainsi :

Oe>0,0N,On=N, <eg

éj " 1(t) go(t) ct —F(0)

-1

ce qu'on voulait montrer.

L'interprétationprécédentdait que & estsouventqualifiée d'impulsion,modéliséepar une fonction
de support infiniment bref et ayant une valeur infiniment grande.

4- Projecteurs orthogonaux et symétries orthogonales
PROPOSITION

Si F estun sous-espaceectorielde dimensionfinie d'un espacepréhilbertienE, alors F et F- sont
supplémentaires

Démonstration
E, lui, peutétrede dimensioninfinie. Si (ey, .., &) estunebaseorthonorméeale F, la décomposition
d'un élément quelconquede E en un élément de F et un élémentdgdbtient en écrivant :

m

m
X=) <@,x> 6+ (X-) <e,x>e)
=1 =1

OF 0OF



m

L'application p= définie par p(X) = ) <e,x> & estle projecteurorthogonalsur F. La quantité
=1

[| X —pe(X) || s'appelle distance dea F. Si on considere la quantite 4z || lorsquez décrit F,celle-ci

atteint son minimum powr= pe(x). On a également :

P [l 111
ce qui S'écrit aussi :

n
Y |<ex>? < ||x|f (inégalité de Bessel).
1=1

Si F estunedroite D de vecteurdirecteurunitaireu, F~ estalorsun hyperplanH de vecteurnormal
u. La décomposition dese réduit a :
X=<U,X> U+ (X—<u, X>Uu)

0D OH

le projeté orthogonal desur D espp(X) = <u, x> u.
Le projeté orthogonal desur H espy(X) =X — <u, X> U.
On peut également définir :
Symeétrie orthogonale par rapportCa:

S(X) = 2<U,X> U — X = 2pp(X) —X
Symeétrie orthogonale par rapportHh:

SH(X) = X = 2<U,x> U =X = 20p(X) = —9(X)
Dans le cas de la dimension 2 ou 3, cela permet de traiter tout projecteur ou toute symétrie.

EXEMPLE:

Voici un exemple de projection dans contextenon géométriqueConsidéronda fonction sinussur

[0, . On cherchea approximercette fonction par un polynédmede degré?2 sur [0, 1. Il existe

plusieurs sens a donner a cette approximer, mais une des facons possibles de procéder est la suivant

On prendE = C%([0, 1) muni du produit scalaire<f, g> = #]nf(t)g(t) dt. Soit F le sous-espace
0

vectorieldespolyndmesde degréinférieurou égala 2. On prendcommeapproximationde f = sinle
projeté orthogonabe(f) def surF. Concrétemenipn cherchea, b, ¢ telsquepg(f)(X) = a + bx + cX.
Pour cela, on écrit que la fonctibr pe(f) est orthogonale a F, i.e. :

H<f —-pe(f), 1>=0

<f —pe(f), x> =0
H<f —pe(f), X*>=0

ce qui donne les équations :

"sin) —a—bx—c dx =0
0
"(sink) —a—bx—cx¥d)x dx = 0
0
)

(sinx) —a —bx—cx)x? dx =0




Dansle grapheci-dessousle lecteurdevraitpouvoirdiscerneiquel estle graphede sinuset celui du
polynédme de degré 2 :

' N

v

PROPOSITION
Soit E un espacepréhilertien de dimensionquelconqueet F un sous-espace/ectoriel. On a

F O (F)". SiE est de dimension fini€,0 (F)".

Démonstration
Six appartient a F, alors :

OyOF, < y>=0
donc x 0O (F)"
Mais si E est de dimension finie, on a de plus :

dim(E) = dim(F) + dim(E)
dim(E) = dim(F) + dim((F)")

donc dim((F)") = dim(F). Donc = (F)".

En dimension infinie, on peut n‘avoir qu'une inclusion stricte.

EXEMPLES



0 Soit E I'espacE(R) des suites réellas= (u,) telles qued u,> converge, munilu produitscalaire
n=0

<u,v> = > Uy Considérond- le sous-espaceectoriel dessuitesnullesa partir d'un certainrang.
n=0

Cet espaceestengendrépar la base(e,).on Ol & = (0,0, ..., 0, 1, 0, ...), le 1 setrouvantau n°™

rang.Soitu élémentde F-. Alors, pourtout n, <e,, u> = 0 doncu, = 0. Doncu = 0. DoncF” = {0},
etFOF =FzE. (F)"=E et Bz (F)".

1
0 Soit E = C°([0, 1]) muni du produit scalaire<f, g> = %] f(t)g(t) dt. Considéronde sous-espace
0
1/2
vectoriel F des fonctiorfstelles qug]{] f(t) dt = 0. F est le noyau de la forme linéapre

0

o(f) = éj o o

Il s'agit donc d'un hyperplan. Montrons que=H0}. Par I'absurde, supposons que#H0} et soitg
un élément unitairde F~. g n'étantpasélémentde F et F étantun hyperplan)a droite engendrégar
F est supplémentaire de E= F O F". Toutefonctionf de E peutsedécomposesousla formef =
h + Ag, avech élémentde F et A réel. On a donc <f, g> = <h, g> + A <g, g> = A, donc
h =f — <f, g> g. Commeh appartiena F, ona ¢ (h) = 0, doncpourtoutf de E ¢(f) = <f, g> ¢(q).
¢(g) # 0 sinond serait identiquement nulle sur E. Prenons en particulier les fonttidéinies par.

Hsixm[o,l]
() = x—) six 0[5, 2 +3]
SiXD[E-'-ﬁ'l]

Commef,g = 0 sur [0, %], f.g appartienta F, donc ¢(f,g) = 0 donc <f.g, g> ¢(g) = 0 donc

<f,g,0>=0= %] lfn(x)g(x)2 dx. Quandon fait tendren vers+o, f,(X)g(x)? tendversg(x)? pour tout
1/2

x de % 1] et le théoreme de convergence dominée permet de conclure que :

= lim %] "1 000(0? dx = %] " g2 dx
1/2 1/2

n—-oo

Donc g(x) = 0 pour tout x de [l, 1] et en particulier g(%) = 0. Reportonsdans la relation

¢ (f) = <f, g> d(g). Pourtouif de E,ona:
%] 09 o = %] “£(x)9() (g) cx

donc %] Y09 (1 -9(x) 6(g)) dx = 0



et en prenani(x) = 1 —g(x) ¢(g), on obtienq] l/2(1 —g(x) #(g))* dx = 0doncl — g(x) $(g) = 0 pour

0

toutx de [O,%] eten particulierg(%) ¢(g) = 1, ce qui est contradictoire a\@(%) =0.

Il : Endomorphisme dans les espaces euclidiens
On se place ici dans des espaces de dimension finke.sur

1- Isométries vectorielles
On s'intéresse aux endomorphismegli préservent la norme, c'est—a—dire tels que :
| _OxOE, [lue) (1= Ix]] |
De tels endomorphismesont qualifiés disométriesvectoriellesou d'endomorphismesrthogonaux.
lls disposent des propriétés suivantes :

PROPOSITION :
Il y a équivalence entre :
i) OxXOE, [luX) [[= [Ix]].-On dit que u conserve la norme.

i) OxOE,0y0E, Qu(x), uly)> = <x, y>. On dit que u conserve le produit scalaire.
i) utransforme une base orthonormée en une base orthonormée

Démonstration
i) O i) est trivial en prenant =y

i) 0 ii) en utilisant une formule de polarisatigpar exemple<x, y> = lx+yf Z lIx—y ”2. I

en résulte que, siconserve la norme, alousconserve le produit scalaire :
_ LU +uy) IF = [[u() —u(y) |
<u(x), u(y)> "

_[u(x+y) IFZIIU(X—V) I _lix+y IIZZIIX—y If - X, y>
i) O iii), car si @) est une base orthonormée quelconque, alors, pour fout
<e, > = §; (symbole de Kronecker)
donc <u(e), u(g)> = <g, > = §; ce qui signifie queu(e)) est orthonormée.
i) O i) : supposongu'unopérateuru transformeune baseorthonormége) en une base

n

orthonorméeg). Six= ) xe ,on a:
=1

[lu() [1= IIi:iNU(a)H: II;X@II: ii)@: [Ix1l

La matrice de u dansune baseorthonorméevérifie donc les propriétéssuivantes: les vecteurs
colonnessontde normel, les colonnessontdeuxa deuxorthogonalesOn noteraquele sens’'une'
utilisée dansla propriétéiii) peutse prendreaussibien dansle sens"une quelconqué que dansle
sens"une particuliere'. Le sensii) O i) s'appliquea une basequelconqueorthonorméemaisil
suffit que la propriété iii) soit vraie dans une base orthonormée particuliere pour prouver i).

PROPRIETES :



i) Une isométrie est bijective.

i) L'ensembledes isométriesest non vide, et est stable par compositionet passagea
I'inverse.ll s'appellegroupeorthogonal O(E). On rappelle gu'uneisométries'appelleégalement
endomorphisme orthogonal.

i) Une isométrie admet pour détermindru 1.

iv) L'ensembledesisométriesde déterminantl est stable par compositionet passagea
I'inverse. Il s'appelle groupe spécial orthogos4D(E)

v) Si F estun sous-espaceectorielstablepar uneisométrieu, alors F~ estaussistablepar
u.

Démonstration
i) E étant de dimension finie, il suffit de montrer qu'un tel opérateur est injectif. Or :
ux) =00 [|luX) |[=00 ||x|]|[=00 x=0

i) O(E) estnon vide car il contientld. Le i) montre en outre que O(E) est inclus dansGL(E).
Montrons la stabilité pour les deux opérations indiquées.
Siu etv sont éléments de O(E), alors, pour tout

[[uov(X) || = |u(v(X) || = |MX) || caruconserve la norme
=X carv conserve la norme
doncu o v conserve la norme.
Par ailleurs, () || = |Ju(u™(x) || caru conserve la norme
= Ix1l

doncu™ conserve la norme.

i) Si (e) est une base orthonormée dans laquelle u posséde une matrice M, alors on a, en notons X
et Y les vecteurs composantes des vecteaty :
<x, y> ='XY
<u(x), u(y)> = (MX)MY= X'MMY
ainsi :
OX, 0V, XY = X'MMY
donc ‘MM = Id
donc det(MM) = 1 = det{M)det(M) = det(M} = det()?

1 ,
det@) Siu
et v sontdesélémentsde O(E) de déterminantl, il en estalorsde mémedeu o v etdeu™. Les
élémentsde SO(E) sont appeléesrotations ou isométriesdirectes. Les autresisométriessont
qualifiées d'indirectes.

iv) La stabilitéindiquéerésultedu fait quele det o v) = detu)detl) et quedet (u™) =

v) Soit F stablepar u. On a u(F) = F, doncF = u™(u(F)) = u(F). Ainsi F estaussistablepar u™.
Montrons que Fest stable par. Pour toutx de F, on a :
OyOF <u(¥), y> = <u(x), uu™(y)) >
=<, ul(y) > caru est une isométrie
=0 carx OF etu(y) OF
doncu(x) O F".

Passons aux matrices.
PROPOSITION :
Il y a équivalence entre :
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i) M est la matrice d'une isométrie u dans une base orthonormée.
i) ‘MM =1,
i) Les colonnes del forment une base orthonorméeRé.

Une telle matrice s'appelle matrice orthogonale.

L'équivalencd) [ i) a déjaétérencontréadansle iii) de la propositionprécédentel'équivalence
avecle iii) actuelestla traductionmatricielledu fait queu transformeune baseorthonorméesn ube
base orthonormée.

Les propriétésde telles matrices sont analoguesa celles des applicationscorrespondantessn
particulier:

PROPRIETES:

i) Une matrice orthogonale est inversible.

i) L'ensemble des matricesthogonales x n eststablepar produit etinverse.On I'appelle
groupe orthogonal not®,(R).

i) Une matrice orthogonale admet pour déterminaot 1.

iv) L'ensemblaelesmatricesorthogonaledde déterminantl eststablepar produit etinverse.
On l'appelle groupe spécial orthogonal n&é,(R).

EXEMPLE:
Les symétriesorthogonalesont desisométries.Cela est évidenten utilisant la définition : Soit s
symétrie orthogonale par rapporta F. On a :
E=FOF - E
X=y+2z 98X =y-z
et [IxIF=lylf+ llzIF = [Is() |

On peut également remarquer queg$igst une base orthonormée de E donp leemiersvecteurs
forment une base de F (et doncresp restants une base dé) Falorsla matricede la symétries est

0 . : . ]
%6’ i Eqw estunematriceorthogonalguisquesescolonnesormentune baseorthonorméeSon
n-p

déterminantvaut (—1)"" et donc s appartienta SO(E) si et seulementsi n — p est pair. Ainsi,
certainessymétriespeuventégalemengétre classéegarmiles rotations.C'estle casen dimension3
pour les symétriespar rapporta une droite, qui peuventétre égalementconsidéréexommedes
demi-tours autour de cette droite.

Soit H un hyperplaet s, la symétrieorthogonalgparrapporta H. Alors sy s'appelleuneréflexion et
son déterminant vaut —1.

2- Produit mixte, produit vectoriel

Soit E un espacevectoriel euclidiende dimensionn et soientdeuxbasede,, ..., &) et (€, ..., €).
Soit P la matrice de passage de la premiére a la secondé.qbelesdeuxbasesrthonorméesnt
mémeorientationsi det(P)> 0. On choisit arbitrairementune basede E qu'on qualifie de directe.
Toute base ayant méme orientation que celle-ci sera également qualifiée de directe.

Soientvy, ..., v, desvecteursde E. Notons(V.) (respectivementV.)) la matriceélémentde M,(R)
dontla i-eme colonneest constituéedescomposantedesy, dansla basee (respectivementlansla
baseg). Ona (\) = P(V;) et :

-11-



det(vy, ...,Vn) = det(\) = det(P\) = det(P)det(V) = det(P)de(vs, ...,W)
Le déterminantde (vi, ..., V,) dépenddonc de la base choisie. Mais si les deux basessont
orthonormées et directes, alors P est une matrice orthogonale directe, donc det(P) = 1, et donc :
det(vy, ...,Vn) = det(vy, ...,Vn)
autrementit, le déterminantdesvecteursv, ..., v, ne dépendpasde la baseorthonorméedirecte
choisie. Ce déterminant s'appelle alors produit mixte.

Intéressons-nouysarticulieremenau produit mixte endimension3. Soienttrois vecteuray, v, w d'un
espacesuclidiende dimension3 et notons[u, v, w] ce produit mixte, déterminantde (u, v, w) dans
une baseorthonormédirectequelconqueL'applicationw — [u, v, W] estuneforme linéaire,donc
s'obtientcommele produit scalairede w par un certainvecteur,qui dépendde u et dev. On appelle
produit vectoriel ce vecteur, natélv. On a donc :

[u, v, W] = <uOv, w>

Si on effectuele calcul a partir de composanteglans une base orthonorméedirecte, on a, en
développant par rapport a la troisieme colonne :

aa a' H_
b b'b" = (bc —cb) a" + (ca —ac) b" + (ab —ba) c"

Hc cc E

el Sl o]
de sorte QU%HD .H_ %b‘ _a'bH

Les propriétés du produit vectoriel sont les suivantes :

O (u, v) est lié si et seulementsiClv = 0.

En effet, si (u, v) estlié, alorspourtoutw, ona[u, v, w] = 0 doncu [ v estorthogonala tout w
donc est nul. Réciproquement, si le produit vectoriel est nul, alors pouw, twtv, w] = 0 donc(u,
v, w) estlié. Or si (u, V) étaitlibre, ils engendreraienin plan et, en prenantpour w un vecteurnon
nul orthogonal au plan, on aurait, ¢/, w) libre. On a donc une contradiction et par conséquen) (
est lié.

[0 u Ov est orthogonal & et av.
Cela résulte du fait queu<v, u> = [u, v, u] = 0 et de méme powr

[ Si(u, v) est libre,(u, v, u 0v) forme une base directe
En effet, le déterminantde la matrice de passaged'une base orthonorméedirecte au systeme
(u, v, u 0v) n'est autre que :

[uv,uOvl=<uOv,uOv>=|judv|f>0

O|uOv]f+<u,v>*=|lu|f|lvIf
Vérification un peu fastidieuse mais sans difficulté que :
(bc —cb)® + (ca —ac)® + (ab —ab)® + (aa +bb +cc)? = @ + b*+ c))(a® + b? + c?)

O fluOv ([ =1jul vl sinG, v)

Eneffet<u, v>=||u|||] v || cos{, v) eton remplacedansla relationprécédentekEn particulier,si u
etv sont orthogonaux, Y| v || = [Ju || |Iv ||.
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On en déduit quey|Ov || s'interprete comme l'aire dans I'espace du parallélogramme deet&té

A

uldv .
|V [|sin(u, v)

La valeurabsoluedu produit mixte s'interprétecommele volumedu parallélépipedeonstruitsur u,
v etw. En effet, la norme de (v est I'aire du parallélogramme servant de bade pebduitscalaire
de ce vecteur pav permet de projetew suru [Jv et d'obtenir la hautelrdu parallélépipéde.

ulv=-vUu
Vérification sur les composantes ou bien en utilisant le caractere alterné du déterminant.

O (u, v) - u Ovest bilinéaire
(c'est-a-dirdinéairepar rapporta chacundesvecteurs) Celasevoit aussisoit surles composantes,
soit en utilisant la linéarité du déterminant par rapport a chacun de ses vecteurs.

O@dv)Ow=—=<v,w> u+<u,w> Vv
uld(vOw) =<u,w>v-—<u,v>Ww
(double produit vectorigl
Il suffit de choisir une base orthonormée directe, adaptée au probleme. Onl ahotsire tel que :
u=Jlufll
On choisit] tel que :
v= ||v]|(cos@) | + sin@) J)
On pose alor& =1 0J. On a alors :
udv=|lu]|[v]]sin®) K
Pourw quelconque|l suffit alors de faire le calcul en utilisant I'expressiondes composantesiu
produitvectoriel.Un dessindansle casparticulierou lestrois vecteurssontcoplanairespermetde
retrouver rapidement la formule :
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Dansla figure précédente(u [Jv) [0 w appartientau plan(u, v), a unecomposant@égativeselonu
et positive selon. Donc :

(udv) Ow=—=2+??%
?? et ???ne sont autresque les produits scalairesdes autresvecteurs,a savoir ?? = <v, w> et
???7=<u, w>.

3- Isométries en dimension 2 ou 3

[0 En dimension2, dansune baseorthonormée)a matrice d'un opérateurorthogonalu estde la
b N -

forme @ q Eaveca2 +c®=b*+d* =1, ac+ bd = 0. La premiérecolonnevérifianta® + b* = 1, on

peuttrouver® tel quea = cos@) et ¢ = sin@®). La deuxiemecolonne estorthogonalea la premiére,

donc colinéaire au vecte@sm@ E Etant unitaire, il n'y a que deux choix pOSSiblﬁﬁSln@)
cos@) cos@)
Les matrices orthogonales sont donc de deux types :
os@) —sin@®) @ , : , .
Bbsin(ﬁ) cos@) de déterminant 1. C'est la rotatiopdRangled.

Bbos@) sin(®)
sin(®) —cosP)
angleb/2 avec le premier vecteur de base.

@de determinant-1. C'estla symétrieSy, par rapporta la droite faisantun

On vérifiera aiséement queyB Ry = Ro+o.

[0 Soit u un endomorphismerthogonalen dimension3. Nous raisonneronsur la dimensiondu
sous-espace Inu) des vecteurs invariants par
e Sidim(Inv(u)) = 3, alorsu = Id.

e Sidim(Inv)) = 2, alorsu est la réflexion par rapport au plan lay(
En effet, la droite orthogonalea Inv(u) est globalementinvariante et son vecteur directeur,
n‘appartenant pas a lny( est nécessairement transformé en son oppose par

* Sidim(Inv(u)) = 1, alors le sous-espace orthogonal auneét un plan stable par

La restrictionde u a ce plan estune isométriede ce plan, n'admettantucunvecteurinvariantnon

nul. Il s'agitdonc d'une rotation, dont I'axe est la droite Inv(u). La matricede u dansune base
[tos@) —sin®) 01

orthonormée adaptéfstDsin(e) cos@) O 0 Si a estunvecteurdirecteurunitairede l'axeet si x est
O o 0 10
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dansle planorthogonala Inv(u), alorsa [ x estlui aussidansce plan, estorthogonala x, de méme
norme, et la base,(x, a 0x) est directe. L'image pardex est alors :

u(x) = cos@)x + sin@) a [0 x
Si 0 =, on parle de demi-tour ou de retournement. C'est aussi la syorétogonalearrapporta
I'axe du demi-tour.

Pour un vecteurx quelconqueja composantede x appartenanti I'axe (a savoir <x, a>a) est
invariante par u, alors que la composantede x appartenantiu plan (a savoir x — <x, a>a) est
transformé selon la formule précédente. On a donc, dans le cas général :
u(x) = <, a>a + cosp)(x — <, a>a) + sin@) a 0 (x — <, a>a)
= cosf)x + (1 — cos))<x, a>a + sin@) a I x

* Sidim(Inv(u)) = 0, remarquons d'abord que- Id possede un noyau non nul.
En effet, le polyndbmecaractéristiquale u det(XId — u) estde degré3, donc admetau moinsune
racineréelleA. Un élémentv non nul du sous-espacpropreE, = Ker(Ald — u) vérifier u(v) = Av.
Commel|u(x) || =[| x ||, onanécessairement = + 1. MaisA nepeutétreégala 1 puisqu'iln'y a pas
de vecteur invariant non nul, dohe —1.
SoitH le planorthogonalkav. s4 o u laissealorsv invariant.ll s'agitdoncd'unerotationautourde la
droite engendréepar v puisquecelle—ci estinvariante.ll ne peut s'agir de l'identité car sinon, on
auraitu = sy qui admetun planinvariant.Ainsi, u estla composéeal'unerotationautourd'un axe et
dela symétrieorthogonalgar rapportau plan orthogonala cet axe.La matricede u dansunebase
[tos@) —sin@) 0 O
orthonormée adaptée estin(®) cos@) 07
O o 0 —1|Z|
[cosP) —sin@) 0 O [osP) —sin@) O os@) —sin@) 000
On remarque qu%sm(ﬁ) cos@) O H Hsm(ﬁ) cos@) O% % S|n(6) cos@) OH
d0 o0 -100 0 ol oS 10
ce qui montre que la décompositionuden une rotatlon et une réflexion associée est commutatlve.

Un cas particulier est = —Id. Ce type d'opérateur est parfois appelé antirotation.

dimension du valeur du déterminant nature de l'isométrie
sous-espace invariant
3 1 Id
2 -1 réflexionsy
1 1 rotationr (y compris les
retournementsp)
0 -1 antirotationr o 4

Considéronsine rotation en dimension3 d'axela droite engendrégark, i et étantune basedu
plan,defaconque(i, j, k) soitdirecte.(i, j) définit uneorientationdu plan. Cetteorientationdéfinit
un angle de rotatiof. Si on avait pricommevecteurdirecteurde la droite le vecteurk' = —k, alors
une nouvelle base directe gsti(k'), de sortequel'orientationdu planestmodifiée,ainsiquel'angle
dela rotation,qui devient-9. Ainsi, le couple(k, 6) estdéfini au signeprés.Ce choix estarbitraire,
on ne peut parler de I'angle de la rotation que si le plan ou l'axe orthogonal au planen&Seul
le cosinus de l'angle ne dépend pas de l'orientation.

Il existe plusieurs méthodes pour déterminer I'angle et I'axe d'une rotdionoici deux :
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[0 On déterminela droite invariante.On choisit un vecteuru orthogonala cettedroite. On calcule

cos@) = <r||llJJ ’| > 'Si on choisi® entre 0 et il suffit alors d'orienter 'axau moyendu vecteuru [J

r(u).

[J Ondéterminda droiteinvariante.Soit n un vecteurunitairede cettedroite. On choisitun vecteur
u orthogonala cettedroite et unitaire.On calculev = n [J u de sorteque (u, v, n) forme une base
orthonormée directe de I'espace. On calcfue On a alors co8j = <r(u), u> et sin@) = <r(u), v>.

01
EXEMPLE: Dansunebaseorthonorméalirecte,on donnela matriced'uneisométrie% 0 0H Les
10

vecteursinvariantsforme une droite engendréepar %H Il s'agitdonc d'unerotation. Soit a de

1 1
composantegb E orthogonala I'axe de rotation. Sonimagevautr(a) = H E L'angleentreles
1

deuxvecteursvaut%]T (le cosinusvaut— %) en orientantl'axe dansle sensdu vecteurK (1,1,1).Si

I'on avait pris urk opposé, on aurait défini I'angle comme éta%’i[.—

1 H

§ LB 1 BN 1 BLA
1 6 H20" = 35 g o

A 1
On auraitégalemenpu calculern = — % =
VHHE V2 Hl RRYC
cos@) = <r(u), u> = —%, sin@) = <r(u), v> :%.

4- Endomorphisme symétrique

Parmiles matrices on distinguecellesqui sontsymétriques ‘M = M. Les endomorphismeassociés
dans une base orthonormée sont appelés endomorphismes symétriques.

PROPOSITION :
Soit u un endomorphisme HBell y a équivalence entre
i) La matrice de u dans une base orthonormée est symeétrique

i) O, Oy, <u(x),y> = xu(y)>

Démonstration
i) O ii). En effet, soit M la matricede u, symétriquedansunebasedonnéeAlors, pourtout x de E
de composantes X dans la dite base, et pouytdatE de composantes Y, on a :

<u(x), y> = (MX)Y = X'MY = 'XMY = X(MY) = <x, u(y)>
i) O ). En effet, soit M la matricede u dansune baseorthonorméeAlors pour tout x de E de
composantes X dans la dite base, et pountdetE de composantes Y :

<u(x),y> = xu(y)> 0 X'MY = 'XMY
Cetterelationétantvraie pourtout Y, on a, pourtout X, X'M = XM (ce sontles matricesde deux
applicationdinéairesidentiquesde la varlabIeY) ou encore,en prenantla transposééMX = 'MX.
Cette relation étant vraie pour tout X, on a Mv&
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Dans la proposition énoncée, la formulatiomne base orthonormée du i) peutdésigneraussibien
une baseparticulierequ'unebasequelconqueEn effet, l'implicationi) O i) utilise I'existencede M

symétrique dans une base particuliére, la réciproque i))montre lasymétriede M danstoutebase
orthonormée Ainsi, si la matricede M est symétriquedansune baseorthonorméedonnée,elle
resterasymeétriqguedanstoute baseorthonorméeDailleurs, cettederniérepropriétépeutse montrer
indépendammerdu ii). En effet, Si M estla matricede u symétriquedansunebaseorthonorméesa
matrice dansune autre baseorthonorméeest N = P'MP, avec P matrice de passagel'une base
orthonorméeadansune autre. Autrementdit, P estune matriceorthogonalevérifiant donc P = 'P.
Donc N ='PMP et cette matrice est bien symétrique.

De méme que les matrices symétriquesconstituentun sous-espacevectoriel de M,(R), les
endomorphismes symétriques constituent un sous-espace vectoriel de L(E).

EXEMPLE:
0 Projecteursorthogonaux: p estun projecteurorthogonalsi et seulementsi p*> = p et p est
symétrique.
La conditionestnécessaireSi p estun projecteurorthogonal,l existeune baseorthonorméeelle

I m Om,n—m

gue la matricede p soitM = %o Eou Im estla matriceidentité a m lignes et Oyq la

n—-mm On—m,n—m
matrice nulle & lignes et colonnes. On a alors clairement MM et'™ = M.

Réciproquementsi p*> = p alors p est un projecteur(pas nécessairemerarthogonal)sur Im(p)
parallelement Ker(p). Il suffit de montrerque,si p estsymétriqueon alm(p) [ Ker(p). Soit p(x)
élément de Ing) ety élément de Kep). On a alors :

<p(X),y> = X,p(y)> = X0> =0

0 Symétriesorthogonales s est une symétrie orthogonalesi et seulementsi * = Id et s est
symétrique.
La conditionestnécessaireSi s estune symeétrieorthogonalejl existeune baseorthonorméeelle

I m Om,n—m

guela matricedes soitM = %o Eou Im estla matriceidentitéa m ligneset Oy, la matrice

n-mm — In—m

nulle ak lignes etp colonnes. On a alors clairement MI, et'™™M = M.

Réciproquementsi & = s alors s estune symétrie(pas nécessairemertdrthogonale)par rapporta

Ker(s—1Id) parallelementa Ker(s+Id). Il suffit de montrer que, si s est symétrique,on a

Ker(s— Id) O Ker(s + Id). Soitx élément de Keg(— Id) ety élément de Keg(+ Id). On a alors :
<S(X).y> = X s(y)>

O <XY> = — XYy>

U <xy>=0

[0 Signalonségalementgu'on peut de mémedéfinir la notion d'endomorphismentisymétriquea
savoir :
Ox, Oy, <u(X),y> = — <xu(y)>
Dans une base orthonormée,un tel endomorphismegyosseéderaune matrice antisymétrique.En
HO — b
dimension3, unetelle matriceestde la forme B—Cb 0 —;Het on vérifiera que l'imagede x par cet
a
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endomorphismeest le produit vectoriel de Q = Egpar X. Ainsi, u(x) = Q 0 x. La relation

d'antisymétrie s'exprime alors en dimension 3 sous la forme :

Ox Oy, <Q Oxy> = —<xQ Uy>
et on reconnaitle caracterealternédu produit mixte (déterminantestrois vecteursdansune base
orthonormée directe) :

det@, x, y) = — detk, Q, y)

PROPOSITION :
Si u est symétrique Btun sous-espace vectoriel Hestable par u, alor§" est stable pau.

Démonstration
Soitx appartenant &"FAlors pour touty de F :
<u(x), y> = <x, u(y)>
=0 carx O F etu(y) OF
doncu(x) appartient & £

5- Réduction des endomorphismes symétriques

Les endomorphismes symétriques jouissent de la propriété suivante :
PROPOSITION
Soit u symétrique. Il existe une base orthonormée de vecteurs propres

Variante :

Tout endomorphisme symétrique est diagonalisable dans une base orthonormée.

Toute matrice symétriqueréelle M est de la forme P'DP = 'PDP, ot D est diagonaleet P
orthogonale.

Démonstration
Soit M la matrice d& dans une base orthonormée. ®dé& dimension de E :

[0 M posseda valeurs propres réelles (comptées avec leur ordre de multiplicité).
Démonstration 1

On seplacedansC". Soit A unevaleurproprecomplexede M, de vecteurpropreX élémentde C",

de composantes. On a :
MX = AX

O X MX=A'XX  enmultipliant & gauche paX
On prend la transposée de cette égalité, et son conjugué :

[ X ™M X =AXX

Or M est & coefficients réels et symétrique ddhc M
0 X MX=AXX
donc A XX =XAXX
— - n
0  A=ApuisquéXX =Y |x[
=1

Démonstration 2
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On se placedansC". Soit A = a + ib une valeur propre complexede M, de vecteur propre
X =U+iV, aveca etb réels et U et V éléments &" non tous deux nuls. On a :

MX = AX
0  MU+iMV=aU-bV+i(bU +avV)
5 BMU=aU-bv

aMV =bU +aV

ConsidéronsUMV = b'UU + a'UV. Utilisant le fait que M estsymétrique cettequantitéréelle est
égalea 'VMU = a'VU - b'VV, avec'VU = 'UV (quantitéréelle égalea <U,V>). Il enrésulteque
b('UU +'VV) = 0 doncb = 0 puisquéUU +'VV = || U |[f + || V [f est non nulA est donc réelle.

[ SoitF = )\DQ ( )EA, sommedessous-espacgzopresde u. Il s'agitde montrerqueF = E. Sice
pu

n'est pas le cas, E =[FF” avec E non réduit & {0} estableparu carl'orthogonald'unsous-espace
vectorielstablepar un endomorphismeymeétriqueestlui-mémestablepar cet endomorphismeviais
ul.n est lui-méme symétrique :

OxOF, OyOF, <ulo(x), y> = U(X), y> = <X, U(Y)> = <X, ulo(y)>
doncadmetdesvecteurgpropresréels,qui sontaussidesvaleurspropresde u. DoncF contientdes
valeurs propres de Ceci est absurde puisque toutes les vecteurs proptesotée éléments de F.

[0 En outre, les sous-espaces propres sont orthogonaux deux a deux.

Si A et sontdeuxvaleurspropresdistincteset si x ety sontrespectivementieuxvecteurspropres,
ona:

<UX), y> =A<X, y> = <X, U(Y)> = p<x, y>
O <X, y> = 0 puisque\ # .

En choisissantdans chaque sous-espaceropre une base orthonormée,on obtient une base
orthonormée de E constituée de vecteurs propres de

Annexe | : Isométries laissant invariant le tétraédre régulier

Une isométrielaissantinvariantle tétraedrerégulier permuteles quatresommetslnversementsoit
une permutation des quatre sommets, trouver une isorhétnieespondant a cette permutation.

On dénombre 24 isométries, dont 12 directes.
[ Si les quatre sommets sont invariahts,|d.

[0 Siunseulsommetestinvariant,lestrois autressontpermutésll s'agitd'unerotationdont

I'axe passe par la hauteur contenant le sommet invariant et d'%lgleaxisteS tellespermutations.

Notonsr, la rotation laissant A invariant, d'an@e

[0 Si deuxsommetsA et B sontinvariants,les deuxautresC et D étantpermutésf estla
symétrieorthogonalepar rapportau plan passanpar A et B et le milieu de [C,D]. Il y a 6 telles
permutations. Notonsg cette reflexion.
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[0 Si A et B sontpermutésentreeux, de mémequeC et D, il s'agitdu demi—tourd'axela
droite passant par le milieu de [A,B] et de [C,D]. Il y a 3 telles permutations. Nbo&sce demi—
tour.

O 1l reste6 permutationscirculaires,par exempleA - B - C - D - A. On peutles
considéreicommela composéeal’'unerotation par rapporta la hauteurpassanpar A, qui permute

B - C - D - B, etdelaréflexion parrapportau plan passanpar C, D et le milieu de [A,B]. I
s'agit donc d'une anti-déplacementréflexion ou antirotation.Il ne peut s'agir d'une réflexion car

fo f#1d. Il sS'agit dona'uneantirotation.Puisquef o fo f o f = 1d, I'angledeI'antirotationest%. On

remarguegue l'isométriepermutecirculairementes milieux de [A,B], [B,C], [C,D], et [D,A]. Mais
cesquatrepointssontcoplanaire®t le planles contenanestglobalementinvariant.ll s'agitdoncdu
plan de l'antirotation. Notoragcp cet antirotation.

Ayant trouveé 24 isométriescelaprouvequele chaquasométriedu tétraédrecorrespondiena une
permutation des quatre sommets {A,B,C,D}.

Annexe Il : Isométries laissant invariant le cube

Il existe 48 isométriedkn effet, si 'on sedonneun sommetA et trois vecteurd, j etk portésparles
cotésdu carré,il y a huit imagespossiblepour A, 3 pouri, 2 pourj. Le cubeimagepeutalorsétre
reconstituéde maniereunigue.Parmicesisomeétries 24 sontdirecteset 24 sontindirectes.En effet,

Si 55 estla symétriepar rapportau centredu cube,l'applicationf - S o f réaliseunebijectionentre
les isométries directes et les isométries indirectes.

Il suffit donc de trouver les 24 rotations. On a :
O l'identité

[J 6 rotations d‘anglg, d'axe passant par les centres de deux faces opposées.

[0 3 demi-tours d'axe passant par les centres de deux faces opposées.

[0 6 demi-tours d'axe passant par les milieux de deux arétes opposées.
[ 8 rotation d'angle %nd'axe les diagonales du cube.

Les antidéplacements sont :
[ la symétrie gpar rapport au centre O du cube.

[J 6 antirotations d'anglg par rapport au plan médiateur de quatre cotés paralléles du cube.

[0 3 réflexions par rapport au plan médiateur de quatre c6tés paralléles du cube.

[ 6 réflexions par rapport au plan contenant deux c6tés opposés.
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08 antirotationsd'angleg, d'axe les diagonales,par rapport au plan orthogonala la

diagonale, passant par O. Ce plan coupe les c6tés du cube selon un hexagone.

A noter qu'on peut associerau 24 rotationsl'ensembledes 24 permutationsde quatre objets. En
effet, appliquerunerotationsurle cubeestéquivalenta permuteres quatrediagonalesOn le verra
mieux en coupantles huit sommetsdu cubede fagona obtenirun cuboctaedreNous représentons
ci-dessousn tel cuboctaedren enlevantégalementes facescarréeqyui restentde facona voir ce
qui se passe de l'autre cote.

Colorions les triangles opposés de la méme coulegyicmnnequatrepairesde quatrecouleursll

devient alors facile a voir que :

* les demi-tours d'axes passant par deux sommets opposés du cuboctaedre permutent deux couleur
* les tiers-de-tours d'axes passant par les centres de deux triangles opposés permutent trois couleur:

 lesrotationsd'axespassanpar les centresdescarrés(absentsu cuboctaédrgpermutentquatre
couleurs, soit circulairement pour les quart de tours, soit deux a deux pour les demi-tours.

Annexe Il : utilisation d'opérateurs symétriques ou antisymétriques en physique ou
en Sl

1- Opérateur d'inertie
Soit M un point de massanm sedéplacant la vitesseV parrapporta un référentielet O un point de
ce référentiel. On appelle moment cinétique de M par rapport a O le vecteur :

L(O) =OM OmV
L'intérétdu momentcinétiquetient dansle fait que,lorsqueO estfixe dansle référentielconsidére,
sadérivéepar rapportau temps,appeléemomentdynamiquede M par rapporta O, est égal aux
momentsdesforcesappliquéesenM parrapporta O (y comprisles forcesd'inertiesi le référentiel
n'est pas galiléen).

Supposongiue M effectueun mouvementde rotationautourd'un axe passanpar O. La vitesseV
estalorsdelaformeV = Q [0 OM, ou Q estun vecteurappelévecteurinstantanéale rotation.L'axe
(0,Q) est I'axe de rotation. On a alors :

L(O) =mOM O(Q OOM)

Onintroduit alorsun opérateurappeléopérateurd’inertie,qui, a tout vecteuru, associde vecteur
J(u) =mOM O (u OOM) = m OM?u — m <u,OM> OM = m (OM O u) O OM, de sorte que
L(O) =J(Q).
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En ce qui concerne un solide, on opére de méme en sommant au moyen d'une intégrale triple sur tous
les points du solide. L'opérateur d'inertie prend alors la forme :

J(u) = J&HE]{] OM O (u OOM) dm

:[Eﬁﬁ]{j OM?u —<u,0M> OM dm
J s

J est clairement linéaire et est un opérateur symétrique. En effet :

<J(u),v> = &ﬁj OM?<u,v> — <u,0M><v,0M> dm
[IRE
qui estsymétriqueparrapporta u etv, doncégala <u,J(v)>. Cetopérateurestdoncreprésentfar
A -F -E
unematrice3 x 3 symeétriguedansunebaseorthonorméelLa matricede J s'écritdonc B:F B —DH
E-D C

avec .

A =<J(i),i>= OM? — (i.OM)? dm = (y*+Z) dm, moment d'inertie par rapport a l'axeijO,
J1s J1s
B= &ﬁj (x*+7) dm, moment d'inertie par rapport a l'axejjo,
[ILE

C

&ﬁj (*+y?) dm, moment d'inertie par rapport a l'axeKpD,
[ILE

D=-<(K),>= &HE]{] yz dm, quantité appelée produit d'inertie.
S

E = xzdm
J s

F= Xy dm
J s

Etantsymétriqueglle estdiagonalisabl@lansun repereorthonormédontles axessontappelésaxes
principaux d'inertie.

En général,bienqueL(0)=J(Q), le momentcinétiqueL (O) n'estpascolinéairea Q et n'estdonc
pas porté par I'axe de rotation. Cela ne se produit deestvecteurproprede l'opérateud'inertie.
C'est le cas €@ est porté par un axe principal d'inertie.
A noter que, si O est un point du solide fixe dans le référentiel, I'énergie cinétique du solide est :
=1l v2am=1 i (@ oom)zdm
2 2
J1)s s

:% &HE]{] [Q OOM, Q, OM] dm ou [, ,] dénote le produit mixte
[IEE

:% [Q, OM, Q IOM] dm:%<Q, OM 0O(Q JOM) dm>
J S J s
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:% <Q, J(Q)> :% JQ?% ol J est le moment d'inertie par rapport & l'axe port@par

L'opérateur] vérifie le théoréme de Koenig : I'opératelinertiedu solideparrapporta O estégala

la sommede 'opérateurd'inertie du solide par rapporta son centred'inertie G et de I'opérateur
d'inertie de G affecté de la masse totale M du solide par rapport a O. En effet :

J(u) = J&HE]{] OM O (u OOM) dm

:fJ%E]{] (OG+GM) O(u O(0OG + GM)) dm

:J&j[j]{] OoGO(u DOG)dm+J&|Hj GM O (u OOG) dm
TJ%E]{] OoGO(u DGM)dm+J&|Hj GM O (u OGM) dm

Orﬁﬂj 0G0 (u00G) dm=M OGO (u 00G)
J s

etﬁ]ﬁ]{j GM 00 (u 0OG) dm= GM dm O (u 0OG) = 0 puisqu GM dm= 0
[BEE OJJ)s O OJJ)s O

de méme pou&]jj]{] OGO (u OGM) dm. Il reste donc :
[IRE

J(u) = [%E]{j GM O (u OGM) dm+ M OG O (u D OG)
SoitJo(u) = Js(u) Jsr M OG [ (u O OG)
On en déduit le théoreme de Huygens pour les moments d'inertie par rapport a un)axe (O,
J=<,J(u)>= w,&ﬂj GM O (u OGM) dm> + M <u,0G [0 (u 0 OG)>
S

Le momentd'inertied'un solidepar rapporta un axe(O,u) estégala la sommedu momentd'inertie
du solidepar rapporta I'axe (G,u) et du momentd'inertiede G affectéde la masseV parrapporta
I'axe (Ou).

EXEMPLEZ :
Considérons une plague de mass#ans le plan &y, définie para<x<a, b<y<h. Dans ce cas,

o
KEy oo 4
Jo est définie par une intégrale double. La matrice d'inerti@@t 3 0
0 o m(& + b
[] 3 L
Supposons par exemple que la plaque tourne autour d'une de ses diagonales. On a
Q=Q (codi+sirbj) avec taf :g. Le moment cinétique est donc :

L(O) :%” (b’cod i +a’sind )
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La tangentadel'angle(L(O),) vaut% = tang — 0), autremendit la bissectricedesdroitesOi et

Oj est également bissectrice @eet L (O).

EXEMPLE?2 :
Si la plaque est définie parx < 2a, 0<y < 2b, on a, en utilisant le théoréme de Kaenig :
Jo(u) =Jg(u) +mOG O (u 0OG)

B e = e el IO e
avecmOGD(UDOG)_M%HD%HD%%_W] HBOX ayH a¥+b2k))ZH

m[OG’u — <u,0G> O]
mb —mab 0 0
opérateur de matri% mab mé& 0 Il en résulte que la matrice dgest :

0 0 m(a2+b2)H
Amb?
Emﬁmoaz 0 D Hmb2 —mab O H DT —4:]]:2[) 0 D
|:|0 — DH mab méa , H_ Bmab |:|
DO O m(&’ +b)|:| 0 0 m(a+b) DO O 4ma Am(a” +b) D

On peut aussi faire un calcul direct.

EXEMPLES :

ConsidéronsinesurfaceconiqueS de révolutionde hauteurh, le rayonde la basecirculaireétantR.
On placele sommeten O et I'axe selonOz La matrice d'inertie se calcule au moyen d'intégrale
double. On a, par symétrie, en prenant une densité surfacique égale a 1

A=B=p#7 (¢ +7) dm avecx—ﬁzcoseetdn —zdﬁmdz

h

2 S2

i
2

:ﬁ[j]{] (¢ +y) dmavecxz+y2:%22etdn:%2d93[iRh+hfdz

S
_1
—sz
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R> K
(G +3) Rzo » o []
Les autrescoefficientssontnuls doncla matriceest |:| 0 m(z + 5) 0 |:|Commecas

1
|:| 0 0 > mR |:|
particulier,on obtientpour h = 0 la matriced'inertied'un disquerelativementa sesaxesprincipaux
RZ
Ky o, 0L
D“T%D
(o o -1

EXEMPLE4 :
Si le cbne est plein, le méme calcul, conduit avec des intégrales triples, donne :

ﬁfmz 0 OD
3 R?
%DOZW§D

[Jo o 5[]

Si Q est porté par une génératricedu cone (casou le cone roule sansglisser sur un plan par

0
& e
exemple),colinéaire a %? alors L(O) est colinéairea —4 En général,L(O) n'estpas
hH U O
072 [

colinéaire & saufsi R = A.

EXEMPLES :
Pour une boule pleine de massée rayorr, la matrice d'inertie val%mrz l.

2- Polarisation

Considéronsin corps,par exemple,un cristal plongédansun champélectriqueE. Les électronset
lesnoyauxde chaqueatomesubissentiesforcesélectrostatiquespposéesui tendenta créer,dans
chaqueelémentde volume, un dipble électrique.ll enrésulteune polarisationglobale par unité de
volume P. Dansun milieu homogéneet isotropeet pour desvaleursde E pastrop grande,P est
simplementproportionnellea E : P = ggXE ou X s'appellesusceptibilitéélectrique.Si le milieu n'est
pas isotropeR est une fonction linéaire de Il existe une transformation linéaire M telle que :
P=ME
gu'on peut encore écrire sous forme de composantes :

X XX Mxy MXZ X
Ey H: @ayx Myy My, H%&/H
ZH ZX sz MZZ ZH

M est symétrique. En effet, 'énergie nécessaire a une polarisation est, par unité de%yoi&miﬁ’?

ou <, > désigne le produit scalaire. Commencons par appliquéranmpélectriqueselonx, a savoir
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E

X
E = H, 0< E< E,, ce qui nécessite une éner%]ie E My« dE:% M, E,2. Puisappliquonsun champ
0
xxEx + MxyE
électrique selow, soitE = Ei + B, 0< E< E,. On a alor$ de composantesMyxEx + My,E H donc
0

Xy

dP a pour composantesdE yyH On a donc <E,dP> = (EM,, + EM,) dE, donc
0

%] <E,dP> = MyEE, +% M,,E>2 Le travail total estdonc% My EC + MyEE, + % M,,E,2 Sion
avait commencépar appliquerun champsuivanty puis suivantx, les indicesx et y auraientété
inverséset le travail aurait été% M EZ + M,EE, + % M,,E,>. Les étatsinitiaux et finaux étant
identiques, ldravail estle mémeselonles deuxméthodegprincipede conservatiorde'énergie).On

endéduitque My, = My, Onraisonnede mémepourlesautresindices.On pourraégalementeérifier
guele travail total pour appliquerun champquelconquesstW = % <E, ME>, ou bien,sion noteE

1,

les composantds, W = >

EME, norme du produit scalaire défini par la matrice symét%qwe

Le fait qu'unematricesymétriquesoit diagonalisablelansune baseorthonorméesignifie qu'il existe
trois directionsorthogonalesle polarisationprivilégiée,pourlesquelled? estcolinéairea E, maisles
coefficients de colinéarité rmntpasforcémentidentiquesCe sontlesvaleurspropresde la matrice
M. Les valeurspropressontidentiquessi le cristal posseddes mémespropriétésdansles trois
directions, par exemple,s'il possédeune structurecubique. Dans ce cas, la matrice M est non
seulement diagonale, mais scalaire, et I'on retrouve alors la foPruexXE.

3- Champ des vitesses d'un solide
ConsidéronslansR® (ou tout autreespacesuclidienE de dimension3), un champde vecteurs;j.e.
uneapplicationde R* dansR?*, qui, & chaquepoint P de R® associeun vecteurV(P). Nous dirons
gue ce champ est équiprojectif si :
OP,0Q, V/(P)PQ> =<V(Q),PQ>
Dansce cas,on peutdéfinir un endomorphisme de R® dansR?, qui, & un vecteurw de R® associe
u(w) = V(P)-V(0), si P esttel quew = OP (O étantun point arbitrairefixé). u estantisymétrique,
puisque, sw=OP ett = OQ, alors:
<u(w), t> = <V(P) =V(0), OQ> = <V(P),0Q> — <V(0), OQ>
= Y/(P),0Q> — V/(Q), OQ> en utilisant I'équiprojectivité du charip
= ¥/(P),0OP + P> — V/(Q), OQ>
= ¥/(P),0P> +<V(P),PQ> — V/(Q), OQ>
= /(P),OP> +<V(Q), PQ> — /(Q), OQ> en utilisant de nouveau I'équiprojectivite.
Si on échange les réles deett, on obtiendra :
<u(t), w> = V/(Q), OQ> +<V(P), QP> — /(P),OP> = — «u(w), t>
En outreu est bien linaire car, pour toyttoutw et toutA, on a :
<UAW), t> = — Aw, u(t)> = —A <w, u(t)> = A <u(w), t> = <Au(w), t>
Cette relation étant vraie pour tout t, on a u(Aw) = Au(w). On montre de méme que
u(w +w) = u(w) +u(w).
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u étantlinéaire antisymétriqueil existeQ tel queu(w) = Q O w pour tout vecteurw. Le champV
vérifie alors: V(P) = V(O) + u(OP) = V(O) + Q [0 OP. Un champvérifiant une telle relation est
qualifié de champ de torseM(P) est le moment du champ erfPest la résultante du champ.

Ce casde figure estvérifié par le champdesvitessesV despoints d'un solide en mouvementpar
rapport a E en un instant donné, puisque I'on a, pour tout point P et Q de ce solide :

PQ = Ctell PQ’ = Cted <PQ, V(Q) —V(P)> = 0 en dérivant
Le champdesyvitessesa tout instantdonnéveérifie donc la relation V(P) = V(O) + Q [0 OP. Le
vecteurQ s'appelle vecteur instantané de rotation du solide par rapport a E.

Cela s'appliqueen particulier pour le mouvementplan sur plan. Si Q estnul a un instantdonné,
touteslesvitessesontégalea V(O). Le champdesvitessesstidentiquea cetinstantau champdes
vitesses d'un mouvement de translatiorQ ®ist non nul, iexisteun point O dontla vitesseestnulle
a cetinstantdonné.O s'appellecentreinstantanée rotation. On le trouve en résolvantl'équation
Q 0OP=V(P), ou P est un point arbitraire, au moyen d'une division vectorielle.

Les torseurs sont détaillés dans I'annexe qui suit.

Annexe IV : les torseurs
Un champ de vecteuksen dimension 3 est une applicationRiédansR ®, ou plus généralemenrte
E dans E ou E est un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3.

(i) Ce champ est dit champ de torseur si il existe un veQiaal que:
OP,0Q,V(P)=V(Q) +Q IQP=V(Q) +PQLQ
(i) Ce champ est dit équiprojectif si :

OP,0Q, V(P),PQ> =<V(Q), PQ>

Cesdeux notions sont équivalentesL'implication (i) [ (i) esttriviale. La réciproque,beaucoup
moinsévidente a été montréedansl'annexeprécédenteUn champV possédantesdeuxpropriétés
équivalentegstappelétorseur.V(P) estle momentdu champenP. Q estla résultantedu champ.Q
est unigue car si un autre vect€r vérifie (i), alors, on a :

Ow, Q Ow=Q'0w
et cela implique qu@ = Q' (considérepar exemplela matriceantisymétriqueassocié&é chacundes
deux produitsvectoriels.Les deux matricessont égales,donc leurs coefficientssont égaux,or les
coefficientsdes matricespermettentde reconstituerQ et Q'). Pour connaitreun torseuren tout
point, il suffit d'apres(i) d'enconnaitrela résultanteet le momenten un point. On définit doncun
torseur en un point par le coupf,(V(P)) = Résultante Momenten un point P).

* Exemples de torseurs
Il existe en physique principalement quatre torseurs :
le torseur cinématique d'un solide qui est introduit au moyen de I'équiprojectivité (ii).
les torseurs cinétiques, dynamiquesiesforcesqui sontdéfiniscommesommedetorseurs
élémentaires vérifiant (i)

[J Le torseur cinématique d'un solide
Dansle § 111-3), nousavonsmontréquele champdesvitesses/ despointsd'unsolide par rapporta
un référentieldonnéétait équiprojectif.ll s'agitdoncd'untorseur,dit torseurcinématiquedu solide.
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La résultant& est appelée vecteinstantanéle rotation.Cetorseurpeutvarierau coursdu temps,
de sorte qu€ dépend du temps.

Dansla présentatiorestorseurdaitesci-dessusnpousavonsd-ailleursutilisé desnotationsrelatives
au torseur cinématique.

[ Le torseur cinétique d'un point ou d'un systeme de point
Soit A un point affectéd'unemassan et d'unevitesseV par rapporta un référentieldonné.Si I'on
choisit un point O quelconque, on peut définir le torseur cinétique de A par :

%Ia résultante= mv

ole momentcinétiquedeA enO =0OA ImV =L(0)

L définit un champ de torseur. En effet, le moment cinétique de A en un autre point P est tel que :
L(P) =PAOmMV =L(0) +POOmMV

S'il y a plusieurspoint A; de massem et de vitesseV;, alorsle torseurcinétiqueseradéfini par la
somme de chacun des torseurs élémentaires définis par chagusayoir :
la résultante 3 mV; = MVg ou M =) m etV est la vitesse du barycentre G des points A
le moment cinétique en OL{O) =5 OA OmV;

Dansle casd'unedensitéde points A affectésd'une densitéede massedm et de vitessesV, on
remplacele symbole} par une intégralesimple,doubleou triple, suivantqu'il s'agitd'unedensité
linéique, surfacique ou volumique.

[0 Moment du torseur cinétique d'un solide en un point fixe de ce solide

Considéronsin solide S tel quele torseurcinématiquedesvitessessoit donnéenun point M de S
par(Q, V(M)). Cherchongjuelestle torseurcinétiquede ce solideou chaquepoint M du solideest
affectéd'unedensitéde massedm. Supposonsgju'il existeun point O du solide S, fixe parrapportau
référentiel choisi (de sorte q€O) = 0). Le moment cinétique du solide en O est :

L(O) = J&]Ij]{j OM OV(M) dm

maisle champdesvitessesestun torseur.O étantun point de S fixe parrapportauréférentiel,on a
V(M) =Q [OOM, donc :

L(O):Jﬁ]fj]{j OM O(Q O OM) dm:JﬁHj OM?Q dm—JﬁHj <OM, Q> OM dm

NotonsJo l'opérateur linéaire dit opérateur d'inertie relativement a O qui, a tout vacssocie

Jo(u) :&HE]{] OM O(u OOM) dm= OM?u dm- <OM,u> OM dm
IEE IR J1s

On a donc L(O) = Jo(Q). On a montrédansle § 11I-5) que Jo est un opérateursymetrique,
autrementdit que <Jo(u),v> = <u,Jo(V)>, donc sa matrice dans un repére orthonorméest une
matrice symétrique dite matriced'inertie. Etant symétrique elle est diagonalisabledansun repéere
orthonormé dont les axes sont appelés axes principaux d'inertie.

On notera que I'expression :
L(G) = &HE]{] GM O(Q OGM) dm=Jg(Q)
S

est valide au centre d'inertie G du solide, méme si G est mobile. En effet :
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L(G) :Jﬁ]fj‘]ﬁ GM OV(M) dm = J&]Ij]{j GM O (V(G) + Q OGM) dm

:J&H] GM OV(G) dm + J&ﬁ[j]{] GM O(Q OGM) dm

Mais on %ﬁ] GM OV(G) dm= GM dm ED V(G)=0car GM dm = 0 pardéfinitionde
[ILE OJJ)s O [ILE
G.

Parcontre,si O estun point quelconquelié au solideou non, mobile ou non, I'expressiorde L(O)
comme étant égaleJa(Q) n'estplusvalide.Le plussimpleestalorsde seramenerenG, enutilisant
le fait quelL est un torseur de résultante\k4 ou Ms désigne ici la masse du solide. On a alors :
L(O) =L(G) +OG OMsVe
:JG(Q) +0G U MsVG

[0 Le torseur dynamique d'un point ou d'un systeme de point
Soit A un point affectéd'unemasseanm et d'uneaccélératiora par rapporta un référentieldonné.Si
I'on choisit un point O quelconque, on peut définir le torseur dynamique de A par :

%Ia résultante= ma

ole momentdynamiquede A enO = OA [Oma = §(0)

0 définit un champ de torseur. En effet, le moment dynamique de A en un autre point P est tel que :
o0(P) =PA0ma =9(0) + PO O ma

Le torseurdynamiqued n'estautre que la dérivéepar rapportau tempsdu torseurcinétiqueL a
condition que O soit considéré comme fixe dans le référentiel considéré. En effet :

L(O) OIt(OAD V)—dO—AD mv +0AT09Y v oy + OATOma

at
=OA Oma = &(0)

S'il y aplusieurspoint A; de massem et d'accélératiora;, alorsle torseurdynamiqueseradéfini par
la somme de chacun des torseurs élémentaires définis par chagsavoir :
la résultante 3 ma = Mag ou M =) m etag est I'accélération du barycentre G degs A
le moment dynamique en O30) = OA Oma;

Comparonsdld(t@ etd(0).Ona:
L(O) =3 OA OmV;
0 d'-(o) =5 dOA Omv, +3 oA 09TV
=2 (Vi —Vo) OmV; + 5 OA Dma

= Vo O3 mV; + 3(0)
= —Vo O MVG + 6(0)

de sorteque,commeprécédemmenfﬂl‘dt@ = §(0) si O estun point fixe par rapportau référentiel

diI

choisi, mais aussi si O coincide avec le barycentre G, méme si celui-ci est mobile.
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Dansle casd'unedensitéde points A affectésd'unedensitéde massedm et d'accélérations, on
remplacele symbole} par une intégralesimple,doubleou triple, suivantqu'il s'agitd'unedensité
linéique, surfacique ou volumique.

[J Le torseur des forces appliquées en un point ou en un systeme de points
Reprenonsotre point A et supposongju‘uneforce F s'appliqueen A. Si 'on choisit un point O
guelconque, on peut définir le torseur de force en O par :

%Ia résultante= F

ole momentdela forceenO =M(O) =OAOF

M définit un torseur. En effet, le moment de la force calculé en un autre point P est tel que :
M(P) =PAOF =M(O) +POOF

Le principefondamentatle la dynamiqueénoncequ'il y a identitéentrele torseurdynamiquecalculé
dansun référentielgaliléen et le torseurdesforces. O étantchoisi fixe dansle référentielpour
pouvoir identifier le torseur dynamique a la dérivée du torseur cinétique, on écrit :

F=ma (théoreme de la quantité de mouvement)

OAOF =9(0) =d—Ld(t92 (théoreme du moment cinétique)

Si le référentieln’estpasgaliléen,il faut, dansle torseurdesforces,tenir comptedesforcesd'inertie
d'entrainement et de Coriolis.

S'il y a plusieurspoint A; ou s'appliquentiesforcesF;, alorsle torseurdesforcesseradéfini par la
somme de chacun des torseurs élémentaires définis par chagusayoir :

la résultante 5 F =F

le moment en O M(0O) => OA 0OF;
On peut aussi remplacrpar des intégrales dans le cas d'une densité de points.

Le principe fondamentalde la dynamiques'énonceralors sousla forme suivante,dansun repere
galiléen ou O est fixe :
F = Mag (théoreme de la quantité de mouvement)

M(O) =d—Ld(t92 (théoreme du moment cinétique)

Dansle casstatique,c'esta dire ou le systemede points estimmobile par rapportau référentiel le
torseur des forces, qualifié alors de torseur statique est nul.

F=0

M(O)=0

» Cas particuliers de torseurs

OJ Torseur nul

Sarésulanteest nulle, ainsi que son momenten un point (et donc en tout point). Le champde
vecteurs est identiquement nul.

EXEMPLE: le torseur des forces dans le cas statique est le torseur nul.

[J Couples
Ce sont les torseurs dont la résultante est nulle. Le champ est donc constant.
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EXEMPLEL :
Le torseurdesforcesF appliguéeen un point A et —F appliquéeen un point B estun couple.Le
moment ne dépend pas du point ou il est calculé.

EXEMPLE2 :
Le torseurcinématiqued'un solideestun couplesi et seulemensi le mouvemenestun mouvement
instantané de translation. Le vecteur de rotation instantané est nul.

O Glisseurs

Il s'agit d'un torseur élémentaire défini au moyen d'un point A et d'une résRtpate
M(O) =OA R

EXEMPLEL :

Dansle casd'un point uniqueA, lestorseurscinétiguesdynamiquesou de forcesque nousavons
définis plus haut sont des glisseurs.Dans le cas de plusieurspoint A;, on obtient les torseurs
cinétigues, dynamiques ou de forces en sommant les glisseurs relatifs a chaque point A

EXEMPLE2 :
Le champ des vitesses d'un solide tournant a la vitesse angudaiteurd'unaxe (A, u) (u unitaire)
est le glisseur de résultarta. En effet, tout point P du solide possede la vitesse :

V(P) =«wu OAP

Dansla définition d'un glisseur,on peutremplacerA parun point B appartenané la droite (A, R).
Cette droite est appelée axe du glisseur. Dans I'exemple 2, il s'agit de I'axe de rotation du solide.
M(O) =OAOR=(0OB+BA) OR
=OB R puisquer et AB sont colinéaires.

* Propriétés d'un torseur

[J Axe central d'un torseur

Considérons un torseur de résultaRteon nulle. Alors les points felsque M(P) soit colinéairea R

forme une droite appelée axe central d'un torseur.

En effet, soit O un point quelconque. PosBrrs Ru avecu unitaire. On cherche les P tels que :
M(P)OR=0

o (M(O)+ROOP)OR=0

- M(O)OR+ ROP—-<OP,R>R=0

- M(O) OR + R(OP— <OP,u>u) =0

Le vecteuitOP — <OP, u> u estla projectionorthogonalede OP surle planorthogonala u. On écrit

1

doncquecetteprojectionestconstanteégalea—ﬁ M(O) O u, de sortequelesvecteursP cherchés

sont tels que :

oP= —%M(O) Ou +Au
Il s'agitd'unedroite dont un vecteurdirecteurestla résultante Tousles pointsde |'axe centralont
méme moment.

EXEMPLE:
Dansle casd'un glisseur,les points de l'axe du glisseuront un momentnul, donc colinéairea la
résultante. L'axe central d'un glisseur n'est autre que l'axe du glisseur (cohérence du vocabulaire).
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[J Réduction canonique d'un torseur
Soit un torseurde résultanteR non nulle. Ce torseurpossedain axe central.Choisisson$ sur cet
axe. Le torseur est défini par :
la résultantdR
le momeniM(O)
Il est la somme des deux torseurs suivants ;

un glisseur un couple
de résultant® de résultante nulle
de moment nul en O de moment constant égaVHO)

CettedécompositiorestappeléadécompositiorcanoniqueElle esttelle quela résultantedu torseur
est colinéaire au moment du couple.

EXEMPLE:
Dansle casdu torseurcinématiqued'un solide de résultantde vecteurde rotationinstantanéQ, les
points de I'axe central ont une vitesse colinéafe ke torseur champ des vitesses est la somme de
un champ de vitesses qui est un glisskwagitd'unmouvementnstantandle rotationd'axe
I'axe central du torseur.
un champde vitessesqui estun couple,dont le momentest colinéairea Q. Il s'agitd'une
translation parallelementQ.
La composition de ces deux mouvements,définissantle torseur initial des vitesses,est un
mouvemeninstantanéhélicoidald'axel'axe centraldu torseur.Tout champde vitessesd'un solide
estun mouvementélicoidalinstantanépouvantdégénéreen un mouvemeninstantanéle rotation
ou un mouvement instantané de translation.

O Invariant scalaire d'un torseur

Il s'agitde la quantitée<M(O), R> donton vérifie aisémengu'ellene dépendpasdu point O choisi.
Un torseurestun coupleou un glisseursi et seulemensi cetinvariantestnul. (ou bienR estnul, ou
bien les points de I'axe central ont un moment nul).

O
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