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| : Fonctions d'une variable réelle a valeurs vectorielles
Ce paragraphe pour but de généralisettes procédégle dérivationaux fonctionsde R dansE, E
étant un espacevectoriel normé de dimensionfinie sur R ou C. Cette généralisationun peu

fastidieuse, ne présenteasde difficultés particuliereet estappliquéecourammenen physique,ou
I'on considére des grandeurs vectorielles (vitesse, accélération) fonctions du temps.

1- Dérivation
Soitf: 1 0 R - E.f estdérivableenx, si h”mO% (f(xo + h) — f(xo)) existe.Cettelimite s'appelle

dérivéedef enx,. Sif estdérivableentout pointdel, et de dérivéecontinue,on dit quef estC' et
df

dx’

Si f désignela position d'un point mobile en fonction du tempst, f '(t) n'estautre que la vitesse
vectoriellede ce point. C'estégalementn vecteurdirecteurde la tangentea I'arc paramétredécrit
par le point, a condition que la dérivée soit non nulle (point dit régulier).

on note l'application dérivde, ou [f,

gl(x) []

Si E=R"etf(x) = Z(X) [Jon peut raisonner composante par composante. En effet :
Lo L

1(%0 + h) —f1(xo)

L 100+ 1) ~ 1) :%Hz% " -tbo

L0 + f.ﬁ'—fn(xO) L]



et la limite existe si eteulemensi elle existepour chaguecomposanteautrementlit si et seulement

gu
si chaque composante est dérivable. On a hlmgz L]
Ijn' D
Plusgénéralemensi E estmunid'unebase(e,, ..., &) etsif(x) = fi(x) e1 + ... + f(X) &,, alorsf est
dérivable si et seulement si chadju&est etf ' =f," e, + ... +f, e,

Un casparticulierestE = C, avecf = Ref) + i Im(f). f estdérivablesi et seulemensi Ref) et Im(f)
le sont, ef ' = (Ref))' +i (Im(f)). Il en résulte que, $iest dérivablef aussi, et que :
W5=D@ﬁ%4mﬁ»=D@ﬂW—Hﬂmﬁ»:&5

2- Dérivation d'une composée de fonctions

PROPOSITION
SoientE et F desespaces/ectorielsde dimensionfinie, f : R - E une application dérivable et

u: E - Fune application linéaire. Alors aif est dérivable giuo f)' =uo f'

Démonstration 1
f(% +h) =f(xo) +h f'(x0) + o)
O u(f(o +h)) = u(f(xo) +hf'(x) + o))
AU(f(x0)) +hu(f '(x0)) + u(o(h))
avecu(o(h)) = u(ho(1)) = hu(o(1)) = ho(1) = o(h) caru étantlinéaire estcontinue,et si o(1) tend
vers0 quandh tendversO0, il enestde mémede u(o(1)). 1l enrésultequeu o f estdérivableet que
sa dérivée vauio f .

Démonstration 2
On prend une base( ...,e,) de E et4, ...,&,) de F. La matrice de ayantpourtermegénéraly; et

1 1
f ayant pour composant%. H uo fapour composant%. Havec :
0 0
g =) af
=1
'H
La dérivée dei o f a pour composantes.. Havec :
P

g =) aff
=1

ou 'on reconnaitio f .
Le cas ou u n'est pas linéaire est étudié dans le chapitre Fonctions de plusieurs variables
(FPLSVAR2.PDF).

PROPOSITION
Soientf et g deuxfonctionsdérivablesde R dansE et F respectivementgt B une application

bilinéaire de E x F dansun espacevectoriel G. On peutalors considérerl'application de R dans



G, qui a x associeB(f(x),g(x)), applicationque nousnoteronsB(f,g). Alors B(f,g) estdérivableet
sa dérivée vauB(f ',g) + B(f,g).

Démonstration 1
f(xo + ) =f(xo) + hf'(x0) + o(h)
9(% + h) =g(x0) + hg(x) + o)
O B(f(xo + h),g(% + h)) = B(f(x0) + hf'(x0) + 0(n),g(x0) + hg(xo) + o(h))

= Bko),9(x0)) +hB(f '(x0),9(x0)) + hB(f(%0),g'(X0)) + ...
Les pointsde suspensiomenfermenttous les autrestermes,dont on vérifiera qu'ils sonttous de la

forme oh).

Démonstration 2
On prend une base( ...,&,) de E,(g,, ..., &) deFet(ny, ...,Nm deG. B(g, g) estunvecteurde G

1
ayant pour composante syle scalaird. Sif apourcomposante%. E etg apourcomposantes
n

]

1 n p n p
EZ.. H alors B{,g) =B(Y fie,) g&) =) > fig B(e.s). Sacomposante sg est :
o =1 ==

1=1

M =

ZE fi gjbnk

1=1 =1

n p n p
dont la dérivée vaut ) > fi'g by + > > fig'by et l'on reconnait la composantede
=1 =1 =1 =1

B(f'.9) + B(.9).

Les exemples les plus classiques sont le produit scalaire et le produit vectoriel. On a donc :
(<o) =<"g>+ <, g>
(IfFIP) =< "'f>+ < f>
=2k >
En particulier, sf est une fonction qui, @ associe un vecteur unitaire, onfd,k = 0.

En dimension 3, dans un espace vectoriel euclidien orienté, on a :
(fOg)=f'Og+fl0qg

On peut étendre le résultat précédent aux formes multilinéaires. La dérivée d'un déterminant est :
(detfy, ...,fy)' = detf', f2, ...,f,) + detf,f2, ....,f) + ... + detfy, f2, ...,f)

PROPOSITION
Soit E un espacevectoriel de dimensionfinie, ¢ : R - R etf: R - E deuxapplications

dérivables. Alors & ¢ est dérivable eff o ¢)' =¢' x (f "0 ¢).
La démonstration est la méme celle vue dans le cours de premiéere annéef mderieandk..

3- Fonctions de classe C

f estde classeC" si f estn fois contindmentdérivable.On note C'(l, E) I'ensembledesfonctionsde
classe Cd'un intervalle | dans E. Il s'agit d'un espace vectoriel.



Il : Arcs parameétrés

1- Interprétation physique
Unefonctionf d'unintervallel de R dansun espaceale dimensionfinie définit un arc paramétréen

général Ja fonction considéréeestde classeC* aveck = 2 (fonction k fois continimentdérivable).
L'interprétationphysiqueest la suivante: t élémentde | désignele temps.Plutdt que de voir f(t)
comme un vecteur dépendanttdi peutétrecommodede le voir commeindiquantla poisitiond'un
point mobile qu'on pourra noter W(La vitessevectorielleV du point mobile estdonnéeparf'(t) et
son accelérationvectorielle a par f"(t). (Les dérivées peuvent se calculer composantepar
composante). En coordonnées cartésiennés; i+ yj, oux ety sont fonctions dg on a :

V =Xi+Y]j

a=x"N1+y"

EXEMPLE:

La cycloide (cf Annexe) est parametrée par :
Ex =R(t —sin())
oy = R(1-cos())

ou R est une constante.

2— Etude locale

a) Tangente a la courbe
La configurationde I'arc au voisinagede M(t,) dépenddesdérivéessuccessivedef, et desrelations
de liaisonsentrecesdérivéesNous supposon$ au moinsC'. Considéronga droite (M(tg)M(t)). Si
cette droite admetune position limite lorsquet tend verst,, alors cette position limite serapar
définition la tangente a I'arc en ty)( Deux cas sont possibles :
O lim 1 M(t)M(to) = lim f(0) —1(t) =f '(to) existe et est non nulle.

—>t0 t—to t—>0 t—to
Le point M(to) estdit régulier.Dansce cas,la tangenteestla droite passanpar M(to) et de vecteur
directeurf '(to). Cette situation est la plus générale.Elle correspondd‘ailleurs au cas usuel des
représentationgraphiqueslesfonctionsréelles.Soit g unetelle fonction, dérivable.Songrapheest
représent@arl'ensembledespointsM(x) de coordonnéegx, g(x)). La tangenteau grapheen M(Xo)
est la droite de vecteur directeur §1xo)). Ce vecteur n'est jamais nul.

EXEMPLE:

OX=t—si - L .
Dansle casou E§ - 1_5(;2(20 ,onaf'(t) = El siﬁ((i)so % M(t) estréguliersi et seulemensit # 0

. . —Cos
mod 21t La tangentea la courbeen M(t) estdonnéepar El sint) 0 E Parexemple,pourt = 1, la
tangente est paralléle &0

0 fim ﬁ M()M(to) = f '(t) existe et est nulle.

-l *t— 10
Le point M) est dit stationnaire. Comment trouver la tangente dans ce cas ? Nous supEpgerons
f admet un développement limité a un ordre suffisamment éleveé tel que :

f(t) =f(to) + (t —to)" @ + o({ —to)") aveca, # 0

a, estici un vecteur.On obtientun tel développemerniimité par exempleen raisonnantomposante
par composante(Le casou a tout ordre, a, = 0 est possiblemais ne serapasenvisagéici). La
tangenteestla droite passanpar M(to) et de vecteurdirecteura,. En effet, f(t) — f(ty) estégala



=i (0 = 1(t9) qui

est égal &, + 0(1).a,, qui est la limite de ce vecteur quarténdverst,, estun vecteurdirecteurde
la tangente.

M(t)M(to). C'estdoncun vecteurdirecteurdela corde.ll enestde mémede

Dans le cas d'un point régulier= 1,a, =a; =f '(to).

EXEMPLE:
3
e [
Dans le cas o§§ ; tl—_s(;r(;(;)o avect, = 0, on af(t) = [ J [ }+ ot®) donc :
(B[]

i) =5 F B+ ot

Onaicin=2,a, :% %E La tangente est parallele .0

b) Position par rapport a la tangente
Dans ce paragraphe,on se limite aux courbesplaneset on supposeque f admeten t, un
développement limité de terme génétat to)* a, qui vérifie les hypothéses suivantes :

i) Il existe un plus petit entiertel que :a, # 0.

ii) Il existe un plus petit entien, (supérieur &) tel que &, a,) forme une base du plan.

M(to)M(t) peut s'écrire Xja, + Y(t)a, avec:
X(t) Lt —to)" et Y(t) Ut —t)™ quandt tend verdo.

Plusieurscas se rencontrent,obtenusen étudiantles signesde X(t) et Y(t) suivantquet < t, ou

1>t

[0 Le casusuel: n=1 etm= 2. C'estle casdesreprésentationgraphiquesle fonctionsy = g(x), ou

f'(%) a pourcomposante§l, g'(Xy)) etf"(x)) a pourcomposantef0, g"(Xo)), Si la dérivéeseconde
de g estnonnulle enx,. C'estégalemente casdespointsordinairesdescourbesplanes.Cespoints

sont appelés biréguliers.

Casanalogueau casprécédenmaisplusgénéral n impair et m pair. La courberestedu mémecoté
de la tangente,, indique le sens de concavité de la courbe.

f"(to) ou

f'(to) ou a,

[0 Cas oun estimpair et mimpair (engénéraln=1 et m=3) : la courbetraversesatangenteOnaun
point d'inflexion.



a1

[0 Casou n est pair et m impair : la courbetraversela tangente mais la composantesuivantle
vecteur tangent garde un signe constant. On a un point de rebroussement de premiére espece.

M

[0 Casou n estpair et m estpair : la courberestedu mémecoté de la tangentegt la composante
suivantle vecteurtangentgardeun signeconstant.On a un point de rebroussemende deuxieme

espece.

3— Asymptotes
Il'y a branche infinie lorsquietend verd, si lim ||f(t)|| =+. Deux cas sont faciles a déterminer

-
0 Six(t) - a, ety(t) - o alors la droitex = a est asymptote.
O Six(t) - o, ety(t) - b alors la droitey = b est asymptote.

Seulle casou x et y tendentsimultanémenterslinfini poseprobleme.(D'autrecaspathologiques
éventuels, tels que limite infinie poxiet pas de limite pouwr, ne sont pas considéreés ici).



O Siml - 0, alors il y a branche parabolique d&ndirectionOx. (Il ne peuty avoir asymptotecar

X(t)
y - o). C'est le cas de la courtaec\&

O Siii((% - oo, alorsil y a brancheparaboliquedansla directionOy. (Il ne peuty avoir asymptote

carx — o). C'est le cas de la courpe X

O Siii((% - a, alorsil y adirectionasymptotiquedansla directiony = ax. On ne peutencoresavoir
s'il y a asymptote. On distingue deux sous-cas
Siy(t) —ax(t) » o, alors il y a branche parabolique dans la diregtisrax.

vi

0 X

C'est le cas de la courges x +4/x

Siy(t) —ax(t) - b, alors il y a asymptote d'équatipr ax + b. Ci dessoudy = 2.
v

La différenceentreles deux figures, c'estque, dansla premiere(brancheparabolique)ja courbe
bleue s'éloigneindéfinimentmais de plus en plus lentementde la droite noire correspondanéa la
directionasymptotiquealors que dansla secondgasymptote)ja courbebleues'éloignea distance
finie de la droite noire.

4— Plan d'étude d'un arc paramétré
[0 Déterminer I'ensemble de définition fig.



[0 Réduirel'étude a un ensembleplus petit en tenantcompte des périodicités,symeétries... Les
propriétés les plus courantes sont :

i) 1l existeT tel quex(t + T) = x(t) ety(t + T) = y(t). Il suffit defairel'étudesurun intervalle
de longueur T.

i) Si, pour toutt, x(t) = x(-t) ety(t) = y(-t), alors il suffit de faire I'étude potipositif ou nul.

i) Sipourtoutt, x(t) = x(—t) ety(t) = —y(-t), alorsil suffit de faire I'étudepourt positif ou
nul, et d'effectuer une symétrie par rapport a lI'axexdes

iv) Sipourtoutt, x(t) = —x(-t) ety(t) = y(-t), alorsil suffit de faire I'étudepourt positif ou
nul, et d'effectuer une symétrie par rapport a l'axe/des

V) Si pourtoutt, x(t) = —x(-t) et y(t) = —y(-t), alorsil suffit de faire I'étudepourt positif ou
nul, et d'effectuer une symétrie par rapport a l'origine.

vi) Si pour toutt, X(t) = y(-t) ety(t) = x(-t), alors il suffit de faire I'étude poupositif ou nul,
et d'effectuer une symétrie par rapport a la premiére bissectrice.
etc ...

[ Etudiersimultanémenlesvariationsde x ety, leurslimites. Tracerun tableaude variationou I'on
représente les signesxieety' et les variations deety.

[0 Etudier les branchesinfinies, les points stationnaires Déterminerd'éventuelspoints multiples
(points pour lesquels il existeett' tels que M{) = M(t)).

5— Longueur d'un arc paramétré

Soit E un espacesuclidien.On considereun arc paramétrépar unefonctionf : [a, b] — E declasse
C'. On appelle longueur de cet arc la quantité suivante :

b
L :%] @ Il d
a

La seulejustification quenousdonnerongle cetteformule estuneinterprétatiorphysique Si t estle
temps f(t) estla positiona l'instantt d'unpoint mobile,f '(t) estsavitessevectorielle,|| f '(t) || estsa
vitessescalaire,|| f '(t) || dt la longueurparcouruependantiintervalle de temps[t, t + dt] etL la
somme de ces longueurs élémentaires.

Dans le cas d'une courbe planeRfe la formule devient :

L= %] RO + YD) ot

EXEMPLE:

_ OX =t —sin()
Soit la courbe%y =1 -cosf)
—cosf)

On af '(t) = El sint) % donc :

, 0<t< T (il s'agit de la cycloide présentée en annexe).



L= %] "\J(L—cosf)’ +sin)? dt = %] "\[2=2cosf) dt = %] n23iné) dt=8

0 0

Annexe : la cycloide

On considéreun cercletangenta I'axe desx, qui roule sansglissersur cet axe.On appelle@ I'angle
dontla roue a tournéet on chercheles coordonnéesle M qui était initialementen O. La courbe
décrite par M s'appelle cycloide.

Ondisposede deuxreperes (O, i, j) considérecommefixe, et (O', u, v) considér&commemobile,
lié au cercle. On prendre égalemieniecteur unitaire directement orthogonal au plan (),
Y

Initialement,O'M = Ru = —R, puisu = —sin@)i — cosP)j, v = cosP)i — sinP)j. En effet,0 est I'angle
entreu et—. Parailleurs,la conditionde roulementsansglissemens'exprimepar le fait que OO’ est
égal a R+ R6i. En effet, le centreinstantanéle rotationdu cercleestle point de contactl du cercle

avecl'axe desabscissed.a vitessedu point O' estdoncégalea — 6k 110" = Réi ou 6 désignela
dérivée de par rapport au temps, donc l'abscisse de O'@AIRsi :
OM =00"'+0O'M =R + ROi + R(-sinB)i — cosh)))
%x = RO —RsinP)
gy =R —-Rcos@)



