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CALCUL DIFFERENTIEL
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2) Limites et continuité
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1) Dérivées partielles
2) Gradient
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[l : Courbes et surfaces
1) Tangente a une courbe
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Annexe : Théoreme de Schwarz

| : Limites et continuité

1- Fonctions a valeurs réelles
Dans ce chapitre, on considere des fonctions définies sur un ouveR U @ealeurs réelles :

fix=Xy, o0nX) - f(Xg, oy Xn)
Dans lecasoll n = 2, unetelle fonction peutdonnerlieu & unereprésentatiographiquedansR? par
la représentation de la surface f(x, y).

EXEMPLEL1 : diverses représentations de la fonctienc + y?




EXEMPLE?2 : représentations de= X* —y?
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Les fonctionsf de R? dansR peuventégalemengétre représentéedansle plan par deslignes de

niveauxf(x, y) = Cte. L'utilisation deslignes de niveau dansdivers domainesest tres fréquente.
Citons, entre autres :

isobares : lignes de méme pression

isobathes : lignes de méme profondeur

isoclines :lignes de méme inclinaison magnétique

isogones : lignes de méme déclinaison magnétique

isohyeétes : lignes de méme précipitation moyenne

isohypses : ligne de méme altitude

isothermes : lignes de méme température

2— Limites et continuité

Cesnotionsont déjaété abordéeslansle chapitreEspacesiormés maisla continuitéa surtoutété
étudiéedansle casdesapplicationdinéaires Rappelongjuef tendversla limite | quand(le vecteur)
x tend vers (le vecteux) si :

Oe >0,0a>0,0x, |[x—% || <a O |[fx) -] <t
f est continue eRry sil =f(Xg).

Il convientde noterqu'il ne suffit pasde vérifier la continuitédesapplicationgartiellesdéfiniesainsi

Xi = F(X, oy Xiy oeey Xn)
pour conclure.

EXEMPLE:
Soitf(x, y) :;z—)i% pour &, y) # (0, 0).Onnotequef(x, 0) = 0 et quef(x, X) = 1 desorteque,pour

€ :%, il n'existe aucuh permettant de vérifier :
Oa>0,0a ||a]|<a O |f(a) —I| <%
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puisqu'on doit avoir en méme tenps-|| <% et|1-1| <%.
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La fonctionn‘admetpasde limite en (0, 0). Cependantiesdeuxapplicationgartiellesx — f(x, 0) et
=1(0, y) admettent une limite en 0 puisqu'elles sont identiquement nulles.

Comment alors, procéder pour déterminer une litlhReatiguementpn serameneau voisinagede 0
en effectuantun changemende variablex = x, + a. S'il existeunefonctiong de R dansR telle que

Iimo g(r) =0 etdaOR"|f(a)| <g(la]l) , alors on peut conclure qlimo f(a) = 0. En effet :
- a—

Oe>0,0a>0,|lal|<a0 g(lal])<e O |f(a)| <e
On peut utiliser une norme quelcongue, en raison de I'équivalence des normes en dimension finie.

EXEMPLEL: f(x, y) :;2%%2. Si on note :\/? +V?, on alf(x, y)| <r. La fonction admet dongne
limite nulle en (0,0). (On aig(r) =r)

En ce qui concerne la continuité, on utilise les trois résultats suivants :

» Les fonctions de projectioxy ...,X, ..., X,) — X sontcontinuequtiliser directementa définition
ou bien utiliser le fait qu'ellessontlinéairesen dimensionfinie, et toute applicationlinéaire en
dimension finie est continue)

* La somme, produit, quotient, composée de fonctions continues est continue.

« Sila fonction est a valeurs daR¢, raisonner composante par composante

EXEMPLE:

La fonction &, y, 2 — X=3y est continue sur son ensemble de définition.
€ + 3xyz

Il : Dérivation

1- Dérivées partielles

Lesfonctionsqui suiventsontsupposéedéfiniessurun ouvertU de R". Soit f unefonction définie
deU dansR, etsoita = (a, ..., a,) un point de cetouvert.On appelledérivéespartiellesdef ena
les dérivées des applications partielles suivantes :

X1 - f(Xq, @, ...,a,) dont la dérivée ea, est noté@,f(a) ou%(a)
1



% — f(ay, ..., %, ...,a) dont la dérivée ea est notédif(a) ouaa_;(a)

Xn - f(ay, ...,an1, X) dont la dérivée ea, ; est noté@d,f(a) ou%(a)

On dérivedoncf par rapporta la i*™ composanteen considéranies autrescomposantesomme
constantes. Si chaque dérivée partielle est continue, on diegtide classe'C

EXEMPLE:
_ of _ of _
f(x,y) = 2y O 5 Y) 6Xy’ et ay(x, y) = 45y

L'intérétdesdérivéegpartiellesestqu'ellespermettenun développemenimité de f au voisinagede
chaque point. Ainsi, avec I'exemple ci—dessus :
f(x+h,y+K = 2x+h)3y+K?=2x°®+ 3¢h + xk+ h’)(y > + 27k + k?)
= Xy 2 + 6¢y’h + 4cyk+ o(||b, K)II)

=x,9) +h 2 (x,y) + k%(x, y) + o(ll, KI)

partie linéaire em K) de la variation de f

PROPOSITION :
Soitf declasseC' surunouvertU de R". Alors, pour tout élémenta de U, ettout vecteurh tel que

a + h appartienne aJ, on a :
= . of
fla+h)=f(a) + > h 3@ *odlinh
i=1 X1
Cette expression s'appelle développement limiféad@rdre 1.

Démonstratiorhors programme, mais est-elle si difficile ?
On ferala démonstratiordansle casn = 2 pour simplifier. On appliquedeuxfois le théoremedes
accroissements finis pour les fonctions respectivesf(x, a,+ h,), ety - f(as, y) :

f(al + hl, a + h2) —f(al, az) = f(al + hl, a + h2) —f(al, a + h2) + f(al, a + h2) —f(al, az)

:hl ﬂ(a;]_ + Glhl, a + h2) + h2 ﬂ(a;]_, a + ezhz) avec 91 <letO< 92 <1
aXl aXZ

=h (Sa, ) + 0(1) +he (2 (an, ) + 0(1)

ou o(1) désignedesfonctionsde (hy, h;) qui tendentversO lorsque(h,, hy) tendvers (0, 0). On
trouve bien |'expression annonceée.

L'applicationlinéaireh = (hy, ...,h,) - > %(a) h; s'appelledifférentielledef ena, notéedf(a). Par
=1 1
ailleurs, les applicatiornts — h; sont notéesxj de sorte que :

n

i@ =3 = (@)h

1=1
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o of

@) =5, e ox
of = zl % ox

En physique,on note souventde la méme fagon les fonctions et les valeurs qu'elles prennent
(E(X, ¥, 2 estmoinsla fonctionqui a (X, y, z) associeuneénergieE(X, y, 2) que cetteénergieelle-

méme).Alors que le mathématicierconsidéredx commela fonction qui a (hy, hy, hs) associela

variationh; dex, dx estconsidérépar le physiciencommela variationde x elle-mémeDe mémele

mathématicierconsideredf commel'applicationqui, a unevariationde position h, associda partie
linéaire de la variationde f, alors que le physicienconsidéeredf commecette variation elle-méme,
d'autantplus que h peuventétre choisissuffisammenpetits pour rendrel'erreuro(|| h ||) indécelable
par les instruments de mesure.

EXEMPLE:
f(x,y) =X’ en (1,2)0 %( =y t=2 Etg_:/ =InX) xx' =0
df(1,2) = 2c

ainsi, 1,02°°=1,04019... alors que le calcul du développement limité au premier ordre donne :
1+2x0,02 =1,04.

En (2,2), on af2,2) = 4 &+ 4In(2) o/
ainsi, 1,98°' = 3,94727... alors que le calcul du développement limité au premier ordre donne :
4 —4x0,02 + 4In(2) 0,01 = 3,9477...

2— Gradient

n
DansR" muni de sastructureeuclidienne,on peutvoir la quantité’y %(a) hi commele produit
i=1 0%

scalaire du vectedr par le vecteur de composangé't(a). Ce dernier vecteur s'appellegeadientde

f ena, notégradf(a) ou [If(a) (en physique). On a doné&(d)(h) = <h, gradf(a)>, ou encore :
f(a +h) =f(a) + <h, gradf(a)> + o(||h ||)

Onremarqueraue,pourun déplacement delongueurdonnéeja variation(au premierordre def)
df(a)(h) estmaximalelorsqueh estcolinéairea grad(f), nulle si elle estorthogonalea grad(f). Cela
s'interpretegéométriguemenpar le fait que les surfacesde niveaux f(x;, ..., X,) = Cte sont
orthogonalesu gradient.La directiondu gradientindiquela directionsuivantlaquellef variele plus
vite, la normedu gradientmesurantintensitéde cettevariation.Parexemple si f estl'altitudeenun
point de latitudest longitude(X, y), grad(f) estle vecteurorientédansla directiondela ligne de plus
grandepente,de normeégalea la pentelocale. Au contraire,si on se déplaceorthogonalemenau
gradientf ne varie pas. On suit une ligne de niveau.

Cette interprétation est utilisée :
[0 en mécanique f = —grad(E) ou E estI'énergiepotentielle.f indique dansquel sensl'énergie
potentielle décroit le plus vitéest la force dérivant de I'énergie potentielle E.
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Par exemple: la théorie Newtoniennede la gravitation considéreque la Terre est soumisea une

force centraledirigéeversle Soleil de la formef = % u ou u estun vecteurnormédirigé du Soleil

vers la Terre, (C <0) et=/x +57 +7 . Soit E :%. Ona:

JE__C or_ Cx
o0x ’ ox ™

de méme pour les autres dérivées. D'sugrad(E).

Autre exemple,au voisinaged'un point a la surfacede la Terre,si E = mgz alorsf = -mgk. E est
I'énergie potentielle de pesanteur.

Dansle casde la Terre dansson ensemblejl estdéfini en chaquepoint un champg de pesanteur
dérivant d'un potentiel. La surface de niveau, perpendiculaire pdimiti ce champg de pesanteur,
et correspondanau niveaumoyenO de la mer, est appelégéoide On peut I'approximerpar un
ellipsoide,dontle géoidepeutcependantlifférer en certainslieux par plusieurscentainesie metres
d'altitude. L'International Association of Geodesya défini le Geodetic Reference System
IAG GRS1980 en convenant des longueurs damiebxes de l'ellipsoide, a savoir :

a=6 378 13Mma I'équateur

b =6 356 752,314fn aux pbles
Ces longueurs different de modéles d'ellipsoides précédemment définis, par eetungéHayford
en 1909 pour lequel :

a=6 378 388n

b=6 356 911,9464n
et celui de Clarke en 1880, pour lequel :

a=6 378 249,2n

b=6 356 515,0n
Le systemagéodésiqudérancaisNTF (NouvelleTriangulationFrancaisg utilisait encorerécemment
I'ellipsoide de Clarke, mais le décret n°2000-1276 du 26 décembre 2000 définit un nouvealeréseau,
RGF93 (RéseauGeéographiqueFrancais de 1993), basé sur l'ellipsoide IAG GRS1980. Cet
ellipsoideesten effet utilisé au niveaumondialparle WGS84(World GeodesicSystende 1984)sur
lequelestbaséle positionnemenGPS.Quanta I'Europe,elle utilisait encorel'ellipsoidede Hayford
pour sabasede données€D50 (EuropeDatumde 1950) avantde s'alignerelle aussisur le nouvel
ellipsoidedansle cadrede 'lETRS89 (Europe Terrestrial ReferenceSystemde 1989). L'utilisation
d'un mémeellipsoideau niveau francais,européenou mondial est une nécessitéafin d'éviter les
différencesde positionnemenselonles systemestilisés.L'IGN (http://www.ign.f) donnel'exemple
suivant du positionnement d'un méme point :

NTF Ellipsoide de Clarke 7°44°14.0" 48°36°00.0"

ED50 Ellipsoide de Hayford 7°44°16.4" 48°36°03.0"

WGS84 Ellipsoide IAG GRS 1980 7°44°12.2" 48°35759.9"
Le décalagepourrait atteindreplusieurscentainesde meétressi on prenaitles mémescoordonnées
dans les trois systémes.

[ en électricité: E = —grad(V) ou V estle potentiel électrique.E indique dansquel direction le
potentiel décroit le plus vite. E est le champ électrique.Cet exemple est tres ressemblaniau
précédentcar uneparticulede chargeq placéedansun champélectriqueE estsoumisea uneforce
gE, qui dérive donc de I'énergie potentiaj\é.



Dansun conducteuren équilibre, celui—ci se trouve a un potentiel constant.Le champest nul a
I'intérieur du conducteur, et le champ extérieur est orthogonal a la surface.

L'intérétdu potentielestque saconnaissancsuffit pour connaitrele champde vecteurset queles
calculs éventuelssur des quantitésscalairessont plus faciles que les calculs sur des quantités
vectorielles.

Donnonsun dernierexemple: on considérda Terrecommeun fluide en équilibre hydrostatiquede
masse volumique constante (hypotheses trés réductrices !'). Dans ce cas :

grad P =ug
ou P estla pression,u la massevolumiqueet g I'accélérationde la pesanteuru point considére.
L'accélératiorde la pesanteumdiquedansguel sensaugmentda pressionElle estorthogonaleaux
lignesisobareset la variation de pressionest d'autantplus importanteque p est grand. Ainsi, au
voisinage de la surface terrestre, on a, en fonction de la profandeur

dp_ pHg O P = R + gz (avecz orienté vers le bas)

dz
Plusgénéralemensi R estle rayonde la Terre (considéréeeommesphériqueici), x la distancedu

point considéréau centre et go I'accélérationa la surfacede la Terre,on a g = glg—x En effet,

I'accélératiorgravitionnellevaut a la surfaceg, = %'\24 (avecG constanteuniversellede gravitation,

M massede la Terre),soit%T[R3u x gz ou encoreA'—n]':l_,’G—R alorsqu'ala distancex, onag = @];’G_x
d'ou :

dP_ _MOX [ b - p ol 4 uR

ax~ " R ° - RTHIpRTHIn
Au centre de la Terre¢k=0 et P = P+ ugog.

Application numérique : R = 6370 km, M = 6*1@g, G = 6,67 10' N.n".kg?

P vaut envirorL74 10° Pa.(La valeurtrouvéedansce modéleextrémemensimplifié estenfait deux
fois plus petite que la valeur actuellemenestiméedansdes modelesplus élaborésmais I'ordre de
grandeur est bon).

Sionposex = R -z onobtient: Py + pgo(z — %) Soit uneerreurpar rapporta P, + pgz égalea

Z
- HQ%-

3— Dérivées de fonctions composées
a) Considérons d'abord le cas suivant :

f
Ri]&%]&

\ g /

t— o) - f($(1) =9t
On suppose quieest C, de méme qué. On noterah, et d, lesdeuxcomposantede ¢. Alors g est
Clet:

g(t) :a"’—;@ () (1) *a%‘"’ () 62t
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En effet :
g(t +h) =f(d(t + h), do(t + h))
=f($1(t) + hda'(t) + o), d2(t) + hd2'(t) + oh))
b\/Hd \c_\/;/
=f(Xy + Hy, X + Hzl) en posant; = ¢4(t) etx, = d,(t)

=F(x1, %) + Hy a"—xfl(xl, %) + Ho a"—xfz(xl, %) + o(lI(H, Hall)
=0() + (620 204, %) + 620 ‘a’—;(xl, %)) + ofh)

car || (H, H) || =|h|O(1) ot O(1) est borné. Donc o(|{(HH,)[]) = ob)

Doncg estdérivableent de dérivéel'expressiorannoncéeOn noteraque,si la courbet - ¢(t) est
incluse dansune courbede niveaude f, alorsg = f o ¢ estconstantede sorte que la quantité

of

X1 B
of B
X2

estorthogonalea la tangentea la ligne de niveau,dirigée par le vecteur%l. E Ce fait a déjaete
2

%(q)(t)) d4'(t) + %(q)(t)) $,'(t) estnulle. Celasignifie quele gradientde f de composante
1 2

signalé.

Le résultatprécédentainsique sadémonstrationse généralisgavecn indicesau lieu de 2) sousla
forme suivante :

f
R i R" - R

\ g /

t- ¢ - (o) =9

On a alors :

g =3 Lo 00

1=1

On peut aussi écrire cette dérivée sous la f@'{tle= <grad f($ (1)), ¢'(t)>

b) Considérons ensuite le cas :

f
RP i R" - R

\ g /

X —y=0() - f(y)=fod(x) =9(x)
904 =90xa, -, %) =F(§1(x), ..., 9n(x))

PROPOSITION
Sif et¢ sontC', alors il en est de méme deet, pour tout i variant dé ap:
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g = 5 O (500 2
309 = 3 S(00) G2

k=
En effet, g)% estla dérivéede l'applicationpartielle en x;, et I'on appliquele résultatdu a) sur la

fonction partiellex; — g(x1, ..., X%, ..., %)

Les notationsutiliséesen physiquesont peut-étreplus faciles pour comprendreet mémoriserles
formules.Le physicienen effet, ne donnepasde nom aux fonctionsmaistraite directementavecle

nom des variables.
HH . _B*H
X = o —>y: 4
B0 8.0
0z _ 020y, 020y, 020y,
0% Oyi 0% 0y 0% 0y, 0%

Cetteformule estla généralisatiorde la dérivationdesfonctionscomposéesle R dansR, quele

physicien écrit sous la forn%( :g—;% (Regle de la chaineuchain ruleen anglais).

EXEMPLEL :
Passage en polaire
(r,6) - (xy) - f(x,y) =9(r, 6)
X =rcos@)
y =rsin(®)
%9=% cosp) + g—:/ sin@)
log_ of of

f90 " ox sin®) +a/ cosg)

Ce systeme permet d'en déduire inversement que :
9 _99 ;550) 199 sin)

ox or r oo
oy or sin@®) + r 30 cosg)

On obtient ainsi I'expression du gradient en polaire :

g 19
df=Ug +=%
g = " r e ®

Onremarqueraue,en physiqueesfonctionsf et g sontnotéesde la mémefacon,la différencedes
variablesétantpréciséegpar I'utilisation d'unitésdifférentes(ex, metreset metrespour (X, y) ; metres
et radianspour (r, 8)). Ceci apparaitégalementdansla situation suivante: une quantité— par
exemplel'énergieinterned'un gaz— peuts'exprimercommefonction de diversesvariables(T,P) ou

(T,V). Dansle premiercas,les physicienssontobligésde noter(g—_LIf)P et (g—_Llf)V lesdérivéegartielles

de U parrapporta T respectivemenlorsqueles variablessont(T,P) et (T,V). Le problemene se
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posepasen Mathématiquecar le mathématicierauraitnoté de maniéredifférenteles fonctionnelles
U =1(T,P) et U =g(T,V). Il écrirait alors simpleme% oug_% sans ambiguité.

EXEMPLEZ2 :

f
R - R* ge

(t)D
t - 8 [T~ gxy.zb)
t

La fonction composée est la fonctibn. g(x(t), y(t), z(t), t). Sa dérivé(est%g X + %8 y + %g Z+ %?

. Ce casse présenteen physiquelorsquel’'on considéreune particule se déplacantdansun champ
scalaireE(X, y, z t), out estle temps.Celasignifie qu'enchaquepoint de I'espaceest définie une
fonction E dépendant éventuellement du temps. On souhaite connaitre les variations de Elgue subit
particule, non seulement du fait que E dépent nisaussidu fait quela particulesedéplace(On
parle alors de dérivéeparticulaire).Le physicienauratendancea noter E(t) la fonction de la seule
variablet, composée de E €tOn a alors

dE_a_EX.+a_Ey+a_Ez+aE_aE

—= — =—+ <v,JE>, ou v estla vitessede la particule,JE est
dt “ox " oy’ ez’ ot ot P

EHE
[ de

l'opérateurqui a E associde vecteur _y |:lautrementjit le gradient,et ou < , > estle produit
%
2L

scalaire.dd—ltE est la dérivée de la fonction composeée, alors%%u{st la dérivégartiellede la fonction

initiale.

Le casd'unchampvectoriel E estidentique.ll suffit de raisonnercomposantgar composanteOn
notera ici :
dE _oE

&g T WE

X
ou <v,[1> estl'opérateurqui, au champde composante%y Eassociele vecteurde composantes
Z

[kv,UE>0O
v,UE> S Un casimportantse présenteen cinématiquedesfluides : entout point du fluide regne
[kv,0E> 0
un champdesvitesses/ de cefluide, dépendanéventuellementdu temps.A linstantt, uneparticule
setrouvanten (X, y, 2) possedda vitessev = V(X, y, z t). Sonaccélératiorest,d'apresla formule
précédente :
_oVv

a=—+<V,[I>V
ot
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V oV oV oV
X + VX X + V X + V X
|j6 ox Y oy 0z D

0, g _Lav,, 0 VYRV

o 25\,5 %a Vo TV Vi "
Ve vy OVz ., \,0Vz, \, 0V,
Vg TV Y oy Vi, [

quia pourcomposanteé— +V,—

pourra Vvérifier que cette expression est égale a :
a= %—\t/ +1 grad(V?) + Rot(V) OV

qui est l'autre expression possible de I'accélération de la particule, avec :
oV ov
+V —¥+ V,—%
D/ Yoax Cox L

|:‘I/avx+ oV, , y, oV, []

1 2 _
> grad(V°) = |:| dy Vy dy "3y |:|
aVX + V aVy + V aVz

9z Yoz ‘oz D
Eavz vy |:| Bl.avx _avz)vz _ (avy _aa\)//x)vy 0]
VX aVz X Vy VZ av D

- — X VZ

Rot(V) OV = %} y % W X) — oy azy) B

Terminons par une propriéte :
PROPOSITION
Soit f une fonctiol€* définie sur un ouvert convekede R", a valeurs réelles. Alors f esbnstante

si et seulement si son gradient est identiquement nul

Démonstration

U est dit convexe sidadU,0ObOU,Ot0OJ0, 1],ta+ (1 —t)b O U. L'ensembledesta + (1 —t)b
lorsquet décrit[0, 1] estnoté[a, b]. Desexemplesde convexessontdonnéspar un demi-plan,un
disque, etc...

Sif est constante, toutes ses dérivées partielles sont nulles.

Réciproquementi toutesles dérivéespartiellessontnulleset si a et b appartiennené U, alorsla
fonctiong =t - f(ta + (1 —t)b) a pour dérivée &—b, grad f(ta + (1 — t)b)> doncestnul puisquele
gradientestidentiguementul. g estdonc constantedoncf(a) = g(1) = g(0) = f(b), ce qui prouve
gue la valeur déne dépend pas du point choisi.

4— Extremum
Sif: UOR" - R admetun extremumena = (ay, ..., a,), alorspourtout i, la fonction partielle

x - f(a, ..., %, ..., &) admetun extremumen a.. Parconséquentpourtouti, %(a) =0, cequ'on

peut résumer en énoncant agmed f(a) = 0. Un tel point est dit point critique.
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Cen'estqu'uneconditionnécessaireklle n'estpassuffisante(elle estfaussedéjapour les fonctions
de R dansR. Exemple: x® en 0). Etudionsde plus présce qui se passeen dimension2. Pour
simplifier les notations,on supposejuea = 0 et quef admetun développemeriimité a l'ordre 2 au
voisinage de (0,0) sous la forme :

f(x, y) =f(0, 0) +ax® + Bxy + yy* + o)

our? =x% +y2. Il n'y a pas de termes linéaires g)!a(qo,O) etg—:/(0,0) sont supposés étre nuls.

« Casl: laquantitéax’ + Bxy + yy* strictementpositive pour tout (x, y) non nul. Cettecondition
se produit si et seulemensi le discriminantp® — 4ay < 0 et a > 0, si et seulemensi elle peut
s'écrire comme somme de deux carrés. En effet, dans ce tcenfee considér&commefonction
dex n‘admet pas de racine sauksiy = 0. Si on pos& =rcos@) ety =r sin(@), cetteexpression
s'écrit r’(acog(B) + PcosP)sin@) + ysirf(B)). Lorsque B décrit [0, 2m], la fonction
8 - acog(8) + BcosP)sin®) + ysirf(B) est continue, strictement positive, donc admet un
minimum strictement positih. On a donc :

f(x, y) = f(0,0) +r’m+ o(®) =f(0,0) +r’(m+ o(1))= f(0,0) pour assez petit
Doncf admet un minimum local en (0,0). De mémp’si 4ay < 0 eta < 0, siet seulemensi ax®
+ Bxy + yy* s'écritcommel'opposéd'unesommede deuxcarrés, f admetun maximumlocal en
(0,0)

« Cas2: I'expression(x, y) — ax® + Bxy + yy* changede signe,ce qui seproduitsi et seulemensi
sondiscriminantest strictementpositif, si et seulemensi elle peut s'écrirecommedifférencede
deuxcarrésDansce casil n'y a pasd'extremuncarsi (x;, y1) esttel queox,® + Bxgy; + yy.° > 0,
alors pour t assezpetit, f(txy, tys) = f(0,0) + t*(ax® + Pxiyr + Wi°) + o(t) est strictement
supérieura f(0,0), et si (X, V) esttel que ax,® + Pxay: + VW,° < 0, alors pour t assezpetit,
f(tx, ty2) = f(0,0) + (X + PXayz + Vy2°) + o) est strictement inférieurfén, 0)

» Cas3: lI'expressiorestde signeconstanimaissansétredansle casl. Cetteconditionse produit
si et seulemensi le discriminantp? — 4ay = 0, si et seulemensi I'expressiorestun carréparfait
ou I'opposé d'un carré parfait. Dans ce cas, on ne peut rien conclure.

EXEMPLE1 :
Sif(x,y) =x° + 3y +y* + o) = (x +§ZY)2 —%{f + o(?), il n'y a pas d'extremum.

Sif(x,y) =x¢ + 3y + 3y* + o?) = (x +§ZY)2 +§4f + o(?), il y a minimum local en (0,0)

Sif(x,y) = =X — Xy— 3/ + o) = — +§ZY)2 —%ff + o(?), il y a maximum local en (0,0)

Sif(x, y) =y* + o), on ne peut rien dire.

EXEMPLE2 :
Le dernier cas est illustré par I'exemple suivant :

f(x y) =y = ¢ —y* + X' =y* + o(?)
Il estfaux de dire que,siy # 0, alorsf(x, y) LJy* = 0, et quepoury = 0, f(x, 0) = xX* = 0 et d'en
conclurequef admetun minimumen (0,0). En effet, la premiéreéquivalencesstincorrecte: pour

2 2
yz 0,y +0o(?) =y (1+ o(ry)), mais on ne peutabsolumenpasconclureque o(ry) tendversO

guandy tend vers 0. D'ailleurs, pour tout O :
fit, ) =t'— 2" —t® +t* = —1°
etf prend des valeurs négatives dans tout voisinage de (0,0). Il n'y a pas d'extremum.
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5— Dérivées successives
Les dérivéespartiellespremieressont de nouvellesfonctionsde R" dansR.. On peut évidemment

itérer le procédéde dérivation, définir des dérivéespartiellessecondeset parler de fonctions de
classeC?, lorsquecesdérivéessontcontinuesget plus généralemente fonctionsde classe<C* pour
des fonctions dont ldspremiéres dérivées partielles existent et sont continues.

X 2
On noteg—):2 ou 0;f la dérivéesecondebtenueen dérivantdeuxfois de suite par rapporta x;, azng

2
ou d;9;f la dérivéesecondebtenueen dérivantd'abordpar rapporta x, puisa x;, et o ou d9;0if la

0%0%
dérivéesecondeobtenueen dérivantd'abordpar rapporta x puis a x. Cesdeuxdernieresdérivées
peuvent étre différentes. Cependant, la plupart du temps, elles sont égales.

THEOREME DE SCHWARZ

2 2
Soit f de class€® sur un ouvert d®" Alors, pour tou((i, j) oF __of

oxdx  OX0X

Cette propriété est d'usage courant en physigue. Une démonstration est donnée en annexe |I.
Plusgénéralemenpour unefonction de classeC®, I'ordre de dérivationdesk permiéresiérivéesest
sans importance.

Il : Courbes et surfaces

1- Tangente a une courbe

Une courbe d®? est le plus souvent donnée

e par un paramétrage- ¢(t) :

Si ¢'(t) est non nul (point régulier), il s'agit du vecteur tangert(®na la courbe.

xrls

storthogonala la tangente
%f
y

a la courbe em. Si ce gradient est non nul, on dit da@oint estrégulier.L'équationde la tangente
est alors :

of of -
3 (<=2 + () (y =) =

» dans le plan, par une équatitx y) = O :

Soitm = (a, b) un pointdela courbe.Onavu quele gradient

EXEMPLEZ :

fx,y) =X +y"—1=0
grad f = 2%( Eet I'on retrouvele résultatbien connuquele rayond'uncercleestperpendiculaire la
tangente a ce cercle au point de contact.

EXEMPLE2 :
f(x,y) = (¢ +y)* = -y) =0

En polaire, on obtient :
-13-



r? = cos(®)

ARy
N,

On constatequ'al'origine, il y a deuxtangentesCe point n‘estpasrégulier.De fait, le gradients'y
annule.

EXEMPLES :

L'eIIipsefz +é — 1 = 0 admet pour tangente & Yo) la droite d'équation :
a~ b

(x=%) 22+ /=Y0) {3=0

éguation qu'on peut encore éc%@+¥b}§—’ -1=0.

L'équationde la tangentea une courbede niveau peut se retrouverpar le raisonnemensuivant.
Supposongju‘auvoisinagede (Xo, Yo), la relationf(x, y) = 0 permetde définir localementy comme
fonctionde x, soity = ®(x). On a doncidentiquement(x, ®(x)) = 0 sur un intervalle centréen xo.

Cetterelationpermetde donnerla valeurde ®'(x) enfonction desdérivéegartiellesde f. On dérive
par rapport & la fonction composée :

. %z @JX) gﬁ f(x, ) = f(x, ®(x))

Cette fonction composée étant identiquement nulle, il en est de méme de sa dérivée.
of of
0=—(XYy) + D'(X) —(X,
SN+ Tx.Y)

of of

a3 Y) 5,00 ¥o)
Donc :®'(x) = — et en particulier pout =X, (ety =yg) : ®'(Xo) = I

E(X, y) a/(xo, Yo)

(On remarquerajue @' s'annulela ou %( s'annule)Le physiciennoterapluét cetterelation sousla

forme suivante :

of

—op G- _ox
f(x,y) =00 dx " of
oy

2— Surfaces
Une surface darR? est le plus souvent donnée
e par un paramétrage :
(uv) A
(uyv) - UV 5=f(u,v)
(uv) b

ouf est de classe'@ur un ouvert U diR?.
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Pour définir un arc paramétré au sein de la surface, il suffit de se donner deux fanctiofts t —
v(t), indiguantcommentles deux paramétresepérantie point de la surfacevarienten fonction du
parametre.

(u(t),v(t)) d
Le vecteur tangent a cette courbe en en point considéré est donné par la dérivéey€it),v(t)) H

(u(t),v(t))
a savoir u'(t) %(u,v) + V(1) %(u,v) ou %(u,v) (respectivemen%(u,v)) est le vecteurdont les
composantesontles dérivéespartiellesde x, y et z parrapporta u (respectivement). En général,

cesdeuxvecteurssontlinéairemenindépendantsSi c'estle cas,lesvecteurdgangentenun point M
donnéa touslesarcsparamétrépassanpar M = f(u, v) sontdonctous élémentsdu plan vectoriel

engendre’parIesdeuxvecteurs(%(u,v) et%’(u,v) calculésen M. On définit le plan affine passanpar

M et de direction le plan vectoriel précédetftv) + h%(u,v) + k%(u,v) |hOR, kOR} comme
étantle plantangenten M a la surfacell s'agirdu planapprochante mieux la surfaceau voisinage
de f(u,v). On reconnaiten effet dansl'expressiorf(u, v) + h%(u,v) + K %(u,v) le développement
limité def(u + h, v + k) sanssonresteeno(|| (h, k) ||). Le vecteurnormala ce plan estobtenuen

faisant le produit vectoriel a(%(u,v) par%/(u,v).

e par une équation implicite ¥(y, 2 =0 :
La surfaces'appellesurfacede niveaude la fonction F. Une courbeinclusedanscette surfaceest

(t) d

donnéeparun paramétrage — %(t) Hdefac;onque,pourtoutt, F(x(t), y(t), z(t)) = 0. Si on dérive
(t)

cette relation, on obtient :
X() S0, 0, 20) *+¥() S0 00, 20) + 200 T, Y0, 20) = 0

(t)
ce qui exprime que %(t)g vecteurdirecteurtangentea la courbesi le point est régulier), est
(t)

F
0
NS E o |
orthogonala _y |:lau point considéré,c'est-a-direau gradient. Comme pour les courbes,le
0
z
gradient est orthogonal aux surfaces de niveau.

Etablissonaun lien entreles deux situations.Si on supposeque I'une desvariables,z par exemple,

est, au moins localement, fonction des autres, alors on a, dans un voisinage du point considéré :
Fx,y,2 =0

o z =f(x,y) pour une certaine fonctidn

[ O xy, Fy,f(xy) =0
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oF , OF _of oF L OF of _

0 —+—x—=0et—+
oX 0z O0x eay 0z ay
oF oF
of 0x of oy
0 —=—-— et —=——=
ox_ oF ~ dy oF
0z 0z
oF

Il nousfaut doncsupposequea estnon nulle au point considéréget nousadmettronsgjue, pour f

de classe € cette condition est également suffisante pour I'existence locle de

Remarguongau passageuelesphysiciensoterontles relationsprécédentesousla forme suivante,
en utilisantx, y etz :

oF oF
ax y4 ay
Fx,y,2 =00 =——et =—=
xy=00 Eh =-Ke %) o
az 0z
Si la relation permet de défirar= ®/X, y), y = Py(X, 2) etx = D,(y, 2), on aura :
OF OF OF

0P 0Py 0P, _ 0y 0z Ox_
oy 0z 0x JdF OF aF
ox o0y 0z
relation que les physiciens noteront plut6t sous la forme :

0xy Oy
=-1
(5 39 G
On définit par exempleles coefficientscalorimétriquessuivants,en thermodynamiqueu la pression
P, la température T et le volume V d'un gaz sont reliés par une relation F(T, P, V) =0

=T a_'||:'))v coefficient calorimétrique de dilatation

h= —T(g—v) coefficient calorimétrique de compression

On a dond (‘3—\;) (ST) (ﬁ) T%)P:h

gy g

Revenonsa notre surface,dont le paramétrageale la surfaceest B‘ H Les vecteursdu plan
(x y)

tangentau point (x,y,z) considérésont Eet Un vecteurnormalau plantangentestdonc

P e
5@@%



of

ax L
Dﬂ D)u encore par—

0

i |

implicite F(, y, 2 = 0, un vecteur normal a la surface est donné par le gradient de la fonction F.

4l
o o

On retrouve donc le fait que, pour une surface donnédastmme

EXEMPLE: Soit la surface = x> —y”. Donner I'équation du plan tangent au point (1, 2, —3).

dy 0O

* Sionconsidérde parametragéx, y) — B(Z y 7 H alorsle plantangentpassepar (1, 2, —3) et est

ST 1 BoH

dirigé parles deuxvecteursdérivésE|2 Het H— H calculésen ce point, a savoir Het H— H
X 2y 4

2
Un vecteur normal est donné par le produit vectoriel de ces deux vecteurs, ce qxﬁé%ne
1

* On peutaussiparameétrisefmais quelle idée !!) la partie de la surfacecontenuedansle demi-
ch(t)
espace = 0 parle paramétragér, t) — gsf;(t) E Lesvecteursdérivéssontproportionnelscette
r
h(t) H ht) H H—Zrch(t) H ZH
fois =sht) met £h(t) 5 dont le produit vectoriel estégala 5 2rsht) mqui vaut 54 Sau point
2 H Ho B H 1 Hi H
considéré, comme ci-dessus.
« On peutaussiconsidérera surfacede niveauz — X* + y* = 0. Le gradient,orthogonala cette
12X H—ZH
surface est égal 2y Hqui vautH4 Hau point considéré, comme ci-dessus.
01 1

Une équationdu plantangentestdonc— 2x + 4y + z = 3. Dansle casprésentje plantangentcoupe
la surface.

L7
ey s
Ngaii

il
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Annexe : Théoreme de Schwarz

Dans cette annexen démontrde théorémeaede Schwarzdansle casou n = 2. Soitf unefonctionde

2 2
classeC? sur un ouvertde R? Nous voulons montrerque of _ 07 . Nous considéronda
6X16X2 aXZaXJ_

fonction suivante :
A(hl, h2) = f(Xl + hl, Xo + h2) —f(Xl + hl, X2) —f(Xl, Xo + h2) + f(Xl, X2)

i) Considéronsp,(t) =f(t, x> + hy) —f(t, X2). On a, erappliqguanie théorémedesaccroissementfnis
aq)l .
A(hl, h2) = q)l(Xl + hl) — q)l(Xl) = hlq)l'(X1+ Ghl) avec0<06<1
of of
a A(hyg, hy) = hy (Z—(X + Bhy, X + hy) ———(X + Bhy,
(hy, hy) 1(aX1(X1 1, X2 + y) aXl(Xl 1, X2))
0°f
aXZaXJ_

:hlhz (Xl + Ghl, Xo + e'hz) avec0<9'<1

en appliguantle théoremedes accroissementfnis sur la fonction x, — %(xl + 6hy, X2). Onen
1

Alhihy) _ 9% %

P .
X1, X ) car est continue.
A1y A2),
aXZaXJ_

déduit que lim =
a (hl,hz)—>(o,0) hlh2 aXZaXJ_

i) Onpeutégalementonsidéred,(t) = f(x, + hy, t) — f(xy, t). Parunraisonnemenanaloguea celui
qui précede, on a:
A(hl, h2) = q)z(Xz + h2) — q)z(Xz) = hzq)z'(Xz + Thz) avec 0 <1

h, (a"—)‘;(xl + h, o +Thy) —a"—)‘;(xl, %o +Thy))

o%f
=h;h
2 6X16X2

2
Donc im  Ahuhy) _ 0
(hi,hy) - (0,0) hihz  axi0%

(Xg +Thy, Xo +Thy) avec 0 ' < 1

(X1, X2)

On en déduit donc I'égalité des deux dérivées partielles secondes

2 2
Voici un contre—exemplejansle casd'unefonctionnon C?. Soit f(xy, X2) = Xlx; X1+ < X2 ) endehors
1 2

de (0,0) ef(0,0) = 0
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2 2 2, 3
ﬂ(XL Xo) = Xo(Xg —Xg) + (X4éx_l|_))((22)2 en dehors de (0,0)
1 2

%(0,0) =0, dérivee en 0 de la fonction- f(xi, 0) = 0
1

of
O —(0, X2) = =X, pour toutx
6X1( 2) > P >

0’

6X26X1

(0,0)=-1

De méme :
of X1(X12 — X22) 4X13X22
o) = —
(X12 + X22)2

of
O —(Xq, 0) =x; pour toutx
6X2( 1 ) 1P 1

0’

6X16X2

g

0,0)=1

0’

6X16X2

On remarque donc q%e)z(a%(o, 0)# (0, 0)
2UAL

O
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