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| : Systémes d'équations linéaires

1- Définition
Soit X unefonctionde classeC' d'unintervalleouvertl dansk” (ot K = R ou C). X estsolution
d'un systémedifférentiel linéaire si, pour tout t élémentde |, il existeune fonction A de | dans

M, (K), et une fonction B, de | daii€”, telles que :

X'(t) = A{t)X(t) + B(t)
A et B serontsupposéegontinues.L'équationX'(t) = A(t)X(t) s'appelle équationsanssecond
membre (ou homogéne).

EXEMPLE: x ety étant fonction dé
OX =2x+3ty + e
Oy =—4tx +y +sinf)

Onaici:

At) = i ?@ etBY = @siﬁt(t) ]

Un problemede Cauchy consistea se donnerun tel systéemedifférentiel linéaire, ainsi qu'une
conditiondite initiale de la forme X(tp) = Xo, OU tp estun réeldonnéélémentde |, et X, un élément
de K". La questionestalorsde savoirs'il existeunesolutiona ce probléme et si cettesolution est
unique. Le théoréeme suivant, que nous admettrons, répond a la question :
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THEOREME DE CAUCHY POUR LES EQUATIONS LINEAIRES
Considéronge systemalifférentiellinéaire X' = A(t)X + B(t), ou A estunefonctioncontinued'un

intervallel dans M,(K), et B unefonctioncontinuede | dansK". Etantdonné(t,,Xo) élémenide
I x K", il existe une solution uniqué définie sur telle queX(to) = Xo.

2— Structure des solutions de I'équation homogéne

Rappelongjue, dansle casou n = 1, la solution généralede I'équationdifférentielle avec second
membreest sommed'une solution particuliereet de I'équationgénéralede I'équationsanssecond
membre. Il en est de méme dans le cas général. En effet :
O Si X4 est une solution quelconque de X' = AX gtuke solution donnée de X' = AX + B, alofg
+ X, vérifie :

(Xg+ Xp)' = X4 + Xy = AXg+ AX, + B = A(X; + X,) + B
donc X + X, est solution de X'= AX + B
[0 Réciproquement, si X est solution de X' = AX + B, alors X,-v&ifie :

(X=Xp)' =X =X =AX +B - AX,—B = A(X — X))
Donc X — X, est une des solutiong,X

Intéressons—nous a I'équation sans second membre. Soit L I'ensemble des solutions X deX&quation
= A(t)X, et soitty un élémentde | donné.L eststablepar + et ., et estdoncun espacevectoriel.
Considérons I'application suivante :

L - K"

X - X(to)

Cetteapplicationestclairementinéaire.Parailleurs,le théoremeale Cauchys'appliqguang I'équation

= A(t)X, on en déduit que l'applicationprécédenteadmetune réciproquea savoir I'application
qui, a chaquevecteurX, de E, associda solutionX élémentde L telle que X(to) = Xo. L'application
est donc un isomorphisme. Ceci a pour conséquence les points suivants :
O Si X(t)) = 0, alors X = 0. Autrementdit, si une solution s'annuleen un point, elle est
identiquement nulle.
[0 En prenantla contraposéele l'implication précédenteyne solution non identiquemennulle ne
s'annule jamais.
O E etL étantisomorphe®nt mémedimensionSi E estde dimensionn, L aussi.Si Xj, ..., X, sont

n
dessolutionslinéairementindépendantegputesles solutionsX sontde la forme X = Z Ai Xi, et
=1

dépendentle n paramétresrbitrairesA;. Cependantgcelane dit pascommenttrouver Xy, ..., X, et
sauf cas particulier (tel que B\natrice constante), il n'y a pas de méthode générale.

EXEMPLEL :
QX— (x+ey)
@f— 2 €%-y)

i 1 : L
On vérifiera que X; = %‘i% et X; = @-t Esont solutions. Elles sont indépendantesToutesles

solutions sont donc de la formeX; + A>X5, soit :
BX(t) Ale Az
|:|y(t) AL+ et



EXEMPLE2 :
@X’ - X+ }Z/
D 1+t
_ X+ t_x
Dy o1+t
. t 1 . N
On vérifiera que X; = %E et X, = g[ Esont solutions. Elles sont indépendantesToutesles

solutions sont donc de la formgX; + A>X5, soit :
%X(t) = Alt —Az
oy(t) = Ay + Ast

Dansles deux cas, si on se fixe X(to) = %o et y(to) = Yo, On obtient un systémelinéaire de deux

équationgdontlesdeuxinconnuessontA; et A,. Le déterminantdu systemeestnon nul, commeon

le vérifie facilement,doncA; et A, sontuniques.Si X(to) = y(to) = 0, alorsx ety sontidentiquement
nulles.

3— Cas des matrices diagonales ou triangulaires

Deux cas sont faciles a résoudre :
a) A est diagonale ou diagonalisable dans une base indépendante de t
Si A est diagonale, le systeme X' )X se réduit an équations scalaires de la forme :
X' =a(t)x

Si A est diagonalisable dans une base indépendahtaatens P la matricde passagéconstantea
la nouvelle base, et D(la matrice diagonale. On a :

A = PDP*
et X' =AMX « X' =PDt)P'X

= PX'=D@H)P'X

Posons Y = PX. On a alors :

Y' = D(t)Y qui se résout comme vu précédemment. Connaissant Y, on en dédBiY X

b) A est triangulaire ou trigonalisable dans une base indépendante:de t
Si A esttriangulaire,on peutrésoudrdes systemegn cascadell ende mémesi A esttrigonalisable
dans une base indépendante, dme fois effectué le changement de base.

Cela s'applique en particulier lorsque A est une matrice constante :

EXEMPLES
. Ox =7x + 10y
O Resoudr%y = 34y

: 7 10 R — .
La matrice A vaut de polynémecaractéristiqué\® — 3\ + 2 = 0 d'ou A = 1 ou 2. Pour
3-4

) S )
A =1, unvecteurpropreestdonnépar @SE alorsquepour A = 2, unvecteurpropreestdonnépar

%31% On prend donc D % gﬁavec P %5’3 _21% On a A =PDP.



. A€ .
OnveutrésoudreX' = AX = PDPX ouY' = PX' =DPX = DY d'ouY = ﬁlez Hd'oux =PY=
A€+ ZueZtH
e —pet

X=3x+y
DResoudr@y _ax -y

3 .
A= @4 _1% det(A—Al) = A*— 2\ + 1. A = 1 estracinedouble.Un vecteurpropreassoci@ A = 1
1 . . N : .
est par exemple, = Eﬁ% A n'est pas diagonalisable. On peut chercher a la trigonatisberchant
e tel queA.e;, = & + e, cequi donnecommeéquation2x + y = 1, d'ouparexemplee, = %% Ona

pglog. {1 ) e 10 e N .
P= @2 1% D= % 1%etA =PDP". Sion poseg2 E— Y = P°X, onseramenea Y' = DY d'oule
systeme plus simple :

Hzl' =tz
0% =2
d'oliz, = A€ etz = pe' + Ate'. D'oux = pe + Ate' ety = —ue' + A(-2+1)e

AX =—X+8y—2z
0 Résoudrely =x+ 3y -z
Bz =3x -6y + 2z
18 -2
Alors A = 51 3 —15de polyndmecaractéristiqualet(A — Al) = — (A\-5)A—1)(A\+2). Un vecteur

HS —6 2 H
o

propreassocié la valeurproprel est% H unvecteurassocié la valeurpropre—2 estH H etun
3

H—SH —-2-3 00
vecteurassociéa la valeur propre5 est 1 -2=D = D-20x Les solutionsde
1B Ba ok 0 51

OM€ O M€ — 2062 — 3™ O
Y' = DY sonthae? - A+ A2 — 2hge”
sont IZI Donc X = PY vaui A€ + A€ 3€
OAge™ O [BA€ + 3,62 + e [

gX =19+ 11y — 452
O Résoudrély =4x + 4y — 10z
Bz =8x+5y—19%
911-45
La matriceA vautH4 4 10H det(A—Al) =— (A —2)(A\ — 1)°. PourA = 1, un vecteurpropreest
8 5 -19

= %Ealors gue pour A = 2, un vecteurpropreeste; = %E On peut cherchere, tel que



4 H 4 2 10
Ae, =& + e, parexemplee, = -2 -21-etb=P1 0H La résolutionde Y' = DY
02

08 "B

[P\let + Aztet O
donne comme solutioﬁ A€ S D'ou finalement :
O Mt O

EX 5)\1e + 5)\21:8 + 4)\2e + 2)\3e2t
Dy =— 2)\28 + )\3e2t
EZ 2)\18 + 2)\21:8 + Azet + )\3e2t

Cela s'applique également dans certains cas ou A est variable. Reprenons les exemples du 11-2) :
EXEMPLEZ2 :

@X 1+t
DV =

U 1+'[2 1+'[2 U

La matrice A vaut [ ] [ dont le polyndme caractéristiquedet(A — Al) vaut
L™ 1+t2 1+¢ [
2 1 t+i _t+i
(A _1+t2) + a+07 Lesvaleurspropres(complexesgontA = =1i0 PourA =1y un vecteur

propre Vvérifiey = ix, soit par exempl%:il% De méme, laaleurpropreA = f—:,'[z admetpourvecteur

_ _ t+i
propre@_li%SoitP:E:il _1@?1:%@:: Elﬁz%%_iﬂ[):m gt %@Résolvons Y' DY,

puis posonsX = PY. La résolutionde Y' = DY avecY = gi% conduita I'équationz;’ :—th : !

(respectivement,’ :1t—;,'[2 2) qu'on aurait pu obtenir directementa partir du systemeen posant

z; =y + X, (respectivemers, =y —ix) et dont les solutions sont de la forme :
z =M\ exp(% In(1 +t°) +i arctan)
=A\/1+ t? (cos(arctart]) +i sin(arctant)))
:Al + Allt

: A+ A +it(Ar—A +
(respectivement, = A, — Azit). On en déduit que gj% = ﬁ 1+ Az +it(Ar —Ay) H ﬁt tu

(A1 =A2) —(A1 + At
combinaison d% Eet de@rlt %

EXEMPLES :
OX = 1(4 - 3)x + (2t2—2t)y+4'[—3t2
Oy = 6t(1 —t)x + (4t° 3t)y + Bt —6t°

—3t2 2t2
_ 3t Eet B le vecteur%t 62 %On aX = AX + B, avecX de

composant ety. Le polynomecaracterlsthuejeA vautdet(A—Al) = A®> —t(t + 1A + t°. Les
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valeurspropresvalentt ett. Un vecteurpropreassocié t vaut % % et un vecteurpropreassocié
t* vaut %% On peutdonc définir une matrice de passage® égalea % 2% SoninverseP* vaut

-1 L t O : R
5 % La matricediagonaleD = P"'AP vaut% 2 % Posonsy = P'X. Y estsolutiondu systéme

différentiel :

Y'=DY +P'B
soit :

Ex‘ =tx+ 2t

gy =ty -3’

ou x ety désignent maintenant les composantes de Y. Ce systnésoutsangdifficulté. Ontrouve

@x aexp%) 2
Dy bexp(%)+3

La solution en X vaut enfin PY, soit :
3 2
Fx = bexpg) + 2aexp%) -1

gy =2b expg) +3a expg)

ol aetb sont deux constantes arbitraires.

4— Recherche d'une solution particuliere

Si I'on connaitn solutionsindépendante$X;, ..., X,) de I'équationsanssecondmembre,il est
possible de trouver une solution particuliére de I'équation générale X>%+AB(t) sous la forme :

X = Z Ai X avec les notations du paragraphe 2)

n
Il suffit alorsde résoudrez Ai' X; = B, ou lesinconnuessontles Ai'. On a en effet un systemede
=1

Cramerpour tout t, car s'il existaitun to tel que (Xi(to), ..., Xn(to)) étaitlié, il existeraitay, ..., oy
scalaires non tous nuls tels que :
ale(to) + ... +Gan(to) =0



Mais dansce cas,la fonctionX = 5 o;X; vérifierait X' = AX et X(to) = 0, donc,d'aprede théoreme
1=1

de Cauchy, X serait identiquement nulle, ce qui signifierait que les fonctipns, X, sont liées.

n
Par conséquentpn peut résoudrele systémez Ai' Xi = B, trouver les solutionsA', puis en les
1=1

intégrant, trouver les;.

EXEMPLEL :
Ex :% (x+ey)+1

H
0Oy =5 €Ex-y) +t

' 1
OnaX; = %i Eet X, = @-r% On chercheX sousla forme X = A1 X; + A,X, ce qui conduitau

systeme :
%Al'et —Az' =1
D)\l' + Az'e_t =t

@7\1 _e +'[
D)\Z _—1+te

Une solution partlculiére est par exemple :
2
@Al =—= e + —

d'ou :

D)\z———+ (t—1)e

Donc finalement :
1 té t 1 ¢

Fix = e —po - 5 T+§—§(t—1)e

L] 1 2 te!

0oy = M1+ P _Ee 1T 5 Li-1)
EXEMPLE2Z :

@x':—w +1+¢

L —x+t

0oy =

1 . .
OnaX; = %Eet X; = g[ % On chercheX sousla forme X = A1X; + A,X, ce qui conduitau

systeme :
AAt—A) =1+t
DA]_' + tAz' =1
d'ou :



1
=t e
D)\._ t
0 =1t 1ve

Une solution particuliere est par exemple :
2
= :% + arctant)

e=-t +% In(L + 1)
Donc finalement :
3
@x = Mot — M2 +t§ +tarctant) +t —% In(1 +t?)

L =+ t—ﬁ+arctan()+1|n(l+'f2)
Dy M1 + -2 2 2

Il : Equations différentielles linéaires du second ordre

1- Equations linéaires a coefficients constants

Rappel de 1lére année :

Ceseéquationssontdela formeax' + bx + cx = d(t). Lessolutionssontde la formez + x, ou x, est
une solution particuliére, etla solution générale de I'équation sans second membre.

z se trouve de la facon suivante. On écrit I'équation caractéristijsdor + ¢ = 0
» Si I'équation possededeux racines distinctesr et r', z est combinaisonlinéaire des deux
exponentielleg” ete’.

« Sil'équation posséde une racine doubieest combinaison linéaire @e ette".

» Sia, b, c sontréelset sil'équationpossedaleuxracinescomplexesionréellesr etr' conjuguées,
delaformea +if3 , zestcombinaisorinéairedespartiesréelleset imaginairesde I'exponentielle
complexe”, & savoire™cost) ete™sin(Bt).

On remarqueque,danstous les cas,l'ensembledessolutionsde I'équationsanssecondmembreest
un espace vectoriel de dimension 2.

Xo Se trouve de la fagon suivante :

« casax' + bx + cx = P()e", ou P estun polyndme et k estéventuellementomplexe.On cherche
Xo sous la forme Q)€*, avec Q polyndme de degré égal & deg(Rn&st pas racinge'équation
caractéristiquede degréégala deg(P)+ 1, si k estracinesimplede I'équationcaractéristiqueet
de degré égal a deg(P) + 2ksist racine double de I'équation caractéristique.

» autres cas. Voir plus bas.

2— Equations linéaires a coefficients non constants

Ceséquationssontde la forme a(t)x" + b(t)x + c(t)x = d(t), ou a, b, ¢ et d sontdesfonctions
continues a valeurs réelles ou complexes.



a) Structure des solutions :

Il estfacile de vérifier que les solutionssont encorede la forme z + X, ou X, est une solution
particuliere et z la solutiongénéralede I'équationsanssecondnembre On résoutcesequationssur
desintervallesouvertl ou a ne s'annulepas.Quitte a diviser par a, on seraménea une équationdu
type suivant, (en rebaptisant les coefficients) :

X' =a(t)x' + b(t)x + c(t)
En posany =X, on peut lui associer le systeme suivant :

=Y

oy =a(t)y + b(t)x + c(t)
ou encore

X'= A()X + B(t)

) 1
avec X :gj % Ala matrlce% a% etBle vecteu%%

Les résultatssur les systemedlifférentielsdu premierordre s'appliquedoncici et nouspermettent
d'affirmer quel'ensembledessolutionsde I'équationsanssecondmembreestun espacevectorielde
dimension 2, et queto( Xo, Yo) €tant donnés, il existe une unique solutiamérifiantx(to) = %o etX'(to)
= Yo (théoréme de Cauchy pour les équations différentielles linéaires du second ordre).

b) Cas ou I'on connait I'une des solutions de I'équation sans second membre

Si I'on connait une solution particulieree I'équation sans second membre, et qui ne s'annule pas sur
l'intervalle d'étude, on peut cherclxesous la forme& = uz On a en effet :
X=uz
X =uzZ+uz
X'=uz'+2uZ +u"z
or X" = a(t)x +b(t)x + c(t) etz' = a(t)Z + b(t)z
On obtient donc : 27 + u"z=a(t)u'z + c(t)
qui estuneéquationdifférentiellelinéairedu premierordreenu’, et qu'onsaitrésoudredanstousles
cas.

En ce qui concernel'équationsanssecondmembrex"' = a(t)x' + b(t)x, la méthodeconduit a
I'équation2u’Z + u"z = a(t)u'z qui estune équationdifférentiellelinéairedu premierordreen u' sans
secondmembre: les solutionsd'unetelle équationformentun espacevectorieldedim 1. u' estdonc
le multiple d'une certainefonction. Quanta u, on l'obtiendraen intégrantu’ et en rajoutantune
constantal'intégrationarbitraire.On voit alorsqueu appartienta un espacevectoriel de dimension
2. Onretrouvele fait quel'espacedessolutionsd'uneéquationlinéairedu secondordre sanssecond
membre est un plan.

c) Recherche d'une solution particuliére :

Considérongleux solutionsz et z linéairementindépendantesolutionsde I'équationsanssecond
membrez' = a(t)Z + b(t)z. Le programmeprévoit quela recherchele solutionsparticulieresdoit se
faire avecindication d'une méthode.En voici par exempleune. Les solutionsde I'équationsans
secondmembresontde la forme x = A\;z; + A,z avecA; et A, scalaire.On pourrachercherune
solution particulierede I'équationavecsecondmembreen déterminantes fonctionsA; et A, telles
que :

Bx = 7\121 + AzZz
oAz +A2=0



Le probleme est évidemment de trouver d'alzpet z,. On sait paexemplerésoudrece problémesi
les coefficientssont constantsSi I'on connaitune solution particulierez;, on peut appliquerle b)
pour trouverz.

Voici un dernier cas ou il est facile de trouveraparticulier solution de I'équation homogéne :
at’x" + btx + cx = 0 (Equation d'Euler}, b etc étant constants
On peut cherchersous la forme =t', ce qui conduit a I'équation :
ar(r—1) +br+c=0
permettantde déterminerr. On peut égalementeffectuerle changementle variablet = €", qui
conduit a une équation a coefficients constants.

On peut enfin essayer de chercher des solutions sous forme de séries entiéeres.

EXEMPLES
0 Résoudre £X" + t(2 +t)x — (2 +t)x = — 2°(t + 1)
On résout I'équation sans second membre :
— X"+ 1(2 +HX — (2 +t)x=0
On résout pour # 0. On constate que=t estsolutionévidente(?). Cherchond'autresousla forme
x=ut. Onax =ut+uetx'=u"t+2u dou:
—tu" — 2%U' +t(2 +t)(Ut +u) — (2 +tut=0

= —tu+tu=0
- ull - ul
- u=Aée

- u=Ae +p
d'oux = Ate' + ut

Cherchons une solution particuliere sous la forme :
Bx = Ate' + put
oAte' + u't =0
On obtient :
X =A1+t)d +p  (on voit l'intérét de la deuxiéme équation pour simplifigr
X'=A(L+1)e + ' +A(2 +1)€e
On remplace dans I'équation, ce qui donne :
NP1 +t)e -t = — 2t + 1)
On obtient donc le systeme :
AAte' + u't =0
ON'(t+ 1) + ' = 21t + 1)e
%)\' =2(@t+1)
ou' =—2( + 1)
Une solution est par exemple= t* + 2t ety = —2€ d'oux = t°¢.,

=4

Annexe | : Méthodes approchées de résolution

La majorité des équations différentieltps arrivent"naturellement'tiansdesproblemesoncretsest
rarementrésoluble. |l existe cependantdes procédésnumériquesapprochésimplantés dans de
nombreuxlogiciels. Cette annexea pour but de donnerune idée des méthodesutiliséesdansces
logiciels.
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1- La méthode d'Euler
Soit I'équationx’ = f(t,x). On choisit un pash. On chercheune solution approchéede I'équation,
vérifiant x(to) = Xo. On approximela solutionexactex par unefonction affine par morceauxsur les
intervalles[nh,(n+1)h], les valeursde x en nh valantx,, défini de la fagon suivante.On pose,par
récurrence :

th =ty + nh

OXn+1 = X + Df(ts,X,)
Si f estC', on peutmontrerque la fonction approchéeconvergevers la solution exacteau sens

suivant: soit [0,t] un intervalle subdiviséen n intervallesde longueurégalesh = % Lorsquen tend

vers o, Max |x, —x(t,)| = 0. Nous nous contenterons de comparetx(t).
<psn

Les exemplesci-dessoussont choisistrés simplesde fagon a observercette convergenceDansla
pratique,la méthoded'Euler et les autresméthodessont utiliséespour desrésolutionsnumériques
approchées, lorsqu'on est incapable d'obtenir des solutions explicites de I'équation.

EXEMPLEL : X =X

On prend, = 0. La solution est évidemment x€. La méthode d'Euler donne :
X1 = X0 + g O Xy = Xo(1+h)"

Sinh =t, quandn tend vers l'infini, on obtient a la limite :
X(t) = xo€ qui est la solution exacte.

EXEMPLE2 : X' = —tx
2
La solution est donnéepar x = xoexp(— %). La méthoded'Euler conduit a considérerla suite

Xor1 = %o — NPX, = (1-nhP)x,. Une programmatiorsur calculatriceconduit cependant: une limite
tendantverso en changeantle signelorsquen tendverslinfini, h étantfixé, alorsquela solution

exactetend vers O lorsquet tend vers l'infini. (Prendrepar exempleh = % et calculer200 a 300

termes).Celaestd( aux approximationgjui sontmultipli€éespar n a chaqueitération, de sorteque
I'erreur commiseest de I'ordre de n!. On concoit donc les difficultés de prévisionque I'on peut
rencontredorsquel'équationdifférentielle n'‘estpasrésoluble Le mémeproblemese rencontrepour
les méthodes qui suivent.

2— La méthode du point milieu

Elle a pourbut d'amélioreda méthoded'Euler,enremarquantju'entre(tn,x,) et (th+1,Xn+1), la dérivée

X' est mieux approchéepar la valeur de f au point milieu. Cela demandecependanbl'estimer%

(Xn+Xn+1), €Stimation que I'on obtient & partir de la méthode d'Euler. On pose donc :

h
s — n+_
Etn o 2

waz =Xt gf(tn,xn)
Xn+1 = Xn T hf(tn+1/z, Xn+1/2)

EXEMPLE: Avec I'exemple 1, on obtient :

h
s — +=
the, = Nh 5
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Cy (14D
Xn+s = X (1 + 2)

h? h?
Xn+1 = X%n.(1 +h +7) =%.(1 +h +7)n
On obtient en développement limité de éy@vec un ordre de plus. L'approximation sera meilleure.

3— La méthode de Runge—Kutta

Cette méthodeest une généralisationde la méthodeprécédentepu des premiéresestimations
grossiéres permettent d'obtenir ensuite de meilleures approximations.

h
th, =1Th + >

thw1=th +h
p1 = f(tn, Xn)

Xnsis = X + nzﬁ approximation par Euler
P2 = T(thse Xnss)

_ hp, . . o .
Zniy = Xn + 5 autre approximation du méme point

Ps = f(tn+1/z, Zn+1/2)
Zo+1 = X% + hps point milieu sur
Ps = f(the1, Zoer)

Xn+1 = Xn + h(% + % + % + %) estimationobtenueen pondérantoutesles pentesencontrées
a l'aide des coefficients intervenant dans l'intégrale de Simpson.
EXEMPLE: avec I'exemple 1 :
1
tn+1/2 = (n + E)h

ter = (LN

P =X
P2 = Xns1e = Xn. (1 +g)
N h, K
P3 = Zniys = X% (1 +2 + 4)
_ _ h*  h
Pa = Zn+1 = %n.(1 +h+2+4)
2 1.3 4
xn+1=xn.(1+h+h7+%+%f

On remarque que I'on obtient le développement limité denpagd(ordre 4.

Annexe Il : Le pendule de Foucault

L'expériencedu pendulede Foucault,effectuéepour la premiérefois en 1851 au Panthéongconsiste
aobserveruele plandanslequelsebalanceun penduleestaffectéd'un mouvementle rotation.Le
phénoménétantassedent, on utilise un pendulede grandelongueurafin quela vitessedu pendule
et donc les atténuations dues au frottement de l'air, soient faibles.

En 2001, le penduleoriginal était visible au Muséedes Arts et Métiers, et une reconstitutionde
I'expérience initiale a également eu lieu au Panthéon.
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L'explication du phénoméne faittervenirl'accélératiorde Coriolis dansunrepéere(O, i, j, K) lié ala
Terre.O estle point d'attachedu pendule k indiquela directionverticale(versle haut),i l'est,j le
nord. Les équations du mouvement sont :

=-20c0D Z + 2080y +Ax (1)

y' =—208IN0 X' + Ay (2)
=—g+ 20c09 X + Az 3)
Eﬁ+¢+f_ﬁ @)

W= 2247}] estla vitessede rotation de la Terre. 0 estla latitude du lieu. Les coefficientsx, y', Z

proviennente |'accélératiorde Coriolis —2w [0V qui a pour composantes2 Efmo&ﬂ DD % H Les
Ouwsind IZI
coefficientsAx, Ay et Az représenterit tensiondu fil. | estla longueurdu fil. A causede la derniere
équation, le systeme n'est pas linédne supposeraoncquelesoscillationssontfaibles,defacona
négligerles déplacementserticauxet a ne conservergue les termesdu premierordre. On posera
alors :
4)z=-I

@)1=

Le termeen X dansl'expressionde A est égalemennégligé car, dans(1) et (2), il fournirait des
termes enxx ouyX qui seront du second ordre. D'ou :

B = 2usirb y - x (1)
B I
1 - M ] _9
Dy 2008IN0 X Iy (2)
On dispose alors de plusieurs méthodes de résolution :
METHODEL :
Le systeme est équivalent a :
" H 0 2using ‘% 0 '
: [E 208in0 0 0 —% ]
[ E 1 O 0 O0 [
0 1 0O O

de la forme V' = AV. Le déterminant de A~vaut :
2
At + (dufsin’e + 2%))\2 +% = (\? +=Tl)2 + 4uFSinPON’
¥ @ 2usindA +£|1)()\2 — AusiNOA +£|1)

dont les racines sont :

Ao = —iusind +iQ

A= —iusind —iQ

A =iwsind +iQ

Az =iwsin@ —iQ

avecQ =A /% + ufsintd
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On en déduitque x et y sont combinaisondinéairesdes quatre exponentiellesexp@t). Ecrivons
donc

X(t) = agexpQot) + azexp@it) + aexp@at) + azexpat)
Si I'on reportecette expressiondansl'équation(1), cela permetde trouver y'(t), et donc y(t) en
intégrant. On trouve :

y(t) = —iagexpQot) —ia;exp@it) + iaexp@qt) + iazexpast)
On peutvérifier quel'équation(2) estbienvalide. On cherchealorsles coefficientsa, de facona ce
que les conditions initiales soient vérifiées. Par exemple, pour :

X(0) = 0,x(0) = Vo, ¥(0) = 0,y'(0) =0

on obtient :

Qp=—a = Vo - Vo Vo _ Vo

a=—
20hohy) 40 2 TR T hhe) 40

D'oux(t) = Q =2 sin[(Q — wsinB)t] + —Q sin[(Q + wsinB)t]
Vo

) sin(Qt) cos(using t)
et y(t)= —;’5 cos[@ — using)t] + 22 22 cos[@ + simd)]
= \g’ sin(@Qt) sin(wsind t)
METHODE?2 :
Reprenons le systéme.
B = 2usinB y - x (1)
H I
D o v 9
Dy 2008IN0 X Iy (2)

Posons Z x + iy. Le systeme est alors équivalent a I'équation unique :

Z" + 2isind Z' +£|1 Z=0
Donc Z est combinaison linéaire a coefficients complexes des deux exponentielles
exp([—iwsind + i1Q]t) = expQot) ou exphit). Les conditions initiales donne(0) = 0 et Z'(0) = V..
Donc :

Z_

)\_)\ [exp@ot) — expRat)] = —exp(—lwsmet) sin@Qt)

En séparant partie réelle et partie |mag|naire, on trewig.
x(t) = % Sin(Qt) cos¢sind t)
y(t) = —% sin(Qt) sin(sind t)
ce qui redonne les expressions précédentes.
Outre l'oscillation du pendulede pulsationQ, il y a rotationdu plan d'oscillationavecla pulsation
—using, négativedansl'hémisphéereNord, (le plan tournedansle sensdesaiguilles d'une montre),

positive dansl'hémisphereSud (le plan tournedansle senstrigonométrique) nulle a I'équateur(le
plan ne tourne pas).
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La période est E e _ 240 soit environ 3h 48mna Paris.

ofsing| |sing|
AUTRES CONDITIONS INITIALES
Si on part des conditions initial&) =xm,, x'(0) = 0,y(0) = 0,y'(0) = 0, on trouvera :
Z =Xn [cosQt) +i ws;)ne sin(Qt)] exp(—iwsind t)
Considéronsin référentiel(O, I, J, k) enrotationd'axek parrapportauréférentiel(O, i, j, k), avec
la pulsation—wsind, qui estla pulsationdu plan d'oscillationvu précédemmentDansle nouveau

repére, l'affixe complexérepérant le pendule vaut :
( = Z exp(wsinB t)

=Xm [cOSQt) +i

wsing _.
sin(Qt

5 Sin@y)
{ ne reste pas dans le plan d'oscillation mais décrit une ellipse ddetiegrandsixessontx, et X
%'ne. Dansle casdela Terre,le petit axeest10 000 a 100 000 fois plus petit quele grand,ce qui
estimperceptible Cetteellipsene doit pasétre confondueaveccelle quel'on observecommunément
lorsquele pendulen‘estpasrigoureusemenancédansun plan. On observealors une ellipse banale
d'un systeme harmonique bidimensionnel.

Les solutions précédentesont exactes,mais on se contentele plus souventd'approximerQ au
premier ordre e par\/%

On affirme souventque I'expériencede Foucaulta enfin permisde prouverla rotationde la Terre.
Cetteaffirmation, compréhensibl@ar le grandpublic, ne nousparaitpascependantefléterla réelle
innovationde I'expériencede Foucault.En effet, on ometde dire qu'ons'intéressa la rotationde la

Terre par rapport a un référentielgaliléen.Or une excellenteapproximationde référentielgaliléen
estdonnépar un référentielgéocentriqugou mieux héliocentrique)dont les axessontdirigés vers
desétoileslointaines.Pourobservela rotation par rapporta un référentielgaliléen,il suffit doncde
passerune ou deux heuresle soir dehorset d'observera I'oeil nu le mouvementdes étoiles. Nul

besoin d'expérience sophistiquée pour cela.

Ce qui fait l'originalité de I'expériencede Foucault,ce n'estpasle fait qu'il permetd'observerune
rotationde la Terre par rapporta un référentielgaliléen, mais plutdt que cette observatiornpeut se
faire dansun local fermé, sansaucune observationastronomique Il raménedonc a une échelle
locale de quelques métres un phénomeéne qui était jusque la a I'échelle de I'Univers.

Bien mieux, I'observationde la périodede rotation du plan du pendulepermetégalementfout en

restantdansune piéce fermée,de pouvoir déterminerla latitude du lieu, la aussi,sansaucune
observationastronomiquelLe sensde rotation du plan du pendulepermetégalementle savoir si

I'expériencese fait dansl'hémisphereNord ou I'hémisphéreSud. C'esten cela que I'expériencedu

pendule de Foucault est remarquable.

Annexe Il : Couplage mécanique

Considérongleuxsystemesnécanique®scillants.Le systémea (i = 1 ou 2) dépendd'un paramétre
X;. Xi mesurepar exemple'écartentrela positiondu systemeet sapositiona I'équilibre. Il estsoumis
a une force de rappel proportionnellea x avecun coefficientk; lui donnantune pulsationpropre
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W = \/% oum ou m estla massedu systeme. En outre,les deuxsystemesontreliésentreeux,

de sortequ'il s'exercesur le systeme uneforce K(x.1 — ), avecK = 0. (les indicessontcalculés
modulo 2). On a alors :
Hml X" == k]_ X1+ K(Xz —Xl)
OM X" = —ko %o + K(X1 —X2)
Nous supposeronK non nul, sinon la résolution est triviale. On se raménea une équation
différentielle matricielle du second ordre X" = AX en écrivant le systéme sous la forme :
ki +K K

. []
. %=g P

.
m, m [

2 2 2
W —Q Q H N _ K " A
A a pour forme 0,2 PRI ou Q; = \/% Le polyndbme caractéristique
P@A) = det(A —Al) de la matrice vaut :
AZ + (wlz + 0)22 + le + QZZ)A + (0)12 + le)(U)zz + QZZ) _QlZQZZ

Le discriminantvautA = (w® + Q1% — wy° — Q5°)* + 4Q,° Q,% Lesdeuxracinesdu polyndme,étant
de produit positif et de somme négative sont toutes deux négatives.
Ainsi A = —(@°+ Q0+ <20zz + Q) /A
NotonsP la matricede passagele la basecanoniquede R* & unebasede vecteurspropres.Notons
D la matrice diagonale correspondante. On a :

A =PDP*
donc le systémedifférentiel X" = AX équivauta X" = PDP'X ou P*X" = DP'X. Si on pose
Y = P X, alorsY n'estautrequele vecteurdesnouvellescomposantese X dansla nouvellebase
de vecteurs propres. Y vérifie I'équation différentielle Y" = DY, soit :

%)/1 = 7\1)/1

gy:' = 7\2)/2

< 0. NotonsA; et A, cesdeuxvaleurspropresnégatives.

LesA; étantnégatifs Jessolutionsy; sontdescombinaisondinéairesde expf iQt), ou sil'on préfere
de cosQt) et sin(Qt), avecQ* = —A;. CommeX = PY, x; et x, serontcombinaisondinéairesde

cosf\—\it), Sin@/-A1t), cosfy—Ast) et sinfj—Ast). Les deux pulsationspossiblesy\—A; ou \/-A,, &

2 2 2 2 2 2 2 2
savoir \/(wl *Qy H*; +0Q5) ++/A et \/(wl *Qy H*; +QZ)_\/Z, sont appelées
pulsations propres du systeme.

Comparons-les aux deux pulsatienset wy. Supposons par exemplg = «y. Alors :
P(-®) = Qi (—w° + w?) <0
P~ = QA (w’ —w?) 2 0
Donc -e° est entre les racines, ab>a l'extérieur des racines. Soit :
)\l:_(u)l2+le+0)22+sz)_\/Z _(0)12+le+0)22+922)+\/£

2 2 =A< —w

<—w’<

Ou encore :

2 2 2 2 2 2 2 2
—7\1=°)l + Q4 +u§ +Q, +\/Z>wlz>ool + Q4 +(,%2 +Q, _\/Z=—)\2>w22
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Ainsi :

2 2 2 2 2 2 2 2
forrarratonelh, . furratrg0noB,

L'une despulsationgoropresdu systéemeestplus grandeque les deux pulsationsw, et wy, l'autreest
comprise entre les deux.

Le fait de savoir qu'il n'y a comme solutions que des combinaisons d'exponeciglfexegustifie
la méthode consistant a chercher directement les solutions du systéme sousxafoanexp(Qt)
et X; = X0 exp(Qt). Le fait d'écrirequele déterminantdu systémeestnul (de faconqu'il y ait une
solution non triviale) permet de retrouver les deux valeurs ci-desgus de

Des cas limites peuvent étre considérés :

[0 K = 0 (pasde couplage)Danscecas,Q; = Q, =0, \/Z = w” — w,” et les pulsationspropresdu
systemesontsimplementwy, et wy, pulsationsde chaguemasseprise isolément(ce qui est normal,
puisqu'il n'y a pas de couplage).

Om=m=metki=k =k wy =0y = w=\/%. Les deux pulsations du systéme sgof +\/Z et

w. Cettesituationest obtenuepar exemplepar deux pendulesidentiquesreliés par un ressort.La

pulsation w est obtenuelorsqueles deux pendulesoscillent en phaseet la pulsation\/(,o2 +\/Z
lorsqu'ils sont en opposition de phase.

0 K tend vers +w. \[A estéquivalenta Q.2 + Q,2. La pulsationla plus forte est équivalentea

Q%+ Q,°. On vérifiera que la plus faible tend vers /% Cette derniére pulsation

my
corresponda un systemeunique de massemy, + m, soumisa une force de rappel de coefficient
k; + ko, Cette situationest obtenuepar exemplepar deux pendulesreliés par une barre rigide de
masse négligeable.

EQUIVALENT ELECTRIQUE, COUPLAGE CAPACITIF
Un systéme électrique conduisant aux mémes équations est le suivant :

11 o
| | =
L L
1 C, | c, 2
E_

On pourra en effet vérifier que les équations sont :
L " _gi + 92 _ 9_‘]_
Hha'=-¢, ¢
L

DLz Q' = 9;+9J_lc—: <

C

aveci :dﬁf eti, :%. Le systeme est équivalent au systéeme mécanique
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Hml X" == k]_ X1+ K(Xz —Xl)

OMp X" = =Ko Xo + K(X1 —X%2)
a condition d'identifier :
o[} a X1
07} a Xo
Ll a my
L, a M
N 1
k —
1 a C.
N 1
k. —
2 a G
N 1
K =
a c

Les solutions sont évidemment identiques au cas mécanique, avec les cas limites suivants :
[0 C = w (pasde couplage) On remplaceC par un court-circuit.Les pulsationspropresdu systéme
sont simplemeny, etwy, pulsations de chaque circuit indépendamment de l'autre.

OL;=L=LetC;=C,=Cc.w=wp=0= \/Lilc Lesdeuxpulsationsdu systémesont\/u)2 +\/Z

et w. Cettesituationestobtenuepour deuxcircuits identiques. La pulsationw estobtenuelorsque
lesdeuxcircuits oscillenten phasgavecla chargede C qui resteidentiquementulle) et la pulsation

\/coz +\/Z lorsqu'ils sont en opposition de phase.

[0 C = 0 (on a coupéle circuit en C). La seulepulsationayantun sensphysiquecorrespondh celle

d'une circuit série d'inductance t L, et de capacitéll—l.

_ 4+ =
C G

Annexe IV : Couplage électromagnétique

Considérongleuxcircuits LC (sansrésistancgoour simplifier). Le circuiti (i = 1 ou 2) possédaine
inductancel; et une capacitéC;. Si Q; estla chargede la capacité(dont la dérivéepar rapportau
temps est l'intensité de courant parcourue par le circuit), et si chaque circuit était seul, on aurait :

LiQi" + % =0

est la fréquence propre du circuite fait demettreen présencéesdeuxcircuitsfait que

1
W=
\/LiCi
chacund'euxcréeun champmagnétiqualontla variationcréeuneforce électromotricechezl'autre.
Lesdeuxcircuits sontcoupléspar uneinductancanutuelleM symétriquede sortequeles équations
deviennent :

@LlQlu +MQy" +% =0

L
DL2Q2|| + MQ_‘]_" +& - 0
C,

MZ
Lilo
entre 0 (couplagenul, circuits infiniment éloignésl'un de l'autre) et 1 (couplageparfait, circuits
confondus) k estle coefficientde couplage.On peutfaire descombinaisongntreles lignes pour
exprimer Q" et Q" en fonction de Qet @, ce qui donne :
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"o L2 Q_‘]_ M Q 1 M/L_‘]_
@Q (L oW e L -WC, 1@ e @
o M Li  Q_Mi, _ +
DQZ (L WP C DL, WP G, — 1 @ 1?‘”2(32
On seramenea uneéquationdifférentielledu deuxiemeordre X" = AX en écrivantle systémesous
la forme :

MIL .
48‘*’1 e L

- Dlz 05,
% M/L _11 w%@

Les valeurs propre?s vérifient I'équation :

PQ) = (1 —ON + (° + @) + 0’ = 0
Le discriminantvaut A = (w” + %) — 4w” (1 — k%) = 0. Lesdeuxracines\; et A,, étantde
produit positif et de sommenégativesonttoutesdeux négativesCommedansle casdu couplage
mécanique, la diagonalisation de la matrice A nous ramene a un systeme de la forme :

E)& = 7\1)/1
IZIYz —7\2)/2
Ainsi A = (0)12(+1wzk)2)+\/z —Q?%< 0 ave pulsation propre du systéme, & savoir :
(@ +w?) +VA L o _ . (0’ + ) —\A
= -1 2110

Supposons par exemplg > wy. Alors :
P(<0?) = K @' <0
P(<0) = - @' <0
Donc -’ et «,” sont entre les racines, et donc :

Qizwz2w=0Q,
Dans le cas de deux circuits identiques, les expressions précédentes se simplifient notablement :
= —1 k = M Q2 = —1
\JLC L (L+M)C

Le fait de savoir qu'il n'y a comme solutions que des combinaisonsd'exponentiellescomplexes
permetégalementle cherchedirectementes solutionsdu systemesousla forme Q; = Q10 exp(Qt)
et Q, = Q.o exp(Qt). Le fait d'écrirequele déterminandu systémeestnul (de faconqu'il y ait une
solution non triviale) permet de retrouver les valeurs ci-dess(s de

Des cas limites peuvent étre considérés :

[0 k = 0 (pasde couplage) Dansce cas,\/z = w° — wy° et les pulsationspropresdu systémesont
simplementy, etwy, pulsations de chaque circuit pisslément(ce qui estnormal,puisqu'iln’y a pas
de couplage).

0 k tend vers 1. L'équationen A se réduita A*> = — ﬁ ce qui corresponda une pulsation

propre égale a(*)zl—(*)2

W’ + W’
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Annexe V : Déviation vers l'est/Particule dans un champ électromagnétique.

SoientC et D deux vecteursde I'espaceeuclidienorienté de dimension3. Dans cette annexe,on
s'intéresse I'équation diﬁérentielle%—\t/ = C 0OV + D ou V estunefonction dépendantlu tempst.

Cette équation intervient en physique dans deux domaines totalement différents :

» Soitun corpspesantM dansun référentielterrestre On le lachesansvitesseinitiale d'un point O
et on observesachutelibre dansle champde pesanteug. Du fait quele référentielterrestren‘est
pasgaliléen,le corpsestsoumisa uneforce de Coriolis (les autresforcesd'inertiesontcontenues

dv _

dansla définition de g), et I'équationdu mouvemenestdonnéepar I'équationa =g-2Q 0V,

ou Q estle vecteurrotationde la Terre par rapporta un référentielgaliléen.L'équationestdu
type précédentavecC = — 2Q et D = g. On observeune déviationvers|'est par rapporta une
chute dans un référentiel galiléen.
» Soit une particuleM de chargeq de massem dansun champélectriqueuniforme E et dansun
champ magnétique uniforme B. Cette particule est soumise & la force de Lorentz
dv

F = g + qV O B. L'applicationdu principe fondamentalde la dynamiquedonnem i F,

équation du type précédent aee —% B etD :% E.

Résolution

Noussupposerongue C et D sontlinéairementindépendantsSouscettehypothése(C, D, C [0 D)
forme unebase(non orthonorméede I'espace)Appelons(u, v, w) lescomposantede V danscette
base(le moduleC de C esthomogénea l'inversed'untemps,D a uneaccélérationy a unelongueur,
Vv a un tempset w au carréd'un temps).On a alors, en utilisant une formule de double produit
vectoriel :
COV+D=CO@uC+vD+wCOD) +D
=vCOD +wCO(COD) +D
=vCOD+w(<C|D>C-CD)+D
=w<C|D>C+ (1 -wC’D +vC OD
& =uc+vp+wc oD
d'ou le systeme différentiel :
u'=w<C |D>
=1-wC’
w =v
On a dona/" = —wWC? = —vC®. Les solutions de cette équation différentielle du second ordre sont :
v =Acos(Q) + psin(Q)
oUA ety sont des constantes, homogénes a des temps. D'ou :
W=Elz—%/z=612+7\ smc(:CI) —u cosC(O)
Enfin :
u=w<C|D> = (612 +A smc(:CI) —u CO%(Q)) <C|D>

donc u= (Etz—)\ Coégﬁ) -

On obtient finalement :

Sil’éth) +v) <C | D>
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V=& Coégﬁ) —uS‘”C(ZQ) +v) <C |D>C

+ ()\cos(())_ + psin(Qt)) D
+ (612”\ smc(:CI) —u cosC(Q)) cOD

Notons (I, Vo, W) les composantes de la vitedsent = 0 dans la bas€(D, CD). On a :
Up = (—%2+v) <C |D>

Vo:A

g

—1_E
¢ C
donc A=
_ONO

_ U Vo
v = +
<C|D> C?

T~ >
Ol s

donc :
V:(Etz_swggl)+V01—cCozs(G)+Wosmc(:C1)) <C|D>C+uC

+ (Vo cOS(@) + (%— Ong)sin(QY)) D

+ @S2 1y, SN 1 vy cos(@) ¢ 0D

V étantla vitessedu point M, il suffit de prendreune primitive pour obtenirla positionde M (en
supposant que O est choisi de fagon que M = Ofpo®) :

> 1-cos(Q) i 1-
OM = (Zt_Cz _1-cos(@) , Vo (EJ[2 _5'“0(9)) + W CCOZS(G)) <C|D>C+ugtC
+ (Yo sngCI) + %_ o) 1 —cgsgﬁ)) D

+ (Etz_swég) +Vol_CCOZS(G) +vvos'nc(:a))CDD

Déviation vers l'est

On supposda chute pastrop longue de facon a pouvoir supposerg constant.On rappellequ'on
prend iciC = — Q) etD = g. La vitesse initiale étant nulle, I'expression précédente se simplifie en :

_ .t 1-—cos(Dt)
OM = (— —
20?2 40°
1 —cos(2t
¥ 4Q°? g

sin(2t)  t

)<Q|g>Q
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t étantsupposépetit, un équivalentdu terme%ﬁ2 g estt g. On reconnaitla chutelibre

usuelle.

3
Un équivalentde (sm(Z)t) ;2) Qg est—% Q [ g. C'estla déviationvers|'est, négligeable
devant le terme de Ia chute libre quaneind vers 0.

2 4
Un équivalentde (22_22 _1 _Zﬁfzzt)) <Q|g>Q est% <Q|g> Q. Saprojectionsur le méridien

donne une déviation supplémentaire vers I'équateur, négligeable devant la déviation vers l'est.

Particule dans un champ électromagnétique uniforme et constant

On rappelle qu'on prend i€ = —% B etD :% E, d'ou, en posart® = C :gr% :

_ ., t®  1-cosQt t  sin@Qt 1 -cosQt), ¢ Uot
OM = s - 940) o (35 - ())+ QZQ))%;<E|B>B—Lqu

+(Vosin(Q)+(l_Q\%) —cosQt ))Q_E
Q Q Q m
t  sin@Qt 1- t inQt), ¢’
+(E_Sll’gl.g3 )+Vo( (TSZSQ))+\,\,O%_Z)% EB

Choisissonglesaxesde coordonnéesle faconque B = Bk et queE = Eni +E, k et exprimonsla
solution précédente dans cette base.
k

La vitesse initiale vaut :
UeC + VoD +%CDD:—“—r‘;1°13+V—r‘;51E+%C1E 0B

= B\ W (g 4y k) - WIEB

— VoqED quEDB
m

J + (VognE// _ U(;?]B) k

Notonscescomposante¥o, i + Vo, | + Vo, K, et rappelonsquegr% = Q. Le lecteurpourraalors

vérifier que, aprésquelquessimplifications, la solution trouvée précédemmens'exprimesous la
forme :
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om =L Ery
2 m

+ Vot k + sin@Qt) (VOX Vﬁj) + cosQt) (_Vﬁi +%j) +V€i _%j

+1—cosQt) qED +Sin@Qt) — Ot gEq
QZ m QZ m J

Le mouvement général est la superposition de trois mouvements :

2
%gr% k estun mouvemenuniformémentaccéléréd( a la composantelu champélectrique

parallele au champ magnétique.

sin@Qt) (VOX' Vﬁ i) + cosQt) (—Vﬁu Vox

+ o j) estun mouvementde rotation uniforme

dansle plan (O, i, j). En effet, Iesdeuxvecteurs\%i +Vﬁj et—\%i +%j sontorthogonawet
de mémenorme.Le rayondu cercleestla normede cesdeux vecteurs,a savoirle modulede la
Yo
Q
donnele centredu cercle, et le terme Vot k transformele mouvementcirculaire en mouvement
hélicoidal.

1 —cosQt) gE- . i+ sm(Qt) —Qt qED

Q? m Q?

cycloide,avecun déplacemenglobal dansla direction— j, orthogonalau champélectriqueet au
champ magnétique.

composantale la vitessedansle plan (i, j) diviséepar Q. Le termesupplémentaire\i_—;’x i —

j estle plus curieux.Il décritunetrajectoireselonune

Plusieurs cas particuliers sont intéressants, qu'on obtiendra par passage a la limite du cas général.

0 E = 0. On obtient :

OM = Vot k + sin@t) (VOX Vﬁj) + cosQt) (_Vﬁi +%j) +V€i _%j

qui estle seul mouvemen1hellc0|dal.ll corresponda la résolutionde I'équationdifférentielle sans
second membre.

[0 B = 0. Faisonstendre Q (qui est proportionnelau module de B) vers 0 en prenantdes
développements limités du sin et du cosinus. On obtient :

2 m

+ Vozt K+ Vo i + Vot

tg_l
2m

soit OM =1t V,+ > tg E. On retrouvele mouvementaccéléréd'une particule chargéedansun
champ électrique uniforme et constant.
O Le fonctionnement'un oscilloscopeastmodélisépar I'existenced'un champmagnétiqueB = Bk

et d'unchampélectriqueE = Ek. E; estdoncnul. Une particulechargéepénétredansle champau
point O avec une vitesse initidle= Vji.
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2
2m
. Vo . Vo. Vo
+sin@Qt) 22i + cosQt) 2j ——2
Q1) Q) I-5
On constateque la solutiontrouvéeestla superpositiordes deux solutionsobtenuesen calculant
séparément l'influence du champ magnétique et du champ électrique, a savoir :

une déviation verticale due au champ électriqueg% t?

unedéviationhorizontaledue au champmagnétiqueSoit R = % Sion selimite auxtermes

X = RQt = Vot
ent?, cette déviation a pour composant%? -1 RO = 1 Vo@ P2
2 2 m

O Le mouvementcycloidal est obtenuquandE, = 0, et quandla particule est abandonnéeans
vitesse initiale a l'origine.
OM = 1 —coszt) gEn i+ sin(Qt)z—Qt qEDj
Q m Q m

[0 Reprenonsune fois encorele cas E, = 0, mais cette fois avec une vitesse non nulle Vo,
perpendiculaireaux deux champs,donc de direction Oy et dont la composanteV, selonj est

précisément égale ég—: __qm%' Ona:

. Vo . Vo. V
OM = sin@Qt) 2 j — cosQt) =2i +-=2
)QJ Q)Q Q

+1=cosQp gk, , sin@Qt) — Ot gEj
Q> m Q? m

=—t—qm%j=tvo

Le mouvementest rectiligne selon Oy. La force exercéepar le champ électrique équilibre
parfaitement ldorce exercéeparle champmagnétiqueUn filtre placésurcetaxepermettradoncde

sélectionner les particules animées de la vite%ee#on l'axe @ (filtre de Wien).

Annexe VI : Un exemple d'équation non linéaire

CeséquationsontengénérahnonrésolublesNousnouscontenteronsl'étudierle casdeséquations
dutypex" = f(x), intervenanpar exempleen mécaniqudorsqu'uneforce dérived'un potentiel.Si on
multiplie les deux membres pey on obtient :

XX" = Xf(X)
équation qui s'integre sous la forme suivante, en ngtané primitive déd :

Ix*=g(+C
C'est physiquement une variante du théordexenservatiorde I'énergiemécaniquepuisque £crite
sous la form% mx> —mg= C ou encore% mV? + E, = C, on obtienta gauchda sommede I'énergie
cinétiqueet de I'énergiepotentielle.L'équationobtenues'appelleintégralepremiere On peutensuite
écrire, sur des intervalle oline s'annule pas, que :
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% =x =~/29() + 2C ouX' = —2g(x) + 2C

) Ly dx
Dansle premiercas,on endéduitquet = }, ————
P q #] \29(x) + 2C

de calcul proviennendu fait, qu'engénéral,on ne connaitpasde primitive de%2C sousforme
g+

de fonction élémentaire et que d'autre part, mémesi ® est calculable,on ne sait pas toujours

expliciter ™. Cependantia démarchesuivie permetsouventune étudequalitativedu mouvement

= d(x) d'otienfinx = ®(t). Lesobstacles

défautd'uneexpressiorexplicite. En particulier,la représentatiomiescourbes% y* = g(X) + C peut

étre d'un précieux secours.

EXEMPLE:
L'équation du pendule simple eSt+ sin(x) = 0
[ XX"+xsinx) =0

1

0 5 x? —cosk) = C

On représente ci-dessous les cou%)y?s— cosk) = C.

)))gg
)

)
=

(

iif@

En abscissesetrouvela positionangulairex du penduleet en ordonnéesavitesseangulairey = X.
Les courbesferméescorrespondenau penduleoscillant. Cescourbessont limitées par une courbe
limite, correspondan&u pendulebasculantde I'angle—1t a 1t (module 2m). Au-delase trouventles
courbes décrivant le mouvement du pendule tournoyant.

O
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