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| : Rayon de convergence

1- Définition
DEFINITION

On appelle série entiére d'une variable complexe une série de la fornag 2’

z est complexe, ainsi que lags On pose paconventiond® = 1, commepourlespolynémesgde sorte
guela valeurdela sériepourz = 0 soit a,. La premierequestionquel’on seposeestde savoirpour
guelles valeurs dela série converge.

DEFINITION
On appelle domainede convergenceD de la série entiere 'ensembledes z tels que la série
converge.
EXEMPLES
4
DY o

Pourz = 0, la série converge et vaut 1.



Pourz# 0, on applique la regle de D'Alembert.

Z*nl | z | N
= )
(n+ 1) z”| — 1| tend vers 0 quanalitend vers ¢ donc la série converge pour taut
O D=C.
Oy nZ

Pourz = 0, la série converge et vaut 1.
Pourz# 0, le terme général tend vers l'infini, donc la série diverge.
a D ={0}.

0y 7

Pour| z| <1, il s'agit d'une série géométrique convergente.
Pour| z| > 1, il s'agit d'une série géométrique divergente.

g D ={z|4<1}.

4
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Pour| z| <1, laregle de D'Alembert permet de conclure a la convergence.
Pour| z| >1, la méme regle permet de conclure a la divergence.

En ce qui concernde cas| z| =1, on peutmontrerquela sérieconvergesaufpour z = 1, maiscela
dépasse le cadre du programme.
0 D={z|d<1lougziletld=1)}.

Dzﬁzz

Pour|z| < 1, le moduledu terme généralde la série est majoré parﬁlz. Elle estdonc absolument

convergente.
Pour|Z > 1, le terme général tend vers l'infini donc la série diverge.

g D={z|4=<1}.
On remarquegue danstous les cas,le domainede convergencestun disquecentréa l'origine, de

rayon éventuellementul ou infini, et comprenanbu non des élémentsdu cercle frontiere. Nous
allons voir que ceci est genéral.

2— Rayon de convergence
LEMME D'ABEL



Soit ) a,Z' unesérieentiéreet Z un complexenon nul tel quela suite de termegénérala,Z” soit
bornée. Soit z tel qud < |Z|. Alors la sériey a,Z' est absolument convergente.

Démonstration

z
Zn

4

Soit M un majorant dg,Z"|. On a Ja.Z| =|a.Z"| x| 5| < M >

% estunesériegéomeétriqueale raisonstrictemeninférieurea 1. Elle

est donc convergente. La série de terme géagffatst donc absolument convergente.

La sériede termegénéralM

L'hypothésede la propositionesten particulier vérifiée lorsquea,Z” tendvers0 lorsquen tendvers
linfini, et en particulierlorsquela sériede termegénérala,Z" converge Autrementdit, si la série

converge pouk, alors elle converge nécessairement pourzdetmodule inférieur|i|.

DEFINITION
Soit R un réel positif ou nul. On appelledisqueouvertde rayon R, et I'on note Do(R) I'ensemble

{z |z| <R} .OnappelledisqueferméderayonR, etl'on noteD«R) I'ensemblq z, |z| <R}. Pour
R =+, Do(R) etD¢(R) sont égaux & .

PROPOSITION

Soity a,Z' unesérieentierede domainede convergenc®. Alorsiil existeR élémente[0,+co] tel

qgue :Do(R) O D [0 D«(R). R s'appelle le rayon de convergence de la série entiere.

Autrementdit, le domainede convergencestun disquede rayonR, sansgqu'onprécisedavantagesi
les points de la frontiere du disque appartiennent ou non a D.

Démonstration 1
Soit R = Sup{Z,z0D}.

Sizest tel qu¢z| > R, alors par définition de K, a, Z' diverge, ce qui prouve que :DDy(R).
n=0

Si z esttel que|z| < R, alors, par définition de la bornesupérieurejl existeun complexeZ tel que

|z| < |Z| < R ettel queZ appartienneé D. Comme} a, Z" converge)a suite (a, Z") estbornée(et

tendmémevers0). Le lemmed'Abel permetde conclureque z appartientaussia D. Ce qui prouve
que : (R) O D.

Démonstration 2




SoitR = SupﬂZ|, la suite &,Z") est bornée }.

Si z esttel que| z| > R, alorspar définition de R, la suite (a,Z") n'estpasbornéedoncen particulier

ne tend pas vers 0, donc la s¥ria, Z' diverge, ce qui prouve que :DDy(R).

n=0
Si z esttel que|z| < R, alors, par définition de la bornesupérieurejl existeun complexeZ tel que
|z| < |Z| < R et tel quela suite (a,Z") soit bornée.Le lemmed'Abel permetde conclureque z
appartient aussi a D. Ce qui prouve que(RpO D.

3— Détermination pratique
La regle de D'Alembert est d'un usage fréquent pour le calcul du rayon de convergence

EXEMPLE:
"1 . .

Quel est le rayon de convergence de la §§6n_ Z'. Appliquons le critére de D'Alembert.

en+l -1 1 iﬂ Zn+1

n+1 nn ‘:|e2‘

€1, ‘ gy
n n

n+1

e =1 _n1

EEE Sl
n

e—1zn

Donc lim
Nn—- oo

n

Donc :si| <1, la limite est strictement inférieure a 1 et la série converge
e
si|Z >%, la limite est strictement supérieure a 1 et la série diverge

Donc le rayon de convergence véut

On peutaussiutiliser les criteresusuelsde majoration,minoration, équivalentpour montrerqu'une
sérieconvergeou diverge.En particulier,soit  a, Z' et 5 b, Z' deux sériesentiéresde rayon de
convergencaespectifsk et R'. Supposongjue: ON, O n, |a| < |by|. Alors, si|4 <R, 3 b, 2"
convergeabsolumentdonc ¥ a, Z' aussi.Cela signifie donc que tout point dansD(R"), disque
ouvert de convergencegoour la deuxiemeseérie, est aussidansle domainede convergenceale la
premiere série, et donc que :
Do(R") O Dx(R)

On a donc R = R'. La comparaisondes termesdes deux sériespermetdonc d'en déduire une
comparaison des rayons de convergence, utile loesqueb, n'est pas explicitement connu.

EXEMPLE:
) 1 ent
Soita, :%]

1+t dt. On cherche le rayon de convergence EdgZ'. On a:

0
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1 4Nt 1 n_ n_
%] %dtgangéj " dt et donc, poun=1,& 1 a <& - 1
0 0
Z en_l |_1 [HN4 +A en_l
La série) Z' apourrayonR' = =~ L'inégalité0 < a, < - permetdonc de conclureque
R=R.
Z en_l e 74 Z H |_1 | 4 +A en_l
La sériey n Z', moitié de la précédentea aussipour rayonR' = =~ L'inégalite0 < < a

permet donc de conclure queaRR.
Les deux inégalités donnent R = I%:

Le lemmed'Abel peutégalemenservir; si (a.Z") estbornéealorsRk > |Z| Sideplusla sériey a,z"

diverge,alorsR = |Z| Le lemmed'Abel prouve égalementque la convergenceest absoluedans
Do(R). Donc si Z esttel que la sériey a,Z" est semi-convergente(i.e. convergentesansétre
absolument convergente) alors Kz

EXEMPLE:

> % a pour rayonde convergencel, puisque,pourz = 1, (%) estbornée,doncR = 1, maispour

= -1, la série ne converge pas absolument, dosdR

4— Convergence normale

PROPOSITION
Soit Y a,Z' une série entiere de rayon de convergenceR. Alors, pour tout r < R, cette série
converge normalement sur le disque fermé de rayonr.

Démonstration
Le termegénéralde la sérieen effet majoréen modulepar| anr”| qui estle termegénérald'unesérie
convergente.On notera qu'il peut ne pasy avoir convergencenormale sur de disque D(R).

Considérer par exemple la séfieZ'.
n=0

La proposition précédente s'applique également sterm@bornéK inclusdansle disqueouvertde
convergenceEn effet, la fonction de K dansR, qui & z associdZ est continue,donc admetun

maximum r strictementinférieur a R. K est donc inclus dansDx(r), et il y a bien convergence
normale.

Il : Fonction somme d'une série entiére

1- Continuité
PROPOSITION



Soitf(z) = $ a, 7' la fonctiondéfiniesur le domainede convergencd®, sommede la sérieentiére,
n=0

de rayon de convergenée Alors f est continue siy(R).

Démonstration
Soit z tel que|z| < R. Soitr tel que|z| <r < R. Commeil y aconvergenceormalesur Ds(r) et que

chaque terme de la série est continu, il en est de méme de la somme. On remaej@emmtinuité
sur le domaine de convergence D tout entier n'est pas assurée. |l peut en effet se paddeces

de continuitéaux pointsz tel que|z| = R, mémesi la sérieconvergeen z. L'étudede cesproblémes
n'‘est pas un objectif du programme.

Voici une conséquence immédiate de la proposition précédente.

PROPOSITION

Soitf(2) = 5 a, Z' la sommed'unesérieentiérede rayon de convergenc® > 0. Alors f admetun
n=0

développement limité a tout ordre en 0.

Démonstration
On a, a l'ordren :

Q=5 af+ 5 ar

p=0 p=n+

=S a2 +2 Y a2
p=0

p=n+1
tend vers 0 quarzitend vers 0 par continuité de cette série entiére
n
=3 8,2 +0(Z)
p=0

La réciproque est fausse en général. Il ne suffit pas d'avoir un développement limitérareqaur
conclurequef estdéveloppablen sérieentiere.C'estce que nousallonsvoir dansles paragraphes
qui suivent.

2— Dérivée et primitive
PROPOSITION

+1
Lessériesy na.Z ety ﬁ”in T ditesrespectivemersériesdérivéeset sériesprimitivesde y a,Z’,

ont méme rayon de convergemnpe celle—ci.



Démonstration
[J Soit R le rayon de convergence de la série initialeeRii de la série dérivee ef elui de la série

primitive. Soitz tel qud z| < R. Montrons que la série dérivée converge pour Beenons tel que|z|
<r < R. La série de terme généaal" est absolument convergente et I'on a :

-1
-1 z' 1
Ina,z™|<n r¢1‘|anr”|F
H Zn_l . . . n -1
or lim n 1| = 0 doncil existeuneconstanteV majorantlesF et Le termegénéralde la
n—- +oo

série dérivéeest alors majoreé par M| anr”|. La série dérivéeest donc absolumenticonvergentesur
Do(R). Donc R= R.

Soit maintenant tel qud z| < Ry. Montrons que la série initiale converge.

|2z <|naz |3
La sériede termegénéralna,Z™" étantabsolumentonvergentejl en estde mémede la sériede
terme généra,Z'. Donc R=> R;.

La conclusion des deux étapes est Ry= R

+1
0 La série) a,Z' étant la série dérivée de la s@e%, on en déduit que & R.
PROPOSITION

Soitf(x) = 3 a, X" la sommed'unesérie entierede rayon de convergencdr non nul. Alors, pour
n=0

tout xdel'intervalle ouvert]-R, R[, f estdérivableet saderivéeestdéfiniepar f'(x) = > na, XL f
n=1

e}

n+1
admet une primitive subo(R), la primitive s'annulant e étant définie paF(x) = > %
n=0

Démonstration
On se place extel qud x| <R, et I'on choisit la aussi urel que| x| <r. Il y aconvergenc@ormale

sur]-r, r[ dela sériedérivée.On peutdoncappliquerle théoremede dérivationtermea termedes
séries.

On en tire le corollaire suivant: une série entiére est indéfiniment dérivable sur ]-R, R[. Par
récurrence, on a:

9 = 3 n(n—1)...0— k+ La, X
n=k
On en déduit que :

()

A=H
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Ainsi, les coefficientsde la sérieentieresont définis de maniéreuniquepar f. Parconséquentgdeux
sériesentieresde rayonde convergenc@&on nul sontégalessi et seulemensi leurs coefficientssont
égaux.Unesérieentierede rayonde convergenc@&on nul estnulle si et seulemensi sescoefficients
sont nuls.

Réciproqguement| ne suffit pasqu'unefonction soit indéfinimentdérivablepour étre développable
en série entiére. On a seulement les implications, les réciproques étant fausses :

f développable en série entiéref indéfiniment dérivablél f admetun développemeritmité
atoutordreenO

3— Somme de séries entieres

PROPOSITION
Soienty a,Z' ety b,Z' deuxsériesentieresde rayonde convergenceespectivemerR; et R,. Alors
> (an + by) Z' estune série entiere égale a la sommedes deux sériesinitiales, et de rayon de

convergencd&R égalau minimumde R; etR; si R; # Ry, et supérieurou égalau minimumde R; et
R, Si R = R.

Démonstration
Si z esttel que|z| < Min(R4,Ry), alors chaquesérie converge,de mémeque leur somme.Ce qui

prouvequeR = Min(Ry,Ry). Si R: < R, par exemple,soit z tel queR; < |z| < Ry. Alors l'une des

sériesconvergeet I'autrediverge,doncla sommediverge,ce qui prouvequ'onne peutavoir R > R;.
Donc R =R.

Dansle casou R; = Ry, lestermesdesdeux sériespeuventse compensepour faire convergera
sommeau delade la valeur communedu rayon. On peutdoncavoir R > Min(Ry,R;). Prendrepar
exemple :

f(2) = i n! Z' derayonnul etg(2) = i —n! Z' derayonnul. Alors (f + g)(2) = 0 avecun
n=0 n=0
rayon de convergence infini.

4— Produit de séries entiéres

PROPOSITION
Soienty a,Z' ety b,Z' deuxsériesentieresde rayonde convergenceespectivemerR; et R,. Alors

> (> aphbn) Z' estla sommed'unesérieentiereégaleau produitde Y a, Z' par b, Z', etde
n=0 p=0 n=0 n=0

rayon de convergende supérieur ou égal au minimum RBeetR,.

Démonstration
Si z esttel que|z| < Min(Ry,R,), alorschaquesérieconvergeabsolumentde mémequeleur produit

de Cauchy.Ce qui prouveque R = Min(Ry,R;). Rappelonsen effet quesi y u, et > v, sontdeux
séries absolument convergentes, alors on a :

<] [«4] [« n
2 U3 Vo= (3 UpVnp)
n=0 n=0 n=0 p=0

U, = a.Z' etv, = b,Z' conduisent a la formule annoncée.
-8-



Méme si les rayons sont différents, R peut ne pas étre égal au minimum des deux. Il n'y a pas de regle

particuliere.Prendrepar exemplef(z) = Y Z* avecR; = 1 etg(2) = 1 — zavecR; = +w. Le produit
n=0

vautfg(z) =1 avec R = e,

Il : Développement en séries entiéres

1- Définition
Une fonctionf d'unevariable complexeestdite développablesn série entieres'il existeune série
entiére a, Z' de rayon R strictement positif, tel que :

O0zOD«R), ona: {2 = ganzn
n=0

Une fonction f d'une variable réelle est dite développableen série entiere s'il existe une série
entiére a, X" derayon R strictement positif, tel que

OxOR,RLona:{x) = a,x’
n=0

Les développementsn sériesentieresgénéralisenpar dessériesce que les développementbmités
procurent par des polyndmes. Une conditiéoessairgour quef soit développablensérieentiere
est qud soit indéfiniment dérivable. Et dans ce cas :
_ f(n) 0
&=
Inversement,soit f indéfiniment dérivable.f est—elle développableen série entiere ? Pour une

m
fonction définiesur]-R, R[, on estamenéa considéreia série)y f_n(lgl X". Cettesérieestdite série

de Taylor associéefa

Plusieurs cas peuvent se produire :
a) La série est convergente et converge f{(gysf est alors développable en série entiére.

b) La sérieestconvergentemaisne convergepasversf(x). f n'estpasdéveloppablen série
entiére. Voici un exemplalatant de 1823 :
f:R - R

X - exp(—jz) pourx non nul

0-0

L A. L. Cauchy,Résuméslesleconsdonnéesi I'Ecole RoyalePolytechniquesur le calcul infinitésimal Imprimerie
Royale, Paris 1823.
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On montre par récurrenceque, pour x non nul, f(x) = Qn(x)exp(—%z) ou Q, estune fraction

rationnelleen x. Montronsque, pour tout n, f”(0) = 0. C'estvrai pour n = 0. Si c'estvrai au rang
(n-1)
n—1, alorsf™(0) est égal a la limite en 0 gle;()—q :Q—”X()—Q exp(—jz). Cette limite est nulle.

La sériede Taylor associée f estdoncidentiquementulle. Or, en dehorsde O, f eststrictement
positive. Ainsi, la série de Taylor est convergente, mais ne converge pés vers

c) La sériede Taylor estdivergentef n'estpasdéveloppablesn série entiere.Un premier
exemplé estdonnéen 1876.Un exempleexplicite estdonnéen annexemaisil existebien d'autres
exemplesPeand en 1884 et Borel' en 1895 ont démontréque, si on se donneune suite réelle ou

Q)
complexe(a,) guelcongue, il existe une fonction C” définie sur R telle queunl92 = a, Bien

entendula sériey aX" n‘aalorsaucuneraisonde convergerParexemplejl existeunefonction C*

telle quea, = n!, desortequela sériede Taylor de cettefonction y n!x" divergeentout x autreque
0.

Pourdéfinir unetelle fonction dansle casou la sériey a.x" diverge, on remplacea,x" par a,x"hn(X)
ou h, est une fonction Tde la forme suivante :

nulle endehorsd'unintervalle[— a,, a,], égalea 1 surunintervalle[— 3,, Bn] avec—a, <—[,<0<

Bn <a,. Le plateau égal asur[- Bn, By permetd'affirmerquetouteslesdérivéesde a.x"h,(x) en0

sontidentiquesa cellesde a,x" ; en particulier, elles sont toutesnulles, saufla dérivéen-éme qui

vaudraayn!. Le fait queh, soit nulle endehorsde [- a,, 0, permetde limiter la divergencede la

série. Plus précisémenton peut choisir a, et B, de facon que la série 5 a.x'h,(X) converge
normalementainsi quetoutesles sériesdérivéesLa fonction obtenueestalors C* et sadérivéen-

emeen 0 a pour valeur a,n! de sorte que la sériede Taylor de la fonction estbien 5 a.x", qui

rappelons-le a toutes les possibilités de divérger

Les problemesdu type b) ou c) se rencontrentuniquementpour desfonctions de variableréelle.
Pour cesfonctions, il existe parfois un moyen d'étudepossible,la formule de Taylor avec reste

intégral :
" (n) X (n+1)
(3 =£(0) +xf'(0) +¢ R+ 00 éj -t O ot
! . _

2 p. du Bois-RémondUber den Giiltigkeitsbereictder Taylor'shenReihenentwickelungSitzungsb k. Bayer. Akad.
Wiss., math.-phys. Klasse (1876) 225-237, ou bien Math. Ann. 21 (1883) 107-119.

® A. Genocchi,G. Peano,Calculo differenzialee principi di calcolo integrale Fratelli Bocca, Roma, 1884, §67,
https://archive.org/stream/calculodifferen00peangoog#page/n26/mode/2up

4 E. Borel,Sur quelques points de la théorie des fonctiéms. Sci. 'Ecole Norm. Sup. 12 (1895) 9-55.

®Le lecteurqui souhaiteraplus de détails consulterapar exempleR. Godement,AnalyseMathématique Springer
(1998, 2003) ou JacquesLafontaine, Introduction aux variétés différentielles EDP (2010), p.99 ou le sujet de
concours Centrale 2011 PC, 1ére épreuve de mathématiques.
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qui conduit, en majorant l'intégrale, a l'inégalité de Taylor-Lagrange :

. (0 ™) Ma|x™
109 ~1(0) ~xt'(©) - Q ™A )| <

ou M, majore|f(”)|. On prendla limite lorsquen tendvers +e. Si le majoranttendvers0, alorsla

sériede Taylor convergeraversf. Desexempled'utilisationde cetteméthodesontdonnésdansle
paragraphe suivant.

Sinon, on peut conclurequ'unefonction f estdéveloppableen sérieentieresi elle obtenuecomme
somme, produit, dérivée ou primitive de fonctions dont on sait qu'elles sont elles-mémes
développablegn sérieentiere.Pourcela, il faut disposerd'un certainnombrede fonctionsusuelles
pour lesquelles on dispose du développement en série entiere.

2— Développements usuels
Voici les développements des fonctions usuelles en séries entieres :

Fonctions de type exponentiel

g = i ;](—T surR (i)
L2 ,
sh(x) = nzo Zn+ 1) surR (i)
sinX) = z 1) o +11 ; surk (i)
chx) = i (;:;I surR (iv)
cosk) = Z (1) (2n)| surR (v)
Fonctions de type géométrique
1#_2 - goz“ sur D(1) (i)
W nzlnz“‘ sur Dy(1) (vii)
PN sur B i
@+ =3 (-1) —“‘Fn sur -1,1 (i)
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I -x=-3 Xﬁ sur -1,1 )

arctang) = nio (1) ;:] r:ll sur ]-1,1] (i)
(1+x)° = io & e surJ-1,1[ (i)

ol % %: a(a—l).r.]i(a—n+1)

Démonstration ‘
O (i) : Surtout intervalle]—a, a[, la dérivéen®™ de I'exponentielleest majoréepar M = exp(@),
indépendamment deet dex. L'inégalité de Taylor-Lagrange donne alors :

n+1

ok
i My

n

quantitéqui tendvers0 quandn tendverslinfini. Donce = % pourtout x de ]-a, a[. a étant
n=0 '

guelconquecetteégalitéestvraie pourtout x. Nousverronsplus basquele développemengn série
entiere de I'exponentielle est valide pour tocomplexe.

k
On ne peut manquerde signaler le rapprochemententre les deux expressionsg’ = Z = et

g = lim @1+ ﬁ)” (cette derniere égalité pouvant étre prouvéeen écrivant que (1 + ﬁ)” =

—

expnin(1 + 2—);])). Ce rapprochementprovient d'une démarche effectuée par Euler en 1728

précisémenipour déterminerune valeur numériquedu nombre qui ne s'appellepas encoree. Il
procede de lfaconsuivante enrespectanke vocabulairede I'époquell prendun entiern infiniment

grand(sic), de faconque€’ soit infiniment prochede (1 + ﬁ)” puis effectueun développemenselon

la formule du binbme de Newton :
1+ ) — 1 +nX +n(n 1)x2 n(n—1)(n — 2)x3 n(n—1)(n —2)(n — 3)x
n

3l n 4! n
— 1%+ 2—|Xz+(1—i)(1—2|)X3+(1—|)(1 4I2|)(1 3i) o
aveci = % infiniment petit, "de sorte que' 12 estinfiniment prochede— 1—'M de 5,
(1—-i)(1-2)(1-3) : X\ A cpigi s
2 de4|, etc...etfinalement(1 + ﬁ) estinfiniment prochede 1 + x + > + 31 + a1

.. On ne peut aujourd'hui plus appliquer aussi simplementla méthoded'Euler en raison de
I'éclaircissemenhécessairé apporteraux points de suspensiondifficulté passéesoussilencepar
Euler.

-12-



[ (i) et (iv) : sh§) et chi) sont les parties paires et impaires de I'exponentielle.

O (iii) et (v) : sinf) et cosk) ont leur dérivées™ majorées par 1 slR, indépendamment deet x.
Comme pour I'exponentielle, I'inégalité de Taylor-Lagrange permet de conclure.

+1
1-7 . Le membrede droite admetunelimite, —— 1 > si et seulemensi

OW):1+z+Z+..+2'= T 15

14 < 1.

[0 (vii) s'obtientendérivantla formule (iv). Nousadmettrongju'il estpossiblede dériverparrapport
a la variable complexecomme on le fait pour une variable réelle.

[ (viii) s'obtientpar récurrencegn dérivantsuccessivemenes formules(vi), (vii),... Elle estvraie
pourp=1 etp=2. Si elle est vraie poyx, alors, en dérivant, on obtient :

—P—I(l : nzp Epflﬁ(n—pu)z“m

et I
:gp%%zn—p

[ (x) s'obtient en intégrant (vi) pouréel et (ixX) en changearien x. Onremarqueranoutreque,

pour x élémentde [0,1] (y comprisen 1), la série) (-1) -1 ):] estalternée La différenceentrela
n=1

somme partlellez (1) 1X et la sommetotaleestdoncmajoréeparle premiertermenégligé.Ona
ainsi :

0x0[0,1],In(1 s X X 1

+ - — 2
X0 |INA+X) =3 (1 s a2y
n k

O InL+x) -y (1% <1

xD[cP 1+ kZ:L( A

(<) n
Onadoncici un exemplede série ) (—1)”‘1% qui convergeuniformémentversin(l + x) sur[0,1],
n=1

alorsqu’ eIIeneconvergepasnormalemen(pu|squez [| (1) X ||n,o Z dlverge) Convergeant

n=1

uniformément vers [0,1], la série esintinuesur[0,1] etl'on a doncl'égalitéavecin(1 + x) sur[0,1]
et pas seulement sur [0,1[. En particulier, poarl, on a :
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In@) = gli—L‘%] i

O (xi) s'obtient en intégrant (vi) pour z = x°, réel. Comme pour In(1 + X), la formule

X2n+l

arctang) = Z (—1)

est valable y compris en 1, de sorte que :

X5 Lk
2n+1

(formule découvertepar Madhava,mathématicierindien de la région de Kerala vers 1400, puis
indépendamment, par Gregory et Leibniz au XVIleme).

O (xii) Cette série s'appelle série du binbme de Newton. Nous en donnons quatre
démonstrationsLa premiéreutilise I'inégalité de Taylor-LagrangeJa deuxiememontre comment
utiliser une série entiére pour résoudre une équation différentielle, la troisieme montre
réciproguementommentutiliser une équationdifférentielle pour trouver la sommed'une série
entiere, la quatrieme est une démonstration historique due a Cauchy.

Démonstration 1
a) Montrons que la série converge p|o<|h|<1. Le critere de D'Alembert donne :

e
i

b) La formule de Taylor avec reste intégral conduit a :

(1+X)a:1+ax+(](a2—12x2+. La@-1)..@-n+1) .

n!
S,_((C( - 12]|(C( —n) %] X(l + t)a—(n+1) (X—t)n dt

0

_|x(a- n)|

N+l | qui tend versx| quandn tend verse.

c) Soitxtel que| x| <1, il suffit maintenantie montrerquele resteintégraltendversO0 lorsquen tend
vers l'infini. On obtiendraalors la série du bindme de Newton. Ce reste,en valeur absolue peut

s'écrire :
ad(a—1)...a0—n
( 2]] ( )%] 1+t)0( 1%% dt Rn(X)
La fonctiont — )1(—+tt estunefonction homographiquenonotone yvariantde 0 a x lorsquet varie de

0 ax. Elle est donc majorée paf.
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D'ou : Ry(X) <

a(a—1)...@ —n)I

- (on a gardéla valeur absolueautour de

%] (1 +1)°x]" dt

0

I'intégrale dans le cas otk 0)

a(a —1%-!--(0‘ —”)I X" ] @+ % -1

[al

<

Or

ala - 12]""(0( _n)l |X|" tendversO lorsquen tend versinfini, car c'estle termegénérald'une

série convergente, comme on le vérifiera facilement en utilisant le critere de D'Alembert.

Démonstration 2

Considéronsla fonction y(x) = (1 + X)*. On a alorsy = a(1 + x)** = 1—0%( et y(0) = 1.

Réciproquementsi on considerd'équationdifférentielley’ = 1—0%( sur]-1, o[, on trouve comme

solutions les fonctions(1 +x)°. La constant& est donnée par la valey(0). De sorte que :

Ey‘:_aL
y=(1+x* = U 1+x
Hy)=1

Cherchongdonc les sériesentieresy a, X" solutionsde cette équationdifférentielle. La condition
n=0

y(0) = 1 donney, = 1. Ecrivons I'équation différentielle sous la forme (9 = ay. On obtient :

1+X) Y na X =ay a, X'
n=1 n=0
O Y na X+ S nax'=ay a, x'
n=1 n=0

O Y+ aw X'+ nayX'=a) a,x’
n=0 n=0 n=0

O (n+ 1)an. + na, = da,
a-—n
0 =
dn+1 N+l dn
On vérifiera par récurrenceque la suite (a,) vérifiant ces conditions est précisémentéfinie par

an = % %2 G(G_l)";(u_nﬂ). Du fait de l'unicité de la solution, on a donc :

n:
) = io & e

Démonstration 3
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Soit g(x) = nio %%x". On a, pourn > 0, %%z a(a—l)..r.]!(a—n+1) = G_2+1 %Elgou

encore:

_°° a n 1
—nZl (a—n+ 1)%1 _ 1%( d'autre part

= (a- n)% %(”*1 en rebaptisant les indices- 1 - n
n=0

=2

oxg(X) —xg'(x)
0 xg(¥) =oxg(X) —xg(x)

O g'(X) = ag(x) —xg(x) pourx non nul, mais lefonctionsétantcontinuesja relationrestevraie
enx=0
O g1 +x) —ag(x) =0 (*)

On peut alors résoudre I'équation différentielle en tenant comgtatadeg(0) = 1, ou bienencore

considéreh(x) :_9_(>_<La_ On a en effet :
(1+x)
1 a o-1
h(x) =4 () + X)(l__ko)((?z(z()(l X -9 d'apres la relation (*)

Donch est constante, égaléngd) = 1, donay(x) = (1 +x)°.

Démonstration 4
Cette derniere démonstrationest plus compliquée que les précédentesmais présentel'intérét
historiqued'étredue a Cauchylui-méme.Commedansla démonstratiorl, on montreque la série

convergesi |x| < 1. Posongmaintenanty(a) = > % %x", X étantprovisoiremenfixé entre—1 et 1.
n=0

Autrementdit, on considérela sériecommefonction de a et non plus de x. ¢ est une fonction
continue dex. En effet, s varie dans un intervalle §-a], alors :

a(a—1)...0-n+1) | < aa+1)..a+n-1)
n! a n!

X"

a@a+1)..a+n-1)

n!
exemple).¢(a) convergedonc normalementsur [-a, a] et estdonc continuesur [-a, a]. a étant
guelconque¢d est continue suR.

Considéronsnaintenantleuxnombresa et 3 et effectuonde produit de Cauchyde ¢ (a) par ¢(B)
(les séries convergeant absolument) :

avec |x|n terme générald'une série convergente(appliquer d'Alembert par

-16-



o@e® = B0 ¢ P =3 5 HHP e

n +
Or 1; éﬁ %1 E K %z éb( n B % En effet, cetteégalitéestveérifiée pour toute valeurentierede a et 3

(on dénombre de deux facons différentes le nombre de panti@gmentslansun ensemblé& a + 3
éléments, en prenakgléments dans la partie etn —k dans la parti@). On a donc :

DaDN,DBDNééﬁ%Ek%?;B%

Or les deux membresde I'égalité sont des fonctions polynomialesde a. Ces deux fonctions
polyndmes étant égales pour toute valeur entiepestnt égales pour toute valeur réellendgeux
polynédmes qui coincident sur tous les entiers positifs sont égaux. Pourquoi ?). On a donc :

DO(DR,DBDN,kZTOéi%qu%:éU;BQ

On regardemaintenantes deux membrescommedeux fonctions polynomialede (3. Etant égales
pour toute valeur entiére @ elles sont égales pour toute valeur réelle. Ainsi :

g B H_fx+B
Daml&,msml&,k;g;%j_kﬁ_éun ]
Il en résulte que :
o N +BHnA
a = =¢(a +
o@o® =3 ' 50 =0+ P
Or cetterelationfonctionnelle,avec¢ continue,caractérisdes applicationsde la formea - C°, ou

C estlavaleurde ¢ en1. Eneffet, parrécurrencepn a, pourtout a, ¢(na) = ¢(a)" pourtout entier

n strictement positif. Poux = 1, on obtient don¢(n) = C', poura :%, onobtient$¢(1)=C= cl:(%)n

soit¢(%) = C'™ (On peutremarquerue ¢ = 0 puisqued(x) = ¢(§ +§ = ¢(§)2). Poura = % on

obtientq)(#? = ¢(%?” = C"™ etparcontinuitéde ¢, ¢(a) = C* pourtout a = 0 enprenanta comme

suite de rationnels (et dop¢0) = C’ = 1). Enfin,d(0) =¢ (a + (-a)) = d(a)dp(—a) O 1= C* ¢(—a)
entraineque ¢ (—a) = C*, prouvantla validité de la formule ¢(a) = C* sur R tout entier.On a

donco(a) = > % %x” =C'avecC=6¢(1)= ) % Ex" =1 + X, touslesautrestermesde la somme
n=0 n=0

étant nuls. Ainsi :

2, =

EXEMPLE:
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Soit f(x) = sin(x) x m\/i_ﬁq Cette fonction est développableen série entiere et le rayon de
+X

convergenceest au moins égala 1. On appliqueen effet les théoremessur les produits de séries
1
\1+x

A linverse,il n'estpastoujourspossibled'exprimerune sérieentierea l'aide de fonctionsusuelles.

entieres en partant des trois fonctionx,dim(1 +x) et

<) <) —1
Ainsi en est-il d&) ﬁnz Sa série dérivée et z”T égalz‘a—mlz—_Zl pourz réelcomprisentre— 1 et
n=1 n=1
z — . . . . .
1, de sortequela sérieinitiale est%] - M dt (fonction dilogarithme).Mais il n'existepasde

0

primitive de — M@ sousforme de fonctionsélémentaires.es sériesentieregpermettentdoncde

définir de nouvelles fonctions.

3— Exponentielle complexe
Toutes les fonctions décrites au llI-2) par des sémgigressur R, peuventétreétendues C. C'est
en particulier le cas de I'exponentielle.

DEFINITION
4

On pose, pour z complexe=e) P
n=0 &

Cettesérie,ayantun rayonde convergencenfini, estdéfinie pour tout z complexe.A noterqu'en
premiere année, on définit I'exponentielle complexe comme étant :

e =™ =é(cosf) +isin(y))
Nousallonsdoncmontrerqueles deuxdéfinitions coincident L'intérét de définir I'exponentiellepar
une série entierepermetd‘unifier les deux exponentiellesréelle ou complexe,sousune définition
unique. (A noter que le mathématicien Landau fut chasbéniversitéde Gottingenparlesnazisen
1934 sous prétexte d'avoir présenté I'exponentielle de cette facon a ses étudiants).

PROPOSITION -
Pour tout z et'zomplexes, on a 7€ = €°¢’.

Démonstration
Ona:

) n Zp Z-n—p
=2 2

- Pl (n—o)! (produit de Cauchy des deux séries)
n=0 p=0 d .
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On reconnait un développement binémial.

=§ (z+2)"
n=0 n!
=7

En particulier, sz = x + iy, avecx ety réels, on & =& = &'’ et :

ly_zo nz(l)i 'Z(_)ﬂ

(2n)! (2n+1)!

= cosy) + isinfy)
On peut également vérifier que la dérivée de I'exponentielle est bien I'exponentielle.

Annexe 1 : Exemple de série de Taylor divergente

Soitf(x) = 5 oS0

n=0 2n
2
[0 Convergencealef : %@—Xl < % doncla sérief estnormalementonvergenteElle estdéfinie

pour toutx.

[0 Continuitédef : la série étant normalement convergettehaquetermeétantcontinue la somme
est continue.

O Dérivabilité def :

La série dérivée e§ sm 0’ qui estelle-mémenormalementonvergentekElle estdoncégale
n=0

a la dérivée de f. Plus généralement :

Y 4k 2
f(2k)(x) — Z (_1)k n anS!I X!
n=0

00 Ak+2 2
et f(2k+1)(x) — Z (_1)k+1 n Szlr:'](n X!
n=0

les séries étant toujours normalement convergentes. On a donc :
0 n4k
f(2k)(o) — Z (_1)k ? et 1(2k+1)(0) =0
n=0

Ainsi, f est indéfiniment dérivable siik.
[0 Cependantnousallonsvoir que sasériede Taylor associéeestdivergente Le termegénéralde

) K
cette série e Ig X Ona:

129002 | n* |x|2k

017 |% T @
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| |2k
e pourn = 2k

| |2k( )4k | ”
EZk(Tk)Zk- car (2() < (Zk)

2k 4k

> [ X%,

Or le terme généraltend vers +co quandk tend vers +oo. La sérieinitiale n'estdonc absolument
convergente pour aucune valeund®n nulle. Le rayon de convergence est nul.

Annexe 2 : Une formule sur Tt découverte en 1995
Le 19 décembre 1995, a 0h29, Simon Plouffe découvrit la formule suivante :

s 1lp4 2 1
& 16”%n+1 8n+4 8n+5 8n+6

Ce qui estremarquableg’estque la preuvede cetteformule esta la portéed'un élevede CPGEet
gu'elle aurait pu étre découverte depuis longtemps. Précisons égalemenpeuiadiiele calculerun
chiffre de t d'unrangdonnéen basel6 sansavoir a calculerles chiffres qui précedentchosequ’on

ne sait pas faire en base 10. On connait ainsi (en 2000) le 40 mille millardieme chiffre bindge de
0 suivi de 0000111110011111121110011011100011101).

n+p

Il suffit de calculerla sommed'unesérieentiérede la forme f(x) = Z 116” 8mp , dont le rayonde

convergence est ¥6> 1. On prendra ensuite= 1 etp=1, 4, 5 ou 6. Or :

_ n+ xt 16Xt
f'(x) = Z xf“F1 1_£ 6

. f()_ﬁ 166 4 crr) = ﬁ 16t

? 16— g ? 16-t°
&l 3 4 5
> 10 4 2 1 _ 4 -2 —t* —t
5 Zo 16"%n+1_8n+4_8n+5_8n+6§_16? 16 —t° dt
0
avec4 -2 —t'—t°=— (- 1)(t+2)(t+2t+2)

et16 = — ¢* - 2)(t+2)(t+z+2)(t 2+2)

© 10 4 2 1 _ ﬁ t—1
H nZo16”%n+1_8n+4_8n+5_8n+6§_16 (C-2)F-2t+2)

0
1

? -2 tP=-2t+2
0
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1
= %In|t2—2| —%In|t2—2t—2 + arctan(—l)%o
=1}

Annexe 3 : Les nombres Catalan

Le n°™ nombre de Catalandénombreles facons de parenthésesansambiguitéle produit non
associatifde n termes(par exemplele produit vectoriel de n vecteurs)ou bien le nombred'arbres
binairesayantn feuilles. L'identité entre parenthésaget arbre binaire est classique Par exemple,
pourn =4, on associe a chague parenthésage un arbre binaire :

~

(ab)(cd) est associé g

Si a, estle "*™ nombrede Catalanponaa, = 1,8, =1,a; = 2, a, = 5, .... On disposede la relation
de récurrence :

n-1
8 =) &dnk pournz2
k=1
n
=Y a@nx Sionpose =0
k=0

En effet, en partantde la racine,on créeun arbrea n feuilles en dessinanune branchea gauche
suivie d'un arbre Rfeuilles, et undranchea droite suivied'unarbrea n—k feuilles. Posonsalorsf(x)

=3 a,X". Larelation de récurrence sur Esexprime qué(x) = f(x)? +x, d'ou :
n=0
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00 = 1 —3[21 —4x

n
, - &
En développariten série entiére, on trouag= 22— 1)

Annexe 4 : Convolution

Soita = (a,) une suite. La série entiefe a, x" s'appelle fonction génératrice de la suite. Cette notion
n=0

ne présente d'intérét que si la série converge. (En cas de divergence, une variant@ atihséste

fonction génératriceexponentielle’y % X" qui a un rayon de convergencesupérieura la premiére
n=01!1:

série). Notond (a) la fonctionx - 3 a, X". Sia = (a,) etb = (b,) sontdeuxsuites Ja suiteobtenue
n=0

n
par convolutionde a parb estla suitec = (¢,) avecc, = ) abn«.On notecettesuitec=a=* b. Le
k=0

produit de deux séries entiéres donne le résultat remarquable suivant :

T(a* b) =T@T(b)
Ainsi, la transformationT qui changeune suite en une fonction, changeégalemente produit de
convolution en un produit normal.

La convolution intervient dans bien des domaines, et posséde plusieurs définitions possibles.

» L'automatisme
Considérons un systeme dont la soyfeeut étre modifiée par une command@u entrée).

commande satie
u . y
—_— systeme —

Par exemple, le systéme est une voiture, la commande est la pression exdéedéarsua sortieest
la vitessedu véhicule.Considéronsine modélisatiorparticulieremensimpleou la valeurde la sortie
y a un instantx donnédépenddesvaleursdonnéesa la commandedansle tempsqui a précédéx.

Pour chaqué= 0, la valeur dei(x —t), commandelonnéea un momentayantprécédéx d'unedurée
t, aura une influence sur la valeur de y(x). Cette influence est déterminéepar un coefficient
multiplicatif h(t). On supposde systemdinéaire de sortequetoutesles entréesvont s'ajouterpour
déterminerla sortie. Il s'agit donc de faire la sommedes u(t — t)h(t). Cette somme peut faire
intervenir un nombre fini d'instants (impulsions de Dirac and@sientsdonnés)Le plussouventon
sera amené a effectuer une sommation sous forme d'intégrale.

y(x) = %] " U(x=t)h(t) dt = %] “ U(Hh(x—1) dt

—o0
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On peutrendrel'écriture plus symeétriqgue comptetenudu fait que h(t) estnul pourt < 0 (pour des
raisons de causalité, la sortie ne peut dépendre d'une commande ultérieure).

y(x) = ﬁ[] " Ux—bh(t) dt = ﬁ[] ~uh(x—1) dt

—o0 —o0

On a défini ci-dessus le produit de convolutiorug®rh, de sorte que :

y=ux*h
u, h ety jouentici le réle dessuitesa, b, c. Le termeh peutétretresgénéral unefonction,comme
ci-dessusmaisaussice qu‘onappelleunedistribution,commeunedistributionde Dirac, c'esta dire
une impulsion ponctuelleen un instantdonné.La distribution de Dirac &, esttelle que la notation

ﬁ[] - u(t) &, dt estpar définition égalea u(a), et que ﬁ[] - u(x —t) &, dt estdoncégala u(x — a).

—00 —o0

Autrementdit, la sortiey a l'instantx est purementet simplementégalea la commandeu a un
momentayantprécédéx d'uneduréea. On peutaussifaire une somme voire uneséried'impulsions

de Dirac. Un peignede Dirac, par exemple,de la forme ) &, consistedéfinir une sortie comme

n=1

somme d'impulsions d'une commande a des intervalles réguygys=:> u(x—n).
n=1

Il existe alors des transformationsT modifiant le produit de convolution en un produit usuel.
Voyons-en quelques-unes.

+ La transformée de Fourier

e}

Pour u intégrablesur R, posonsT(u) la fonction x — ﬁ[] u(t) e™ dt. Si u estun signal de

—o0

commande, T) peut s'interpréter comme piart queprenduneondede pulsationx dansle signalu.
Il s'agitenfait de densitéd'onde,maispeuimporte.On montrealorsqueT(u * h) = T(u)T(h). Cette

formule s'interpretede la fagconsuivante: 'amplitudede I'ondede pulsationx dansle signalde sortie
y = u * h estégalauproduitde I'amplitudede cetteondedansle signalde commandemultiplié par

l'amplitude de la méme onde dans le facteur

Dans le cas ohi est une distribution de Dirdg par exemple, on a :
Y(¥) = (U* 3)(X) = u(x-a)

0 T(Y)(X) = ﬁ[] ” y(t) et gt = ﬁ[] ” u(t—a) a*t gt = ﬁ[] * u(v) e XA G = i ﬁ[] ® u(v) & gy

—o0 —00 —o0 —o0

U™ T(U)(X) = (T T(B))(X) puisque T&)(X) = ﬁ[] " 5 e dt = e,

-

Plus généralement :
THK) = ﬁg Ty e dt = ﬁg ) ﬁj 7 uh(ty) dve ot
. 0
:ﬁ[] ) ﬁ[] 7 uW)h(tv)e™ dvdt = ﬁ[] ” ﬁ[] ™ hVE ™ dve

-

—o0 —o0

—0 J —
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- i . 0
:ﬁ[] T (X) uv)e™dv = T(h) (x)ﬁ[] “u(v)e™dv = T)(x) TU)X)

-

-

:ﬁ[] ) ﬁj " h(-v)e ™t u)e av = ﬁ[] ) ﬁj " hwe™dw uve™dv

-

O T =TO)T().

* Les séries de Fourier

Pour f 2repériodique,on définit les coefficients de Fourier c,(f) = %T ﬁ[]n f(t)e™ dt. Posons
-t

T(f) = (c)noy- ON peutconsidérercescoefficientscommeuneversiondiscretede la transforméede

Fourier. c,(f) corresponda I'amplitude de I'onde €™ dans le signal f. Par une démonstration
comparable a la précédente, on montre que- T) = T(u)T(h), avec ici :

u* h)) :%[ ﬁ[] " UBh(x1) .

—Tt

» Latransformée de Laplace
Une autre transformationpossible est la transformationde Laplace, ou T(u) est la fonction

y AN #] u(t) " du, ot z estun réel strictement(ou complexea partie réelle positive). On pourrait
0

noter ﬁ[] u(t) e du enconsidérantjuel'instant0 estl'instantou le systémedémarreet quetoutes

—o0

les fonctions(commandesortie) étaientnullesavantO. Si z était imaginairepur, on retrouveraitla
transforméede Fourier, mais la transforméede Laplace peut s'appliquera des fonctions non
intégrablespour laguelle la transformationde Fourier n'estpas définie. On montre la aussique

T(u=* h) =T(U)T(h), avec ici (1 * h)(x) = %] Xu(t)h(x—t) dt compte tenu du fait que les fonctions sont
0

nulles pour une&ariablenégative Le quotientT (h) = % s'appellaci fonctiondetransfert.On note

alors Y=T(y), U=T@Uu) et H = Th), d'ou HE) :% sous une forme plus usuelle.

L'intérét de cette transformation est donc de permettre un calcul extrémementeapideartir de
U et H, ou un calcul rapidede H a partir de Y et U par simple produit ou quotient. Des tables
permettentalors de remonteraux fonctionsy ou h initiales, et par exemplede déterminerh
connaissary etu, ce qui serait extrémement difficile directement.

De méme, dans I'annexe 3 avions-nous a trouver uneastif@,) vérifiant :

n
a=0, a2=1, etdn=2,a,=) aan«
k=0

soita =a* a + u, ou u estla suite (0,1,0,0,0,...) L'applicationde la transformationT conduita

I'équation du second degrédaJ € T(a)® + T(u) et c'estbienainsid‘ailleursquenousavonsdéterminé
la suitea.
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Les analogies rencontrées sont donc les suivantes :

Objets Convolution Transformation
Série entiere suitea = (a,) (@=*b)(n) =) abn« T@(©2) = g a, 7'
k=0 n=0

Transformée de
Fourier

fonctionf surR

(F* 0)() = #] ~f(t) g(x— tyc

—00

T = ﬁ[] () et

—00

Série de Fourier

fonctionf 21+
périodique

(f+ 96 = %Tﬁj () gl -

)dt

T(H(n) = %T ﬁ[] ") e

—Tt

Transformée de
Laplace

fonctionf surR”*

(F* 0)() = F (1) g(x -ttt

0

T(H() = # TH(t) e ot

0

avec, dans chaque casf ¥@) = T(f)T(g)

O
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