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SERIES ET INTEGRALES GENERALISEES
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Dans ce chapitre, on introduit les intégralesgénéraliséeqou impropres). On notera que leur
propriétéssonttresprochesde cellesdesséries yuesen premiereannée On effectuedoncun rappel
sur ces derniéres, avec quelques compléments.

| : Compléments sur les séries

1- Rappels de premiere année

On appelle série (> x,) de terme général x,, réel ou complexe, la suite de terme général
S, =X + ...+ X, appeléesomme partielle. La série convergesi la suite des sommespatrtielles

convergela limite S s'appellesommede la série.Onlanote ) x,. LaquantittR,=S—-S,= ) X,
n=0 k=n+1

s'appelle reste de la série.
EXEMPLES.

o Série géométrique : poLz[ <l,onay 7' :LZ. Il s'agit d'une série géométrique.
n=0 -

X

« Série exponentielle : pour toxitéel, & = o
n=0 fi
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» Série harmoniqu@ % Elle diverge

 Series de Riemannz:ia converge si et seulementosk 1.
n

On connait un certain nombre de conditions suffisantes de convergence ou de divergence :
PROPOSITION (Séries a termes de signe constant)

i) Si(3 uy) et(S v, sontdessériesde signe constant, et si u, Llv, au voisinagede +, alors S u,

ety v, sontsimultanémentonvergentesu divergentegon dit que les deuxsériessontde méme
nature).

i) Soient(} uy) et(Y v,) deux séries a termes positifs.
Si, pour tout n, y< vy, ou plus généralement, sj & O(v,) et siy v, converge, alor§ u, converge.
Si pour tout n, 4= v, et siy v, diverge, alorsy u, diverge

Une sérigy u,) est dite absolument convergentéZsl un|) converge.

PROPOSITION (Séries absolument convergente)
Une série absolument convergente est convergente.

2— Reégle de D'Alembert

Voici un criterede convergenceparticulierementdaptépour les sériesdont les termesutilisentdes
puissances ou des factorielles.

PROPOSITION
Soit (3> uy) une série a termes non nuls. Alors :
@) si lim et —| < 1,1a série est absolument convergente.
n — +oo un
(i) si lim |42 =| > 1 |a série est diverge.
N — +oo n

Danstouslesautrescas,on ne sait pasconclure.On noteraqueles casou I'on ne sait pasconclure
sont fréquents, puisqu'il y figure toutes les séries de Riemann, convergentes ou divergentes.

Démonstration
(i) Soitq compris entré et 1. Il existe N tel que, poar= N, on ait :
Un+a <
Un =
donc|u| < |uy| g™ et|u)| = O(@"). Le termegénéralde la série(Y |u.|) setrouve majoréeparle

terme géneérald'une série géomeétriquede raison q inférieurea 1, qui est convergentelLa série
(3 |un) est donc elle-méme convergente.

(if) Soit g compris entre 1 dt Il existe N tel que, pour= N, on ait :

Un+1

>
Un g




et donc ici, on fu,| =|uy| ™. Comme lim " = +o, il en est de méme die,| et la série diverge.
n

— 00

EXEMPLE: reprenons la série de I'exponentielle, mais appliquée aux comml,exeﬁé{. Alors :

E:
n+1

Un+1
Un

qui, pour tout, tend vers 0.

La série ) % estdonc convergentgour tout z On appelleexponentiellecomplexela sommede
n=0 'h

cette série.

3- Série produit
Soit (3> uy) et (3 v, deuxséries.On appellesérieproduit (ou produitde Cauchy)la série(3 w,) de
terme général :

n

Wh = UgVp + UVier + . FUV F ... FURVD = Z UVik
k=0

PROPOSITION :
Silesséries(> un) et(> v,) sontabsolumentonvergentes] enestde mémede la série (3 w,) et
l'on a:

Démonstration non exigible
Démonstration
[ Si les séries sont a termes positifs, on a :

N
En effet,) w, est la somme desv;, ou (,j) parcourt le triangle T défini par :

n=0
T={(i,j),0<i<N,0<j<N,i+j<N}
N N
alorsque ) u, x ) V, estla sommedesuy, (i, j) parcouranie carreC = [0,N] x [0,N]. Comme
n=0 n=0

T O C et qu'onsommedestermespositifs ou nuls, le secondmembreestbien supérieurou égalau
premier. Par ailleurs, tous les termesdes sériesétant positifs ou nuls, les sommespartiellessont

N N

N g 0
croissantesdonc ) U, x > Vo < ) Uy x ) Vi La suite des sommespartielles () w,) estdonc
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

croissante et majoree paru, x » V,, donc converge.
n=0 n=0

On obtient I'égalité demandée en remarquant que, pour tout N :
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En effet, le carré C estinclus dansle triangle{(i, j), 0<i <2N,0<j < 2N, i +j < 2N} qui est
2N

parcouru par les indices des produitg de la sommé w. Il suffit alors de passer a la limite.
n=0

O Si (3 un) et (3 vy sontabsolumentonvergentesalors, la série (3 z,) définie comme série—

produit de § |u:|) et ¢ |vi[) converge, ave, = i | u |-
=)

n n
Comme|wn| =|5 uvni| < S |ud [vai| = 2, la série(T w,) estabsolumentonvergentell restea
k=0 k=0

montrer que sa somme est le produit des sommes des deux séries. On a en effet :

N

N N
DUnx ) Vo= Wy =
n=0 n=0 n=0

> UpVg

(P UE

ou E={pP,g) |ptg>N,p<N,q<N}=C-T. La somme est majorée par :

N N N
> |upve] = 3 Jun] x 3 |ve| =3 2
(P OE n=0 n=0 n=0
et cettederniereexpressiontendvers0 quandN tendverslinfini envertu du résultatprécédensur
les séries-produit a termes positifs.

Lesrésultatssuivantssontdonnésa titre purementndicatif (et on ne doit pascherchera les retenir

ou les utiliser) pour montrer que la situation est moins triviale qu'il ne parait :

* |l suffit quel'unedessériesy u, ou ) Vv, soitabsolumentonvergentet I'autreconvergentgour
que la série produff w;, soit bien égale au produit des deux séries.

» Silesdeuxsériessontconvergentesnaisqu'aucunan'estabsolumentonvergentei] sepeutque

l
(> w,) diverge.Prenonspar exempleu, = v, = (@O dont nous montreronstout a I'heure la

Jn

n-1 n
convergencepourn = 1. La serie-produita pourtermegéneéraw, = > J_—lL. Or p(n—p) est
k=1

=1 \/p(n—)

2 2(n—1
n

. . n . . , . . , .
majoréparZ, doncsaracmeestmajoreeparg. On a donc|w,| qui estminorépar etqui

ne tend pas vers 0 quandend vers ¢. Donc la série produit diverge.
* Si) u, converge, on peut montrer qu'il existe une sgng convergente telle que w, diverge.
» Silestrois sériesy u, > Vv, et > w, sontconvergenteda sérieproduit Y w, estbien égaleau
produit des deux séries.

» Silesdeuxsériesy u, ety v, convergentetsiu, = O(%) etv, = O(%), alorsla sérieproduity w,

soit bien égale au produit des deux séries.

-4-



5— Séries alternées
On dit que § uy,) est alternée si (—1), est de signe constant.

PROPOSITION
Soit(Y uy) = (3 (-1)" vy) unesériealternéedontle termegénéralv, estpositif, décroitet tendvers

0. Alors la série converge En outre, le resteR, estmajoré en valeur absoluepar | uy.| et estdu
signe de gki.

Démonstration :
On a, en notant,S Up + ... +U, les sommes partielles de la série :
Sontz = Sn = Uznez + Uoner = Vo2 —Vone1 < 0
Sone1 — Sne1 = Uzner + Uz = Vonsg +Vor 2 0
Doncla suite(S;,) estdécroissante.a suite (Syn+1) estcroissantegt Sy — Spnes = Vonsr tendversO.
Les deux suites(S;n) et (Sxn+1) sont donc adjacentest possédentine limite communesS, ce qui
signifie que la suite complétejSonverge vers S. On a également, pour maut
S'2n—1 < S2n+l < SS SZn
DonCUyni1 = St — Sn<S — Sn< 0 et comme S —$= Ry, 0N a bienuy; < R <0
De mémepn = Sn—Sn1=2S — $12 0, et comme S —9; = Rong, 0N a bienuy, =2 Ry 120

EXEMPLEL :
) " . ciny (L)
Il résulte de cette proposition que, pour toyositif, la série ¥ pr ) converge.

Y n—1
Considérons plus précisément le ca§d<¢g_—lnL et posons L la valeur de cette somme de série. ££
n=1
A titre de curiosité, ou est l'erreur dans le raisonnement suivant ? Nous avons :
1,1 1,1 1,1 1,1 1
Nn2)=1—=+=-=4+=Z—=+=—_=+=——+
2) 2 3456 7 8 9 10

On permutelestermesde fagona ce que,pour n impair, le terme— 1 soit placéderrierele terme%,

2n

et pourn pair, le terme >n soit placé devant le ter e On obtient alors :

-, 1,2 1 1,1 1 1.1 1 1,1 1
@) =1—5-3%376 85710 1277 14" 2k Zel A2
1 1 1 1 1 1 1 1 1
R e i e R =S
2 4 6 8 10 12 14 4k 4k+2

L1, .1 1.1 1., 1
S5 *3-2%85 “§ "7 & ]
1
== 277
2In(2)

EXEMPLEZ2 :

Rappelons la formule de Taylor avec reste intégral pour une fonction de classe C

" (n-1) b (n)
f(b) = f(a) + (b—a)f ‘@) + (o —a)2 @, p—a)“—la%_li“)l! 4 %3 (b— t)“-l(:%_% ot



_ _ _ iy — 1 4 Wy = (_qy-1_(K=1)!
Prenond(x) =In(1+x),a=0,b=1.0naf'(x) = Ttx et, parrécurrencd™(x) = (-1) 13
La formule donne donc :

1,1 ) N RPN P I |
n@=1-2+1-. .+n_l+%]0(1—t) D e d

et l'intégrale est majorée en valeur absoluejgpaft —t)™ dt :% qui tend vers 0. Donc :
In(2) =
) kZl ”

EXEMPLES :

On peut encore procéder comme suit :
1

Soit |, = (-1 dt. On a § = In(2) et on peut écrirg sous la forme :
1+t

_ (_1)1#] n— (1 +t) _t”— _ (_1)1 #] ltn_l dt + I zg__r::-ln + 1

1+t

n n-1
0 In=§%?~+_l +

L1y
n-1 3

1 1= -y EU°
> 2K

1
En outre, on a &|1,] < #] t" dt :n+1 qui tend vers 0, donc, en passant a la limite, on obtient :
0
0o _1 k—1
=In(2) -> K_Lk
k=1

EXEMPLE4 :
La méme méthode s'applique a :

2n 1.2n-2 2 2n-2 1 n
In= (- 1)“%3 fod= 1)"#3 £+t -t dt=(—1f%] et + g =
0 0

1+t n-1

g
avecb:#j 1—zdt:
0

N |

+t

_ eyt 1 _n_¢ (1
O b=yt 1ton 3 '"+3 14b=7-2 %1

En outre, on a &|1,] < #] " dt = qui tend vers 0, donc, en passant a la limite, on obtient :

1

L[ o) — _1 k—1
2 kZl LLZk 1ou encoreU z LLZk—l

EXEMPLES :
Plus généralement, la méme méthode permet de montrer que, paustiactement positif :

1
dt = 1K+
%jlﬂ kZo( k+1
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1 n
5 dt. On aura] = J—1L+ I

on—-a+1

Il suffit de prendre = (—1)‘#]

0

EXEMPLESG :

Le programmene prévoit que deux situationsou I'on sait concluresur la convergencele sériesa
termes quelconques : les séries absolument convergentes, et les séries alternées.

Il estcependanpossiblede concluredansd'autrescas,maisc'estplusdifficile. Nousnousbornerons
a un exemple :

i sin(hX)
n=1 n

Pourx # 0 modr, Posons Y= sink) + ... + sinfix) de sorte que :

+
d SinngX!: d Uk—Uk_1: ”g_”u_k ni_nl Uy
kZl k =1 k Z k kZl k Z k v k+1

>
1

Uy, YU Uy
n T2k kel n Zk(k+1)

On autilisé la méthodedite d'Abel consistant faire une"sommationpar parties",comparable une
intégration par parties. On remarque alors gugant fixé, (Ul) est une suite bornée. En effet :

_ _ 1 — D sin K%Z sinn—zX
Up=Im (1 +&* + &+ . +&™) = Im=—— =
1-e sin2
2
donc |U,| < Y tendvers0. Parailleurs,la sériey — 2 est
sinX n k(k + 1)

2

absolument convergente. Donc la s§r'+1'§_='mkl9(2 converge.

Il : Intégrales généralisées ou impropres

1- Définition et exemples

Les fonctions sont définies sur des intervalles| ouverts ou semi-ouverts,bornésou non. On
supposera les fonctions continues par morceaux.

Si | estun segmenta, b], on appellefonction continuepar morceauxsur | une fonction f pour
laquelle il existe un subdivisiam =a<a; < ... <a, = b telle que :

. sur tod intervalle B, a1, f est continue
. OiOd[o,n-1], lim f(x) existe et lim f(x) existe
X— 8, X > X— 81, X < et

On peutalors définir %]

a

b 1o At
f(t) dt enla définissantcomme ¥ ﬁ[] “L (1) o, oul ﬁ[] “Lf(t) ot estelle-
k=0

A A
mémecalculéeen intégrantla fonction continuequi prolongef sur [a, aw1]. (On vérifie que cette
définition ne dépend pas de la subdivision choisie).
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Si | estun intervalle ouvertou semi-ouvert,on appellefonction continuepar morceauxsur | une
fonction continue par morceaux sur tout segment inclus dans I.

DEFINITION
O Sif estcontinuepar morceauxsur [a, b[, on dit quel'intégrale #] ’ f(t) dt estgénéraliségou
a
impropre).Elle estconvergentesi #] " f(t) dt admetunelimite quandx tendversb, enrestantdans
a
[a, b. #]b f(t) dt désignealors la valeur de cettelimite. L'intégrale estdivergentes'il n'y a pasde

a

limite.

Ci-dessusb estéventuellemeninfini. Dansle casd'unintervalledu type ]a, b], (a éventuellement
infini), on définira :
b b
%] f(t) dt = [im %] f(t) dt si cette limite existe
a
X

—
a

et dans le cas d'un intervalle du typed[, on posera :

“fydt= lim foydt= tim L) dt+ lim [t dt si chacunedesdeux
(X’y) - (a’b) X - a b

X

limites existec est un point quelconque dz .

—
Cc

La convergencalesintégralesest souventplus facile a traiter que cellesdessériescar on dispose
parfois de primitives :

EXEMPLEL :

Soita>0

F]E “etdt= lim [- e'], ce qu'on note parfofs- & +:
X— 00
0

=1
EXEMPLEZ2 :

1 . 1_ 1_
ﬁjoﬁd“x“i”o [2Vi], =[2\1], = 2

EXEMPLES :
ll 1
=dt= lim_[Int] = diverge
ot X-0 g

mais nous verrons ci-apres des critéres de convergence rapides a mettre en oeuvre.

Parpassage la limite desbornesde I'intégrale,on montrefacilementque les propriétésusuellesde
l'intégralesur un segmentsontvérifiéespar les intégralesimpropres(linéarité, relation de Chasles,
changemente variables).On prendragarde cependantgue, pour l'intégration par parties pour

Iaquellel'intégrale#] uv est transformeeen la somme[uy] — #] uv, lintégraleinitiale peut étre
|
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convergente, alors que, séparénjenj et#] u'v peuvent diverger. Il convienansce casd'intégrer
|

|
par parties sur des segments J inclus dans | et de ne passer a la limite qu'a la fin du calcul.

2— Cas des fonctions positives

Pour les fonctions, les théoremessont énoncégpar exempledansle casou | =[a, b[. Le lecteur
adaptera aisément le résultat pour les autres formes possibles d'intervalles.

PROPOSITION (fonctions posivites)

i) Soitf etg définies sufa, b[, positives.

Si, au voisinage de bgsfg ou plus généralement, sfO(g) et si#] g converge alorﬁ] f converge

Si au voisinage de bxfg et si#] g diverge alorsﬁ[] f diverge

i) Si,auvoisinagedeb, f L1g, alors #] get #] f sontde mémenature (toutesdeuxconvergentesu
| |

toutes deux non divergentes).

Démonstration elle est tout a fait comparable a celle relative aux séries.
i) Il existeM et c élémentde [a, b[ tels que,pour x élémentde [c, b[, onait: 0 < f(X) < Mg(x), et
donc :

#]X f(t) dt < M#] Xg(t)dt < M#] IDg(t)dt puisque#] Xg(t)dt est une fonction croissantede x

C C

b c X
majorée par sa Iimit% g(t)dt. En rajoutanqj f(t)dt qui est un nombre fini, on voit que la quangﬁié

C a a

f(t)dt est une fonction croissante xlest majorée, donc convergente.

Le plussouventon cherchalirectemenunemajorationf < g auvoisinagede b. Pourquel'intégrale
d'une fonction positive converge, il suffit Bemajorerparunefonctiondontlintégraleconvergela
deuxiemepartie du i) n'estque la contraposéeale la premiérepartie. Pour qu'uneintégraled'une
fonction positive diverge, il suffit de la minorer par une fonction positive dont l'intégrale diverge.

ii) Il suffit deremarquequesurun voisinage[c, b[ deb, onaunencadremerdu type% <f< %9 Si

l'intégralede g converge,l en estde mémede celle de %9 et doncde f, d'apresi). De méme,si

l'intégrale de€f converge, celle dg aussi.

3- Fonctions de réference

Pourvoir si uneintégralegénéralisée'unefonction positive converge pn prendun équivalentpour
se ramenera une expressiorplus simple, servantde référence On procededonc commeplus les
séries. Les cas les plus fréquents que I'on obtient figurent ci-dessous.

On vérifiera aisément, en calculant une primitive que :

[ FIE t%dt converge si et seulemenispk 1

1
diverge si et seulementist 1



Ce casestanaloguea celui de la sériede Riemann} n—la Ce n'estpasun hasard,commenousle

verrons plus bas.

1
[ #] t%dt converge si et seulemenitosk 1
0

diverge si et seulementist 1

& a_1 dt converge si et seulemeniosk 1
] |t —to|*
fo

diverge si et seulementist 1
0 ﬁ[j e dt converge pour tout > 0
Ol
O %] In(t) dt converge

0
diverge si et seulementist 1.

EXEMPLEL :

ﬁ[j g(% dt ou P est de degmeet Q de degrén.

En supposant) non nul sur[a, +o[, le seul probléemede convergencese poseen +o. On a alors

PO Dx"l”" L'intégrale converge si et seulemennsin > 1.

Q)
EXEMPLE?2 :

Trouver les valeurs depour lesquelle§ (x) converge, avet(x) = ﬁ[j ettt
0

En 0,e".t! [ :Fl_—x dont l'intégrale converge si et seulement:siO.

X+1

En+wo, ona0< et < flz puisquee™ t* tend vers 0 quandt tend vers +c. Donc l'intégrale

converge eneb pour toutx.

Ainsi, [ (x) est définisur R™*. On vérifieraenintégrantpar partiesquel (x + 1) = x [(x) etdoncpar
récurrencegue,pourn entier,I'(n + 1) = nl. Ainsi, I' estuneextensioraux réelsstrictementpositifs
de la factorielle.

Voici le graphe de la fonction entre -5 et 5 :
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v

T o
4

On peuts'étonnerd'un tel graphealors que nousavonsvu que " n'étaitdéfini que pourx > 0. En
effet, on'y voit ' défini pour les valeursnégativesnon entiéresde x. En fait, on a prolongélr aux
valeurs négatives, par exemple au moyen de I'un des procédés suivants :

O Dans la relation I'(x) = ﬂx;_l) le membre de droite est défini pour x élément de

]-1,0[ O ]0,+oo[. On peutdonc utiliser cetterelationpour définir I'(X) sur]—1,0[. Mais reprenanta
méme relation avec l'extension de I, le membre de droite est cette fois défini sur
]-2,—1[0 ]-1,0[ O ]0,+o[, permettant d'étendfea ]-2,—1[. De proche en proche, on défaintsi
sur tout intervalld—n—1,-n[.

[0 On peutaussiécrire (la connaissanceu chapitre"Suiteset Sériesde fonctions est nécessaire
ici) :
1

r(x) =ﬁ[j et ot 2#] et ot +5[] et dt
0 0 1

12 (_f\n ® )

:#] > %th‘l dt + ﬁ[j e't“dt avec convergence normale de la série sur [0,1]

n=0 .
0 1

1

[*) 1 (_§\N L
:z%j G gt dt+5[j ettt
n=0 n:
0

=y LU et
n:O(n+X)n! 1

expression qui est définie pour touttel non entier négatif.

Voici une curieuse utilisation de la fonctibn

Considéronﬂ[]..& exp(x” — ... —X,°) dxg dX; ... dx, = ﬁj exp(+?) d'[g1
R —o0 O

Si on passeen coordonnéesphériquesx” + ... + x,° = r* avecr variantde 0 & l'infini. L'élémentde

volumeseraégala dr x airedela surfacede la sphereS, i(r) = {(X1, ..., Xo), ¥° + ... + X,> = r’}. Par

homothétie de centre 0 de rappora surface de cette sphére est égale’x airede S,1(1). (Ona

Si(r) = 2ir et S(r) = 4rr?). On a donc :

n
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ﬁj& exp(x® —...— %) dx, dxz ... dx, = 81_1(1)5[3 ooexp(—rz) rtar

n 0

R

NI

Posong =r* On aﬁ[l exp(+2) r"tar = ﬁ[j exp(=) t"* " dr - [(n/2) 2/2 .
0 0

On a donc finalement :

3 eot) af =s.0) 02
o U

Pourn = 2, cette formule corresponc% exp(+?) dtg = S(l)ﬂz12 =, donc :
0 0

ﬁE “exp(t) ct =~/

—0o

0 2
formule qu'on rencontre également sous la fd f][fpeexp(—%) dt =~/2m

—00

On en déduit égalementwex/ﬁ” = S1(1) ﬂr21/_2) et donc que l'aire de la sphéreunité de R" est

ALr(n/Tg). Pourn = 3, on obtient‘x/Fr3 =2nr(3/2)0 1(3/2) :@:% M(1/2)0 r(1/2) :\/1_1

Montronsenfin la formule de Stirling : [n! [In" e™+/2m| (la connaissancelu chapitre"Suiteset
Séries de fonctioNSUITESF.PDF est nécessaire ici). On écrit :

n! :r(n+1):ﬁ[j e't"dt

0

\/_
exp(—t/n +nin(l +%)) du

= ﬁ[] " exp(@ —w/n) N (1 +-%)"~/n du en faisant le changement de variabten + tn/n
n
A

[ee]

A
L'intégrale est de la fornTJ%\ fa(u) du avec :

—0o

oy e_n\/ﬁﬁ[]

fo(u) = 0 siu<4/n
= exp(+n/n +nin(1 +%)) pouru = —/n
n
Quandn tendvers+o, pouru fixé, f,(u) seraégala exp(—wn/n + n In(1 + %)) pourn assezyrand,
n
2
de limite exp(—%). On vérifiera en outre que, pour tout n et tout u, 0 < f,(u) < ¢(u) avecd

intégrable définie par :
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o) = eXp(—u;) pouru<0

= (1 +u) exp(-u) pouru=0
Le théorémede convergencedominée permet alors de conclure que lintégrale tend vers

0 2
ﬁ[] exp(—%) du, et dont la valeur esfﬁ comme vu précédemment.

—00

4— Comparaison série-intégrale

L'analogie entre série et intégrale impropre apparaitde maniereencore plus apparentedans le
théoréme suivant :

THEOREME

Soit f une fonction positive décroissantesur [0,+oo[, continuepar morceauxsur tout intervalle

[0,X]. Alors la sérig( f(n)) converge si et seulement si I'intégr%]ef(t) dt converge.
0
Démonstration
f étant décroissante, pour tauton a :
n

f(n) < #] f(t) dt < f(n-1)
n-1

Supposons qu% Ki converge. On a alors :
0

&:iﬂm:ﬂm+iﬂmsﬂm+i#ﬁﬂom:ﬂm+$%omsﬂm+#?mm

k-1 0 0

donc la série converge, car les sommes partiellg$diBnent une suite croissanfe>(0) majorée.

Réciproquementsi la sérieconverge,on peut majorerles intégralespartielles.Si x estun réel de
partie entiera, on a :

X n+1 nt1 ¢ K n+1 n ©
FX) Z#] f(t) dt < #] f(t) dt=> #] ft) dt< > f(k=1)=> (k)< f(k)

0 0 1) k=1 k=0 k=0
Comme l'intégrale partielle est une fonction F croissanteetlenajorée, elle converge.

En passant a la limite dans les inégalités ci-dessus, on a enfin I'encadrement :

#ﬂmmsiﬂmgmwﬁﬁmm

0 0

Ci-dessous les graphiques permettent d'illustrer la démonstration :
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i f(K) < #] it ot #] () ot < nff(k)

0 0

EXEMPLEL :
Onretrouvele critere de convergencelessériesde Riemanny. n—la par comparaisoravecﬁ[] ) tl“ dt.

1
Les deux convergent si et seulement i 1.

Poura = 1, on retrouvele fait quela sérieharmoniquey % divergecar elle estde mémenatureque

[ee]

l'intégrale de ﬁ[j %dt. Cependantla différence entre la somme partielle et l'intégralede 1 a n

1
converge. En effet, posons :
1 1
=14+ . +=—
up=1 5 - In(n)
1
n+1

1
n+1

n+1
Onaupn — U, = —In(n+ 1) +In(n) = - #] % dt < 0. Commela suite décroit, pour
n

montrer qu'elle converge, il suffit de la minorer. Or, pour kaut :
1 k+1 1
=> =
SIE
k

1 1 k+1 1 n+1 1
+t=-+ ... +t=2 = = =dt= +
donc 1+3 . kzl#] -t %] L dt=In(n+ 1)
k 1

donc u,=In(n+ 1) —Inf)=0.
Si on notey la limite de la suitel,) (appelée constante d'Euler), on peut alors écrire :

1+1+ +l=inm) +y+o(D)

2 n

et en particulier :

1 +% + ... +% Lin(n) quandn tend vers linfini
Une valeur approchéede te d'Euler, dont une valeur approchéeest 0.57721566..Le fait que

1 +% + ... +% [Jin(n) montrequela sérieharmoniquedivergeextrémemententementLe plus petit
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ntelquel +% +..+ i > 100estdel'ordrede e ®”, soit1.510". En 1968,JohnWrencha montré

guece nombrevalait exactemeni5 092688622 113 788323693563 264 538 101 449859 497.
Si la somme de chaque terme prenait un milliardiéme de sedofadelraitplusde 4 x 10'" milliards
d'années pour effectuer le calcul

La constante d'Euler permet de trouver des sommséris Considéronpar exemplela sommede

0 n—1
la série alternéd §_1nL Considérons la somme partiellg S

n=1
2n — n n
= ) _151
k=1 Z 2 Z k
\ovl-/ \.v;
2n 1
orR+1h=>) K- In(2n) +y + 0(1)
k=1
_l¢1_1
etR = > kZl =5 (In(n) +y + o(1))
O b = In(2) +2 In(n) +¥ + o(1)
2 2
00 k—1
O In— Py =1In(2) + o(1) de sorte que la limite cherchée est L = In(g) (G

S

EXEMPLE 2 : on peut égalementprocédera des encadrementgn cas de fonction croissante.
Considérons par exemplehy. On a :

n+1

#] In(t) dt < In(n) < #] In(t) dt

n-1 n

0 nnn)—1—-60-21)Inh—1)<In(n) < (n+ 1)In(h+ 1) — 1 —nin(n)

On somme ensduite les inégalités, derZpdur l'inégalité de gauche, et de A gour celle de droite
0 nin(n) —n+ 1<In(n!) < (n+ 1)in(h+ 1) —n

O nNe"xesnl<(n+ 1y e”

Comme (1 + 1)™ = exp(f + L)In( + 1)) = exp( 6 + 1)In() + (n + 1)In(1 +%) )
=expl ¢ LIn(n) + (n + 1)(%| + o(%)) )

=exph ¢ 1)Inn) + 1 +o(1))
Dnn+l e

on endéduitque—— e‘” estcomprisentree etenx qqcqui tendvers1. Pardesméthodesin peuplus

. , | _ .
compliquées, on peut montrer C’#ém [\/2rm, ou encore que! [In"e™/2m, ou enfin que :

In(n!) =nin(n) —n += In(n) += In(2T[) + 0(1) (Formule de Stirling).
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5— Cas des fonctions de signe quelconque
DEFINITION

Une intégrale #] f est dite absolumentconvergentesi #] |f| converge.On dit aussique f est

intégrable sur I. Dans ce ca%, f converge.

Démonstration
O Pourf & valeurs réelles, peut écrire :

£ = Sup(0) =3 (f +|f)
f~ = Sup(4,0) =% (it -9
de sorte qui| =f " +f etf=f"—f",
Silf| est intégrable, il en est donc de mémé detf ~. On a alors :
%3 f(t) dt=#] £(0) dt—%] £(t) ot
On a par ailleurs : | | |

%3 |(0)| dt=#] f+(t)dt+%j f(t) dt

de sorte qqu f(t) dt S#] |f()| ot

X
Sil = [a, b, la limite Iimb #] f(t) dt peut fort bien exister sansqu'aucunedes limites suivantes
X

a

n'existent : lim #] f (1) dt, Iimb#j f(t) o, Iimb#j |f(t)| dt. On peut trés bien avoir par exemple :
X— X—

X-b

a a a

lim #] F4(t) dt = lim #3 £(1) dt = +oo
X-b a X-b a

alors que la difféerenceconverge.ll en estde mémepour les séries.ll existe des sériesqui sont
convergentes sans étre absolument convergentes.

singo
contre%)—(2 n'est pas intégrable sur [&f: En effet :

(k+Lymy . 1)
& |sin)| e L ﬁ[] (k+1)
e X (k+ 1)

EXEMPLE : 3N

estintégrablesur [1, +oo[ car <1 qui estintégrablesur [1,+o[. Par
X

|sin(x)|dx =

« +21)T[ terme général d'une série divergente.

krt

CependanﬁE %Q dt converge car, en intégrant par parties :
1
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X - X X
smgt}dt:%cosg% _ CcOoSs dt
ot t Oi oy, t

Le crochet admet une limite et la fOﬂC'[%%[ISEQ est, elle, intégrable, donc le membreddeite admet

une limite.
De méme,cos(®) n'estpasintégrablesur [0,+oo[, maisﬁ[] ) cost®) dt existe(faire le changementle

0
variableu = t* puis une intégration par partie).

EXEMPLEZ2 :

Pourz complexede partie réelle positive,on a|e* t*7| = g 7@

, intégrablepour Re@) > 0. On
pose alorg$ (2) = ﬁ[j e’ t** dt, définie pouz complexe tel que RB(> 0.
0
PROPRIETES
i) L'ensemble des fonctions intégrables sur un intervdtlene un espace vectoriel.
i) L'ensemble des fonctions de carré intégrables sur un intenvidtene un espace vectoriel.

Démonstration
i) résultedu fait quel|f +Ag| < |f| +|A| |g|, et donc, si f et g sontintégrablessur I, la fonction

|| +|A] g| est intégrable donc la fonctiér Ag aussi

i) estplusdélicatdu fait que (f + Ag)® = f * + 2\fg + A°g”. Si on supposajuef et g sontde carré
intégrable,on pourra concluresi on montre que fg estintégrable.C'estbien le casen vertu de
linégalité :
f2+ 2
|fo| < —29—

provenant du développement {f¢£|g|)? > 0

Si on selimite au sous-espaceectorieldesfonctionscontinuesde carréintégrablespn peutdéfinir
le produit scalaire suivant :

<f, g> = %] f(t)g(t) dt

Annexe | : Calcul de ) L
n=1

On va calculer ) —12 a partir de la formule I =

i , )
2 2 nZO 1 démontréeau paragraphdll-5) surles

seriesalternéesLa méthodeestdue a G. T. Williams, A new methodof evaluating{(2n), Amer.
Math. Monthly, 60, (1953), 19-25. Son mérite est de ne faire appel qu'a du calcul algébrique
"élémentaire", et qu'a des connaissances de ce chapitre.

Considérons la quantité suivante
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ORI JC I

2n+1 2n+1 p2m+1

(_1)n+m
_z (2n+1)(2m+ 1)

étant entendu que, dorénavant, les indices varient entre 0 et N.

Distinguons dans la derniere somme le cas ain et le cas oin # m. On obtient :

( 1]” (_1)n+m
(Z 2n + 1 Z v(2n + 1)2 m; 2n+1)(2m+1)
Or:
(G _ (1)"M(2n + 1)(2m + 1)
2n+1)(@m+1)  (2n+1y(2m+ 1Y
CUT@n+h@m+Y, 1 1
2m+ 1 —(2n+1¥ ~‘@2n+1F¥ (2m+ 1Y
_ (G 2m+1 (= 2n+1
2m+1f—(2n+1¥2n+1 (2m+1¥—-(2n+1yY2m+1
(_1)n+m B (_1)n+m m+ 1 (_1)n+m
. m; 2n+1)(2m+1) m; (2m+1f—(2n+1f 2n+1 m; (2m+ 17 —(2n + 1
2n+1
2m+1
B (_1)n+m m+ 1 _ (_1)n+m
m; (2m+1F —(2n+1Y 2n+1 m; (2n + 1Y —(2m+ 1Y
2m+ 1
2n+1
en renommant, dans la deuxieme somme les indigas €n (n,n)

™™ (=) 2m+1
- 2 (2ﬂ+1)(2ﬂ+1)_22 2m+17—(2n+1P 2n+1

m#n m#n

Or, pourchaquen entre0 etN, on a, endésignanpar ) la sommesurtouslesindicesm variantde
m

0 a N en étant différent de:

(=)™ (2m+1) D)™ (@2m+1)

% Gm+ 1 (@n+1) =5 % m+m+ Om-n) en factorisant le dénominateur

1 + 1
n+m+1 m-n

1, n+m
U )

z (_1)n+m 1 z (_1)n+m

rnn+m+1 2 m-n

K_lln -1 i + (_1)2n— (_1)2n+l + + J__lﬂ )

n+1 n+2 7 2n 2n+2 7 n+N+1
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L G A G A o ) S ) +§__1£N)
n n-1 1 1 N —n

n+N n+N
:_;.}.1(1_1.}.___+J__1L_1+l____+£__lL)
2(2n+1) 2 2 n+N+1 2 N-—n
N+n
= S MLy S S
2(2n+1) 2 N-n+1l N-n+2 N+n+1
(=" 2m+1 _
= Zm; (2m+1f—(2n+1y¥ 2n+1
(-1)”*n 11 P |
z(2n+1)2 222n+1 N-n+1 N-n+2 7 N+n+1)
D'ou enfin :
1) 2 1 (-1)”*n 11 P |
(22n+1) 2nzo(2n+1)2 222n+1 N-n+1 N-n+2 7 N+n+1)
Ouf ! (pas possible, il y en a qui ont lu jusque la Z27?)
1 1 1 . : - .
—_ + 4
OrN—n+1 N_n+3 T N+n+1estunesommepartlelledunesenealterneealontIeterme

général décroit emaleurabsoluedoncsonsigneestcelui du premiertermeet la sommeestmajorée
par ce premier terme. Ainsi :

0< 1 - 1 +...+ 1 < 1
N-n+1 N-n+2 N+n+1 N-n+1
N-+n N
0 g CU™ 1 L+ et siy L 1
2n02n+1N n+l N-n+2 N+n+1 252n+1N-n+1
N
sl Z 1
22 % 2n+1 2(N=-n+1)
sl 1 (1+1+...+ 1 1,1, +...+
22N+ 3 3 2N+1 2 4 2N +
1 1 1.1 1 In(2N+2)
+Z+=+ ..+
<SSz tat3t e tone o 22N +3) "

effectuantune comparaisorsérieintégrale.Cette derniérequantitétend vers 0 quandN tend vers
I'infini, de sorte que :

T
PNy
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Annexe Il : Absolue convergence, semi-convergence
iac (1) R : :
La sériey - estconvergentesansétre absolumentonvergenteElle estdite semi-convergente.

En 1829, dansun article sur les sériestrigonométriquespirichlet releve une erreur chez Cauchy.
Dans un article de 1823, ce dernier utilise le fait que, si le quotieemts;tlilaaﬂnn@(2 tendvers1, alors

> U, convergepuisquey ﬂnn@ converge L 'erreur,communémentommisede nosjours par tout

étudiantdébutantdansl'étudedesséries,estde croire que Y u, convergelorsquela suite (u,) est
équivalentea la suite (v,) et que Y v, converge Rappelongjue ce résultatestvrai si les sériessont
positives mais si ce n'est pas le cas, le résultat @eafaux. Dirichlet donneun contre-exemple 3

n l l
(@) convergemais ) (1) a+ (_1)) diverge,alorsmémequele quotientdestermesde méme
G T
rangtendvers1. En 1854, dansson mémoiresur les sériestrigonométriquesRiemanndéfinit, a la
suite de Dirichlet, deux types de séries,celles que nous nommonsmaintenantsérie absolument
convergente et semi-convergente :

En janvier 1829, parut dans le Journalde Crelle un mémoirede Dirichlet, ou la

possibilité de la représentatiorpar les sériestrigonométriquesse trouvait établie en

touterigueur pour les fonctionsqui sont,en général,susceptiblesl'intégration, et qui

se présentenpas une infinité de maximaet de minima. Il arriva a la découvertedu

chemina suivrepour arriver a la solutionde ce probleme par la considérationqueles

sériesinfinies se partagenten deuxclassessuivantqu'ellesrestentconvergentesu non

convergentedprsqu'onrend leurs termestous positifs. Dansles premiéresJes termes

peuvengtre intervertisd'unemaniérequelconque dansles deuxautres,au contraire,

la valeur dépendde l'ordre destermes.Si on désigne,en effet, dans une série de

secondelasseJestermespositifssuccessifpar a;, a,, as, ..., etlestermesnégatifspar

— by, -y, — b, ..., Il estclair que a, ainsiquey b, doit étreinfinie ; car, si cesdeux

sommesétaient finies l'une et l'autre, la série serait encore convergentelorsqu'on

donneraita tous les termesle mémesigne; si une seuleétait infinie, la série serait

divergente.ll estclair maintenantque la série, en placant les termesdansun ordre

convenablepourra prendreune valeur donnéeC ; car, si I'on prend alternativement

destermespositifsde la sériejusqu'ace quesavaleur soit plus grandeque C, puisdes

termesnégatifsjusqu'ace que sa valeur soit moindreque C, la différenceentre cette

valeuret C nesurpassergamaisla valeurdu termequi précedde dernierchangement

de signe. Or les quantitésa, aussibien que les quantitésb, finissant toujours par

devenirinfiniment petitespour desvaleurs croissantesde l'indice, les écartsentre la

sommelela sérieet C deviendronencoreinfinimentpetits,lorsqu‘onprolongeraassez

loin la série, c'est-a-dire que la série converge vers C.

C'est aux seules séries de la premiéere classd'@ueeutappliquerleslois dessommes

finies; ellesseulespeuventétre considéréesomme'ensemblele leurs termes; celles

de la secondeclasse ne le peuventpas : circonstance qui avait échappé aux
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mathématiciengdu siecle dernier, principalementpar la raison que les séries qui

procedent suivant les puissances ascendantes d'une variable appartiennent,
généralemenparlant (c'est-a-direa I'exceptionde certainesvaleurs particulieres de

cette variable), a la premiere classe.

n-1
Nous avonsvu plus hautqu'enpermutant'ordre destermesde la série ) ﬁ—_lnL on peutla faire

convergerou bien versIn(2) ou bien vers% In(2). L'explication de ce phénoménesst donnéeci-

dessugar Riemann.ll résultedu fait quela sérien'estpasabsolumentonvergentelLa sommeva
dépendrale |'ordre danslequelsontpris lestermes.Ce phénomeéenae se produit pasavecles séries
absolument convergentes.

Annexe Il : La transformée de Laplace

Définition :
On se place sur I'espacedes fonctions f continuespar morceauxsur R, nulles sur ]-«,0[. La
transformée de Laplace flest :

L((p) = 55 " e () dt = F)
0

ou p estun complexe Dansla plupartdescas,f serabornéede sorteque F estdéfinie au moinssur

le demi-plancomplexeRe) > 0, ce qui estégalemente cassi f estmajorépar un polyndme.L est

clairement linéaire.

Table de transformée :

La table qui suit se dresseaisément.d, désignela distribution de Dirac en 0, définie dansle
paragrapheuivant.u estla fonction d'Heavisideou fonction échelon,nulle sur]—,0[ et égalea 1
sur ]0,+eo[ (la valeur en un point de discontinuitéd'unefonction continuepar morceauximporte
peu).

f(t) F(p)
Py 1
u(t) 1
p
u(t—a) g’
p
t 1
P’
t" LII
pn+
e 1
pt+a
Che 1 _p+iw
p—iw p*+of
cos(xt) , p =
p +
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sin(wx) ; wwz
p +

Il estbienentendwguetouteslesfonctionssontsupposéeétrenullespourt négatif. Parexemple Ja
fonction cos(t) ci-dessusiésigneenfait la fonction u(t)cos(x), nulle pourt < 0 et égalea cos(xt)
pourt > 0, donc ayant une discontinuité en 0.

 Par ailleurs, on vérifiera aisément que :

L(e*f)(p) =L (p+a) =F +a)
donnant bien d'autres transformées, et illustré dans la table précédente par :

L(e*)(p) = Le*u®)(p) = L(u)(p +a) = D ;

+a

e On aégalement :

L(th(p) = FIE " tePH(t) ot = _ﬁ[] ”dip P (D) ot

0 0

F]E e f(t) dt en vérifiant les hypothéses de domination adéquates
0

e
dp
SO0

C'est ainsi qué (tsin(t))(p) = —szT)z

Distribution de Dirac :
Une présentatiorde la transforméeale Laplacene peutsefaire de fagcontotalementcohérentegu'en
introduisantles distributions, misesau point par Laurent Schwartzdans les années1950. Une
distribution est simplement une forme linéaite un espacele fonctions.Sansentrerdansles détails
trop techniquesnousdonneronsommeseulexemplela distributionde Dirac. a étantun réel positif
ou nul, considérons la fonction par morceaux suivante :

fu(t) = O sit<a

fu(t) = —S|a<t<a+h

fh(t)—Osit>a+h

a ath

f, correspondh uneimpulsion,d'autantplus bréveet intenseque h estpetit. L'aire contenuesousla
courbe vaut 1. La transformée de Laplace de cette impulsion vaut :
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a+h)

a+h pa _ ~(
L(fy)(p) = %#] e dt = % dontla limite vaute ™ quandh tendversO0. La limite

a
ainsi obtenue est appelée transformée de Lagfedistributionde Dirac 8, ena. &, estuneforme
linéaire qui, a toute fonctiog, associgy(a). Par convention de notation et par analogie avealtail
intégral, au lieu de notexa) = d,(g), on note, méme &, n'est pas une fonction en tant que telle :

9(a) =[]g o(t) 5 ct

:ﬁ[] ) g(t) &, dt sig est nulle sur Jes,0].

0
Cette notation se justifie par le fait queg st continue, alors :

(@) = Jim ﬁg " o) fu(®) ot

—0o

commeon pourrale montreren exercice,de sorteque &, est, d'unecertainefacon, la limite de f,
quandh tend vers 0. Cette convention d'écriture est en outre bien cohérente avec :

L(3)(p) = €™ = &u(e™) :ﬁ[] ety o

0

On remarque par ailleurs que la primitivefgls'annulant sur pe, a[ est de la forme :

a a+h

Quandh tend vers 0, on obtient la fonction écheloragh- u(t-a) :

a

Nousdirons,qu'ausensdesdistributions,u(t — a) estune primitive de 6, et que d, estla dérivéede

u(t — a). Nousadopteronges notationssuivantes ' ou% désignda dérivéeusuellede sorteque

dérivée usuelle de la fonction de Heaviside, est null®g$uet nondéfinieen0. D désignda dérivée
au sens des distributions, de sorte Que= &. Si f estunefonctioncontinueC' par morceauxalors
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Df =f". Sif est continue par morceaux €tfar morceaux, nous verrons ci-aprés comment est défini
Df.

Transformée d'une dérivée :
Soitf continue, € par morceaux, telle quesoit nulle sur Je,0]. On a :
L) (p) = F]E et 't)dt=p F]E " et f(t) dt en intégrant par parties
0

L(f)(p)

Qu'en est-ipourunefonction continuepar morceauxC" par morceaux? On remarqueragu'ausens
des distributions, avdc=u, on a :

L(Du)(p) = L(30)(p) = 1 =pL(u)(p) puisquelL(u)(p) =%

Considéronsnaintenanune fonction ayantun nombrefini de discontinuitéaux points d'abscissey
avec (< ag < a; < ... <a,. Notonss =f(a") —f(a") = lim f(t) — lim f(t) le saut dé ena. Posons :
X " .

0

X> g X < a,
g(t) =f(t) —sou(t —ap) —siu(t —ay) — ... —sU(t —ay)
g estobtenuea partir de f enrecollantde fagcon continueles morceauxdiscontinusdu graphedef.
Veérifions en effet qug est continue, par exemple an On a:
lim g(t) = lim f(t) —s alors que Iimaog(t) = lim f(t)

X— Qg X— Qg X X— Qg
X>ag X> X< Qg X< ag
La difféerenceentrelesdeuxlimitesvaut lim f(t) — lim f(t) — s qui estnul par définition de s,. On
X — 8y X — 8y
X > ag X < ag

procédede mémeauxautresa;. f étantpar ailleursC' par morceauxjl enestde mémede g, maisg
est de plus continue, de sorte que la formule suivante est validg pour
L(9)(p) = pL(9)(p)
0 L@ =p L) —sou(t — &) —siu(t —a) - ... —su(t —an))(p)
enremplacang par sa définition
—Pay P —Pa,

0 L@E =pILOE) -9 -5 - s ]
en utilisant la linéarité de et la valeur dé(u(t-a))

0 LE@®=pLM)(p) -se *-sie - . —se""

en développant
O L@ =pL{(P) —% LGy (@) —st L(3)(P) — ... = L(5)(P)

en utilisant la valeur de(3,)
O pL®)P) =L@)P) + 5 LB)(P) + s L(3)(P) + ... +5L(5)(P)

(g +S00ay+ Si8a; + ... +5:85 ) (D)

en utilisant la linéarité de
On reconnaitdansg’ + Soa + $i0a, + ... + & 8, la dérivéedef = g + su(t—ao) + ... + su(t-an) a
conditionde prendrecette dérivationau sensdesdistributions,c'esta dire de dériverles échelons
correspondantaux discontinuitésde f en desdistributionsde Dirac. Onaf' = g endehorsdesa;,
mais en toute genéralité, on &Hg' + S0+ S10a, + ...+ 505 = '+ S0a + S10s, + ... + 5,05 . SOUS
cette condition, la relation :

[LOH)(®) =pLA)(p)
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reste valable.

EXEMPLES: Dansles exempleshousavonsrajouté systématiquementi(t) en facteurpour bien
rappeler que les fonctions sont nulles piowiO :

* Prenond(t) = u(t)sin(ux), continue suiR. On a O =1 '(t) = wu(t)cos(x)
or  L(usin@)(p) =—=

P+ o
__ pw
O L (cu(t)cosu))(p) = 7+ of
[ L (u(t)cos))(p) = p—zf—wz ce qui est bien vérifié.

* Prenond{(t) = u(t)cos(t) discontinueen 0 avecun sautégala 1. On a, au sensdesdistributions,
Df =f'(t) + & = & — wu(t)sin(ut).

or  L(u®cosen)(p) =L

P+ o
s P
0 L@-wutsine)®) =5
= 1 el (u()sin(@))(p)
0 L (u(t)sin(wt))(p) = ~ i)coz ce qui est bien vérifié.

« Prenond(t) = u(t)e™, discontinueen 0, avecun sautde 1. Sadérivéeau sensdesdistributions,
vaut Df =f'(t) + & = & —au(t)e™. Donc :
L (8 —au()e™) = pL(u()e™)
- 1 —al (ut)e™) = pL(u(t)e™)

- L (ut)e™ :p—}%l ce qui est bien le cas.

Fonction de transfert d'un systéeme :

Un systémeautomatiquemécaniquepu électrique recoit en entréeune commandes(t) dépendant
du temps, et fournit en sortie un signal (t) dépendantu tempségalementPar exemple,g(t) est
l'angle d'ouvertured'un robinet et §(t) le débit d'eaudu robinet. Ou bien e(t) est I'angle dont on
tourne un bouton e{t) le niveau sonore d'un haut-parleur... Dans de tres nombreuses siteadions,
s sont reliées par une relation prenantla forme d'équationdifférentielle linéaire a coefficients
constants :

anD"s+ ... +a; Ds+aps=by, D"e + ... +b; De + bee
On supposeajuee et s sontnuls pourt < 0. On metle systéemesn marcheat = 0 enagissansure.
On souhaiteconnaitres. Une méthodede résolutionaiséereposesur la transforméede Laplace.
Notons Sp) = L(s)(p) et EQ) = L(e)(p). Compte tenu de la relatidr(Df)(p) = pL(f)(p), qui, itérée,
donneL (D")(p) = p" L(f)(p), on obtient :

(@p" + ... +aup + a)S(p) = (Orp™ + ... +bip + bo)E(P)

_bmpm+...+b1p+bo _
0 sp) = 2Rttt - ) ()
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m
b"‘pn to. ¥t bo. H, indépendantée I'entréechoisie,estintrinséqueau systemeOn
ap'+..tapta

I'appellefonction de transfertdu systemeLa méthodede résolutionconsiste au moyende tablesde
transformées de Laplace a :

(i) déterminer la transformée de Laplace E de I'emte

(ii) calculer le produit ) = H(p)E(p) et, la plupart du temps, le réduire en éléments simples.

(i) déterminera transforméeade Laplaceinversede S a l'aide la table destransforméesie
Laplace.

avec Hp) =

EXEMPLE1 : Circuit sérieRC. Ent = 0, on fermeun circuit contenanen sérieun générateude
tensionv, une résistance R, une capacité C de charge nulle.

N

v(D c_—

—
[
Sii est l'intensité du courant, on a :
i = %1 = Dqg ou g estla chargedu condensateur(ici D = % car physiquementq estune

fonction continue du temps).
Ri=v-4
et C

de sortequeq vérifie I'équationR Dq + % = v. L'entréeestla tensionappliquéeau circuit, fonction

échelonnulle pourt < 0 et égalea la constantev pourt > 0. La sortie est la chargeq du
1 C

1 1+RQ
Rp+C

condensateut.a fonction de transfertestH(p) = La transforméeade Laplacede
I'entréev est V) :%. Donc la transformée de Laplace de la saytst :

_ _v C _vC VRC _vC C
Q(p) = H(p) V(D)—am—F—m—F—i+p
RC

La table donnée au début du chapitre permet de détergneent > 0 a partir de Q) :
= — exp(—L
a(t) = vC(L - exp(Q)

EXEMPLEZ2 : Résoudre I'équation diﬁérentieﬁf + 2x = 3 avecx(0) = 2.

Nous résolvonsI'équation pour t > 0 car physiquement,nous déduisonsl'état du systéme
postérieuremena l'instantinitial t = 0. Rien ne nousempéchealors de supposeique I'entréeet la
sortiex étaientnuls pourt < 0, cetartifice nouspermettantd'appliqueda méthodedestransformée
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de Laplace. Il faut prendre garde alquex admetun sautde 2 al'origine etdoncqueDx = X' + 25,
de sorte que I'équation a résoudre est :

DX— 20+ 2X=3t
Prenons les transformées de Laplace. On obtient :

pX(p) — 2 + 2Xp) =%

2
0 X(p) = 3+2p° _ 11

pP(p+2) 2p 4p 4(p+2)

g 3,11 a
[ X(t) = Ry €
2
EXEMPLES3 : Résoudrd' equatlondlfferentlelleccjj—z + x = cost) avecx(0) = 1 et xX(0) = -3.0On

procédecommedansl'exemple2. On résoutpourt > 0 ensupposantesfonctionsnullespourt < 0.
x admetun sautde 1 al'origine de sortequeDx = X' + &. Mais X' aussiadmetaussiun sautde—3 en
0 de sorte que B = Dx' + D&, = X" — 35 + D&. Peu importe Igignificationa apportera D&. Nous
devonsseulementsavoir que sa transforméede Laplacevaut L(Dd) = pL(d) = p. L'équation
différentielle devient donc :

D?x + 33 — D&, + X = cosf)
Prenons les transformées de Laplace. On obtient :

pX +3—p+ X :1—f—pz

O (p° + 1)X zl—f—z—3+p
p__,p-3
@+ 1+9

[ X(t) :%Q + cosf) — 3sinf)

N X=

Cas ou l'entrée n'est pas nulle pout< 0 :
Trois cassontconsidéréslansce paragrapheCelui ou e estnulle sur]—, a[ aveca < 0, celuiou e
est constante surd; O[, et celui ote est sinusoidal sUR.

» Le premiercassetraite aisément on I'obtienta partir du casd'uneentréenulle sur]—o, O[ par
simpletranslationdu temps.Ainsi, dansl'exempledu circuit RC, si on fermele circuit a l'instanta

aveca< 0, la charge seit) = vC(1 — exp( Ré‘))

» Le deuxiémecas se traite commesuit : si I'entrée est constanteégalea e, sur ]—c, 0[, on
considere gque le systeme est alors dans un état stationnaire, c'est a dire pair|€geels,. Si

mp +. .+b1p+bo onauras = 2 e = H(0)e, commeon le
P =7 &=HO®&

voit enconsidérant'équationdifférentielled'ou estissuH. (La quantité= bo

la fonction de transfertestH(p) =

s ‘appellegain statique

du systéme). Les équations étant linéaires, on a les relations suwantes :
pour une entrée,, on a une sortig
pour une entrée — e, nulle sur ]<o, O[, on résoute problemecommeprécédemment
et on trouve une solutics.
Donc pour une entréee, une solutionests, + s;. Il s'agitde la solution stationnairepour
t<O0.
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EXEMPLE4 : Circuit sérieRC fermédepuislongtempsEnt = 0, on ouvrele circuit. Dansle cas
présent, I'entrée vautsur J-eo, O[ puis O sur ]0, es].

Si I'entrée est constanteégale a v, la sortie stationnaire(charge du condensateurgst
constante égaleda = Cv.

Si I'entréeest nulle sur ]—o, O[ et vaut —v sur ]0, +oo[, cette entréeest opposéea celle
calculée dans l'exemple 1, et il en est donc de méme de la sortie, de sorte que

= _ — exp(—L
Op = —VvC(1 — exp( RC))
Donc pour I'entréeégalea v sur ]—o, O[ et nulle sur ]O, +oo[, sommedes deux entrées
précédentes, la sortie @t qp + q; = vCexp(—RL

« Le troisitmecasse traite commesuit. Si e(t) = e, sur R, on peutsupposequ'il existeune

sortie également sinusoidale sous la fosse&', avecs, complexe On cherchece qu'onappellela

sortie en régime permanent.Si on remplacedans I'équation différentielle, on remarqueque
% e = jw & de sortequedériverrevienta multiplier pariw, au mémetitre qu'enappliquanta
transformeede Laplace,dériverrevenaita multiplier par p. Il enresulteque,si H estla fonction
detransfertla solutions'obtientdirectementiu moyende la relations,€* = H(iw) e et donc
que S = H(iw)e, relation jouant un réle analoguea S(p) = H(p)E(p). Cette méthodedonne

seulement la solution particuliere en régime permanent.
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