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| : Divers types de convergence

1- Définition
Soit (f,)non UNesuitede fonctionsdeéfiniessur un mémeensemblele définition D et a valeursréelles

ou complexesOn s'intéresse la fonctionf limite desf,. Quel sensdonnera cettelimite ? L'idéela
plus naturelleestde définir, si elle existe,la fonctionf parf(x) = lim f,(X). Si unetelle fonction f
n

existe,on dit quef estla limite simplede la suite(f,). Cettenotion estla premiérequi a été utilisée,
surtouta partir du XVIlleme, maisil s'averequ'elle ne possédeaucunepropriétésatisfaisanteEn
effet :

[ Si lesf, sont continues, il n‘en est pas de méme de
EXEMPLE: f,(xX) = X" sur [0,1]. On d(x) = 0 six < 1 etf(1) = 1, dond est discontinue en 1.

Autrementdit, lim lim fy(x) estdifféerentde lim lim f,(X). On ne peut pasintervertir les

limites sans précaution.

[ Si lesf, sontdérivableset convergensimplementvers une fonction dérivablef, il n'y a aucune
raison que les dérivégs convergent, et méme si c'est le cas, qu'elles convergerit vers

EXEMPLE: f,(X) :% sin(hx) surR.. On af(x) = 0 et dond '(x) = 0. Maisf,'(X) = cosfix) n‘admeten

général aucune limite.

d

Autrementdit%[ lim f.(X)] estdifféerentde lim —an(x). On ne peutpasintervertirlessymboles
Nn—- oo

Nn—-oo
de limites et de dérivation sans précaution.
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[0 Si lesf, sont intégrables sur I, et converge Ve peut trés bien avoir :

%jf(t)dt;t lim %] f(0) dt

Nn—- oo
Autrementdit%j lim fy(t) dt estdifférentde lim %] fo(t) dt. On ne peut pasfaire traverserle
I Nn—- oo n—- oo |

signe d'intégration par le symbole de limite sans précaution.

EXEMPLE1 :
1
Cetexempleestdd & Darboux, en1875.D'unepart, %] 2n°x exp(—n®¢) dx vaut1 — exp(-n?), de

0
limite égalea 1, et d'autrepart, sousliintégrale,la fonctiontendversO0. Il sembleque ce soit la le
premier exemple explicitement mis en évidence sur cette question.

EXEMPLE2 :
Des exemplesun peu plus simplespeuventétre trouvés.Sur | = [0,1], f.(X) = n>X” convergevers
2
f(x) = 0. Pourtant%] fo(t) dt = nnTl tend vers linfini, alors méme que la fonction converge
|

simplement vers la fonction nulle.

Un exemple comparable s'applique a lintervalle fdr8 enprenantf,(x) = n’"(1 — x). Cettesuite

continue a converger vers la fonction nulle, pourtant :
2 2 2

1
2.0 - n — n
%jonx(l x)dx-n+1 s (n+1)(n+2)tendversl.

! GastonDarboux,Mémoiresur lesfonctionscontinues Annalesscientifiquesde 'ENS, 2émesérie,
tome 4 (1875), p.77, 84,
http://archive.numdam.org/ARCHIVE/ASENS/ASENS_1875_2_4_/ASENS_1875_2_4_ 57_O/ASENS_1875_2_4__ 57_0.pdf
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Les fonctions x> n°X'(1—X) convergent simplement
vers0, mais pas uniformément

EXEMPLES :
o n
On peut vérifier par récurrenceque, pour tout n, #] e' t—l dt = 1 (effectuerune intégrationpar

0
parties). En faisant tendrevers l'infini, on a donc :

o n
lim %] etlg=1

o n
alors qu im e'Ldt=0
0

0

Début de partie réservée aux PSI/PSI*
On est donc amenéa chercherd'autrescriteres de convergenceOn peut en particulier définir

lim f, aumoyende lim ||f,—f|| =0, enchoisissaninenorme.ll existecependanplusieurs
Nn—-oo Nn—-oo

normes possibles, non équivalentes. On dira que :

O (fn)nop CcONvergeuniformémentversf surl si lim ||[fo—f [, =0, 0u]|f |k = Sup{|f(x)| [ xO1}

—

(notée également.)F)). Cette définition n‘a de sens que pour les fonctions bornées.
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Nn—- oo

O (f)non cOnvergeen moyenneversf surl si Iim ||[f,—f|h =0,0u||f |L = %] |f(t)| dt (notée
|

également I\f)). Cette définition n'a de sens que pour les fonctions intégrables sur I.

O (fn)non CONvergeen moyennequadratiqueversf surl si lim || f, —f |k = 0, ou on a posé
Nn—- oo

[If k=~ /%] |f(t)|2 dt, notéeégalemeni,(f). Cettedéfinition n'ade sensquepourlesfonctionsde
|

carrés intégrables.

Nous utiliseronsessentiellemenries notionsde convergenceimple et uniforme. Regardongie plus
prés ces deux notions :
(i) La convergence simple sur | signifie :

OxO1, 0e>0,0N,0n2N,|f(x) —f(X)| <e

(if) La convergence uniforme sur | signifie :
Oe>0,0N,O0n=N,Ox01|f,x) —f(x)| <e

La différenceentreles deuxdéfinitions provientuniquementu fait que,dansla premiere |la valeur
de N dépenddu choix de x et de g, alorsquedansla deuxiéme)a valeurde N dépendde € maisest
indépendandu choix de x. La convergenceainiforme entrainea fortiori la convergenceimple. Du
point de vue pratique,pour montrerqu'unesuite (f,) de fonctionsconvergeuniformémentversf, on

essaiale majoredfn(x) —f(x)| parunesuite (u,) indépendammerde x et qui convergevers0. Ona
en effet dans ce cad|}-f || < u, qui tend vers 0.

2— Exemples
0 Soitf,(x) = X", pourx élémentde [0,1]. Pourx < 1, la limite simpleest0. Pourx = 1, elle vaut 1.

On a |f, —f |} = 1. Doncla convergence'estpasuniforme.Soite > 0. On a|x”| <gdésquen=N,

avec N >:%()% Onvoit bienqueN dépendde ¢ etdex et qu'il estimpossiblede prendreun mémeN

surtout l'intervalle [0,1]. Parcontre,si on selimite a un intervalle[0, a], aveca < 1, alorson peut

prendre N > m, et la convergenceest uniforme sur [0, a], ce dont on peut s'apercevoir
In(a)

directement en écrivant qué,||}. = a", la norme étant ici calculée sur H),

[0 Soitfy(x) = sinﬁ) surR. La limite simple est 0, majgf, |, = 1 qui netendpasversO0, doncil n'y

a pas convergence uniforme Rir Cependant, si on se limite a un ensemble bomé&];-on a:

121l = Sup {|sin€)|, x 0 [-a. a] }

Pournassez grand, (par exemple dés%tsreg—[), la fonctionx — sin(ﬁ) est croissante donc :

< sin%)

Ox0OJ[-a, a],

sin(r—)i)




et [|fn b = sinﬁ) qui tend vers 0.

et la convergence est uniforme sur tout segment.

2
0 Soit fy(x) = M(;ll surR. Onal|f, |k = % doncla suite convergeuniformémentvers0 sur
R.
D'unemanieregénéralepn cherched'abordla limite simplef, puis on essaiede déterminersi f, — f

convergeuniformémentvers0, en calculant|| f, — f |}. par une étudede fonction, ou en majorant
cette quantité par une suite numeérique qui converge vers 0.

[0 Soit fy(X) = %%g sur R.. (f,) convergesimplementvers 0. Cependani| f, |, = 1, doncla

convergence n'est pas uniforme BurElle I'est cependant sur tout segment.

'

0 Soit fy(x) = 1Tn;](2§z Pour tout x, la suite convergevers 0. Il y a donc convergencesimple.

Cependantf,n(l) =1 donc |fq |k = 1 et il n'y a pas convergence uniforme.
n 2 2

r' S

v

3— Continuité et convergence uniforme

La notion de convergenceauniforme résulte destentativesde Cauchyau débutdu XIXeme pour

montrerquela limite d'unesuitede fonctionscontinuesestcontinue.Nousavonsvu que ce résultat
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estfaux dansle casde la convergencsimple, maiscettenotion n'étaitpasencoredégagéealu temps

de Cauchy.Au XVIII *™ siécle,la notion de fonction et de continuité était purementintuitive. En
particulier,le fait gu'unelimite de fonctionscontinuessoit continueallait de soi et la questionne se

posait pas. Cela était considéré comme une évidence. Cauchy, considérant que le concept de fonctior
et delimite sedevaitde reposersur unerigueuranaloguea celle développéengéométriea preferé

introduire une définition arithmétique de la continuité.

Une fonction est continuesi un accroissemeninfiniment petit de la variable produit

toujours un accroissement infiniment petit de la fonction elle-méme.

On remarqueraque cette définition est donnée dans un langage intuitif. On peut tenter d'y
reconnaitrenotre définition avecles € et lesa, maiscettetentativeestanachroniqueAyant proposé
une définition de la continuité, Cauchy se devait de démontrerle principe de continuité afin de
prouver I'efficacité de sa définition, ce qu'il fit en 1821. Voici le raisonnement de Cauchy :

Si chaquef, est continue, alors f est continue. En effet, pour tout x, il existe un f,(x)
arbitrairement pres d€x), et poury suffisammenpresdeX, f,(y) estarbitrairemenpresdef,(x) par
continuitéde f,. Pourn assezyrand,f,(y) estarbitrairemenpresde f(y). Donc poury suffisamment
prés dex, f(y) est arbitrairement pres €g).

Ceraisonnementju'onreconnaitra&tre convaincantestincorrect,commele prouvel'exemplede la
suitede fonctionx", surl'intervalle[0,1], qui convergeversla fonctionf égalea 0 pourx élémentde
[0,1] et a 1 en x = 1. Notons que les mathématiciensle I'époqueauraientrefuséde voir ici un
contre—exemple, considérant que la suite de fonctidpsdnverge vers :

(1.1)

(0,0) (1,0)

qui est "visiblement" un graphe continu.

(Remarquons que cette vision originale existe encore aujouediphiysiquejorsquel'on représente
la caractéristiqued'une diode idéale, intensité | en ordonnéeen “fonction” de la tensionU en

abscisse. Cette caractéristique s'obtient comme limite de la caractéristique d'une dilzdemgian

seuil est \ et de résistance,ROn a :

| =0si U<V,

_U-Vosis
I R siU= Vg

On obtient une diode idéale en faisant tendyet\R, vers 0)

La démonstratiorde Cauchypeut étre formaliséede la fagon suivante,en notationmoderne.Soit
€ >0 etxdonné :
i) Continuité de, enx:

Oa>0,|y—x <a O |[fx) —fuy)| <€
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i) Convergence de{(x)) versf(x) :
ON, On> N, |f.(x) —f(X)| <e

iil) Convergence def((y)) versf(y) :
OM, On>M,|f.(y) —f(y)| <e

Donc, en prenart > Max(N,M), et|y—x| <a,ona:

|F—F)| <[F) =] +[Fa(X) =Taly)| +] Faly) = F(Y)|
<8

Or nous savons que cette démonstration est fausse puisque nous possédons un contre-exemple. Cet
contradictionentre la démonstratiorde Cauchyet I'existencede contre—exemplegst bizarrement
passédnapercuependantplusieursannées Abel, en 1826, reléve bien que des contre—exemples

existent.ll admetcependanta validité du théorémede Cauchypour les sériesentiéresy a, x". Ce
n=0

seraitcependantineerreurde la rejetersand'analyserdavantagest surtoutsanssavoirou se cache
I'erreur. La raisonpour laquellela démonstratiorde Cauchy,quoiquejugée correctependantces
années,ne s'appliquepas a toutes les suites de fonctions continues,n'a pas été trouvée avant
plusieursannéesEn 1849, Seidelreproduisitla démonstratiorci-dessusen précisantles relations
fonctionnelles entre les variables. Soit 0 etx donné :
i) Continuité de, enx:
Oa(e, x, n) > 0,ly—x <a O |f.(x) —fu(y)| <€
i) Convergence de{(x)) versf(x) :
ON(E, ), O n> N,|[f.() —f(x)| <e
iif) Convergene de {.(y)) versf(y) :
OM(e, ), 0> M, [fuly) ()] <e

Donc, en prenart > Max(N,M), et|y—x| <a,ona:

[0 — 0| <[f00 a9 +[£a(9) =T ()] +] foly) ~ )
<8
La difficulté provient que Max(N,M) dépend dgex ety, et quen dépend de, x etndonca dépend
deg, x ety, ce qui pose problemg gtant défini a partir de.

La démonstratiorgardetoute savaleursi la condition suivante,utilisée implicitementpar Cauchy,
estvérifiée: N et M nedépendentjuede € et nonde x ety. Onreconnaifa le nouveauconceptde
convergence uniforme, inconnu avant Cauchy, mais cependant utilisé implicitement.

Le théoreme de Cauchy devient alors parfaitement correct :

PROPOSITION :

Soit a un point d'un intervalle | sur lequel est définie une suite de fonctions (f,) convergeant
uniformément vers f suir Si les f sont continues en a, il en est de méme de f.

Une suite de fonctionscontinuesconvergeanuniformément sur un intervalle | admetune limite
continue.



Il suffit égalementiuela convergencaoit uniformesurtout segmente |, a défautd'avoirlieu surl
tout entier, puisquela continuité en un point X, de | pourra se montrer en considérantque Xy
appartient a un segment inclus dans I. Il en sera de méme plus loin pour les séries.

On noteraégalementa nécessité@'utiliser desdéfinitions de limites utilisantles € et a et allantau-
dela de lintuition, afin d'obtenir un résultat valide. Voici la démonstration moderne.

Démonstration
Soite > 0. Exprimons la convergence uniforme i \(ersf :

ON,On> N, Ox, |[fx) —f(X)| <€
Choisissons un tel > N, et exprimons la continuité fieena:
Oa>0,0x |x—a| <a 0 |fi(a) —f.(¥)| <&

Donc il existea > 0 tel que, poux—a| <a, on a :

[f(@) — 09| <[f(a) —fu(@)] +[fa@) —Fa(| +| fo() —F(X)

<8
etf est continue ea.

La proposition précédentes'exprime encore de la facon suivante pour une suite de fonctions
continuesfq) convergeant uniformément :

lim lim fy(X) = lim lim fy(X)
No+4+00 X—>a X—=aNn- +ow

Il y ainterversionpossibledesdeux symboleslimites, ce qui n‘estpasle cassi la convergencesst
simple. On a en effet, sur [0, 1] :
lim Ilimx'=1 et lim Ilim x"=0
n—>+OOX—>1 X—»ln—>+00

On peut également considérer le cag @3t une borne de |I.
PROPOSITION
Soit (f,) unesuite de fonctionsconvergeanuniformémentversf sur un intervalle | et soit a une

borne dd. Si les limites,|= lim f,(X) existent, alorslim |, =1 existe, lim f(x) existe et vaut I.

La démonstration est hors programme.

EXEMPLE:
Soituy(X) = x > 0 etvp(X) = 1. On définit par récurrence les deux suites de fonctions :

u, +V,
Uns1 =\/Un Vi etvn+1:%

On vérifiera facilement que, pour toytettoutn =1, ona: u, < vy, (u,) croitalorsque(v,) décroit.
La suite (1) admet donc une limitealors que la suite/() converge vers unfenctiong. Passané la
limite danslesrelationsde récurrencepn obtientf = g. Parrécurrenceégalementlesfonctionsu, et
vy sontcontinuesEn est-il de mémede leur limite communef ? Pourcela,cherchonsi la suite (vy)
converge uniformément vefsOn a :

0 < Viea(X) —F(X) = M _f(x) = Vn(X)z— f(x) Un(X)z— f¥) o Vn(X)z— f(X)
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Un(X) —f(X
2

0<w(x) —f(x) < 2% (va(x) —f(x)) :% (1 -f(q) +x—-1(x))

Onaou bien ¥f(x) <xetl —f(X) +x—f(X) < x—-f(X) <x-1
ou biexsf(x)<letlH(X) +x—-f(X)<1-f(x)<1-x
Dans tous les cas :

[vr() = 09] < 31 -

puisqu < 0. Donc:

On n'obtientpasainsi de convergenceainiformesur R* maissi on selimite a un segment = [0,A],
alors||va—f |k < 55 (A + 1), doncil y a convergenceiniformesur[0,A], doncf continuesur[0,A].

A étant quelconque, on en déduit duest continue suR..

4- Cas des séries
On rappelle quef||} désignesbjp? |f(x)|.
X

PROPOSITION-DEFINITION

Soit(> f,) unesérietelle quela série || f, |k Soit convergentepu, de maniéreéquivalentepour
laquelle il existe une série de réeissitifsconvergente(> a,) telleque: O n, || f, [l < a,. Alorsla
série) f, est dite normalement convergente. Dans ce cas, la série converge uniformément.
Si les { sont continues en un point, il en est de méme de la somme.
Toujourssousl’hypothesede la convergencenormale,si les f, admettentunelimite |, en a, alors

Z f, aussi,> |, est une série convergente lgn Z fa(X) = Z I|m fa(X) = Z [
X—an=0 n=0X-a

Démonstration

La série converge.En effet, pour tout x €lémentde |, on a |fn(x)| < || fa |k, €t puisquela série
> ||fa [l convergeon endéduitque, pourtout x, la sériey f,(x) converge Nous noteronsf(x), la
somme de la série.

La convergence est uniforme. En effet :

IIf—kaILo—IIka—kaILo—IIkaILo

k=n+1

Or, pour toup=net toutxde I, on a:

5 00)< 3 [0l 3 Iifclhs 3 Itk

k=n+1 k=n+1

Faisant tendre vers l'infini, on obtient :

OxOl, gfk(x) < gllfkllw

k=n+1 k=n+1




donc || gfk Ik < §||fk||w

k=n+1 k=n+1

(<) =) n
Mais Zl|| fulb = 1; [| fx |k — 1; | f« |k, rested'unesérieconvergentequi tendvers0 quandn tend

k=n+

n
vers l'infini. Donc [f = f« [l tend vers O quandltend vers l'infini.
k=0

On a donc les implications suivantes :
CV normalell CV uniformel] CV simple en tout point
0
CV absolue en tout point

La conditionde convergencaormaleest plus forte que celle de convergenceainiforme. Elle ne lui
est paséquivalente On peuttrouver des sériesuniformémentconvergentanais pasnormalement.
Prendre par exemple, paue O :

f, linéaire par morceaux

fo(X) = 0 en dehors de[n + 1]

1 1
== =n+=
r]pourx n >

alorsz oIk =D %diverge.Cependanﬂa sérieconvergeuniformémentversla fonctionf égalea
n=1 n=1

f, sur chaque intervalle[n + 1].

La propriétéde continuitéen un point d'unesérienormalementonvergentale fonctionscontinues
en ce point, ou la propriétésur les limites, provientdu résultatanaloguesur les suitesde fonctions
convergeanuniformément,comptetenu du fait que la suite dessommespartiellesd'une série de
fonctions convergeant normalement converge uniformément.

EXEMPLES:

1

O0SK =5 %ﬁ‘—xﬁ estunefonction continue.En effet, pour tout x, < i et la sérieest

n=1

COS?X!
n

normalementconvergente,donc uniformémentconvergente.Chaqueterme de la somme étant
continue, la somme est elle-méme continue. Ce type de situation est trivial a régler.

0 S(X) :% Zl %zn_—l sin(2nx). Outrele fait qu'il estdifficile de savoirsi la sérieconvergepuisque
n=

sontermegénéralchangede signeet qu'il estmajoréen valeur absoluepar ) %zn—l qui diverge,
n=1 -

on ne peutrien concluresur la continuitéde la somme La sérien'estpasnormalementonvergente.
Cetypede sérieestdélicata traiter. On serapeut-étresurprisd'apprendrejuela sommevaut cos)
surlintervalle]0, 1f (noterlintervalleouvert. Il y a discontinuitéen0). Le lecteurincrédulede voir
un cosinus exprimé comme sommed'une série de sinus est invité a tracer quelquessommes
partielles(de rang assez élevé pour s'en convaincre). S étant impaire, elle vajtsucdst, Of.
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[0 Parcontre,la série%[ —% %}M estnormalementonvergentest donccontinue.(On peut
n=1 -

montrer qu'elle vaut, précisons-le, singour 0 <x < ).

ad 1 . 1 1
O nZl TP estnormalementonvergentepuisque,pour tout x, 0 < g La sommeest

donc continue.

0 Pourz ayantunepartieréellestrictemensupérieuréi 1, onposel(2) = ) niz Alors niz Sﬁng@,
n=1

donc la série converge simplement. De plus, sitmisita > 1 et si on seplacesurle demi-planP, =

1 1

{z| Re@ > a}, alors p < p et la sérieestnormalementonvergentegdonccontinue.a pouvant

étrechoisiarbitrairementpn endéduitque( estcontinuesurP; ={z | Re@@ > 1} puisquetout z de
P; se trouve dans un certaip Pn connait quelques valews( , parexempletousles{(2p) avecp

4
entier. Par exempl§2) =g, «4) =%.

0 Quevaut lim Y xe™ ? On esttentéde dire quela limite estnulle, puisque lim xe™ = 0 et

X-0 o X

qu'unesériede termesnuls estnulle. Mais on a ainsicalculé y Iimo xe™etnon Iimo > xe™ Les
n=0 X— X—- U n=0

deuxsontégauxliorsquela convergencestnormale par exemplesur[a, 1] avecO < a < 1. Mais ce
n'estpasle cassur [0, 1]. La fonctionf, : x - xe™ admetun maximumen% qui vaute—ln, de sorte

X

que ) || f, || diverge.Enfait, lim_ 5 xe
n=0 X—»O n=0

secalculedirectementLa sérieesten effet une série

géomeétrique de somnie% et de limite 1 quand tend vers OMais qu'enaurait-il étési on n‘avait

pas pu calculer la somme ?

O Le mémeproblémese posepour 3 sin(nx) €™, pourx > 0. Quevaut lim_ Y sin(x) €™ ? La
n=0 X— n=0

aussi, contrairement a ce qu'on aurait pu croire, la limite est non nulle. En effet :
S sinx) €™ =1m(S €™ e™) =Im(S ()"
n=0 n=0 n=0

On reconnaitia sommed'unesuite géométriquede raisone”™, dont le modulee™ est élémentde
10, 1[. Donc :

e ox _ 1 —e™>* _ sin(x)e™
nZo sin(x) &= 1m 1—-e> " Im (1-e")(1-€) 1-2cosk)e™+e™
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sin(x) _ sin(x)

1
T &—2cosK) + e~ 2(chik) —cosk)) O= quandxtend vers 0.

On adonc: I|mo Z sin(x) €™ = +oo 11!
X—-Un=

=1 +xetdonc:

0 Un exemple comparable est donné Ea(i avecx > 0. On az (1 ™%

lim Z

X-0n= 0(1+X)

00

alors que lim X

Il : Intégration et dérivation

Saufdansles casles plus simples,aucunedémonstratiome seradonnée En effet, le programmese
prévoit que l'intégration des fonctions continuespar morceaux.Or une suite ou une série de
fonctionscontinuespar morceauxpeutfort bien convergerversune fonction qui n'estpascontinue
par morceaux.Pour traiter ce type de cas, il faudraitdévelopperune théoriede l'intégrationplus
vaste (Intégrale de Lebesgue) que celle qui est prévue au programme.

A titre d'exemple, soiff() la suite de fonctions définies comme suit :
Sip etq sont deux nombres premiers, on définit :

f,p,a(X) = 0 sauf pouk :g pour lequel on posfgp3q(g) =1

Pour toutn qui n'est pas de la formé&3 avecp et g premiersentreeux, f, = 0. Lesfonctionsf, sont
donc desfonctionsidentiguemennulles, sauf en un point au plus. Elles sont donc continuespar

morceaux et d'intégrale nulle (quel que $imitervalle surlequelon intégre).La fonction ) f,, quant
n=0

a elle,estnulle partout,saufaux pointsrationnelspositifs,ou elle vaut 1 (fonctionde Dirichlet). Elle

n'‘estpascontinuepar morceauxet sonintégralene peutétre définie dansle cadrede ce cours.ll se

l
trouve que,dansle cadrede l'intégralede Lebesguepn a bier‘]{] Z fn = Z %] = 0, maissi hous
n=1
0

pouvonsdéfinir le membrede droite, le membrede gauchea une définition hors de portée du
programmede CPGE.On touchela I'une desplus grossedlifficultés auxquellese sontaffrontésles
mathématiciens entre 1700 et 1900 : définir l'intégrale de fonctions les plus générales possibles.

Nous supposeronslonc dansla suite que toutesles fonctions sont continuespar morceaux,(y
comprisles limites de suitesde fonctions ou les sommesde sériesde fonctions, ce qui n'estpas
toujours aisé a vérifier).

1- Convergence uniforme sur un segment

Nousl'avonsdéjavu, %] lim fq(t) dt pouvaitétre différentde lim %] fo(t) dt. Il fautla aussides
n—>°° n—>°°
|

|
hypotheses supplémentaires pour avoir I'égalité.
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PROPOSITION :
Soit (f,) une suite de fonctionscontinuessur un segmentl = [a,b] et convergeanuniformément

vers une fonction f. A'”ﬁ% lim fq(t) dt = I|m %] fa(t) dt
|

Nn—- oo
|

Démonstration
On a pour tout fonction contingg:
b

||g|h:§1 lgt)] ct < (b—a) lIg ]k

donc :
Ifa—flh<(b-a)|[f. —f [k
de sortequela convergencele (f,) pourla normeuniformeentrainda convergence&n moyennede

%]fn(t) dt—%] f(t) | < %]|fn(t)—f(t)| dt = || f, — f |L le théorémes'en déduit
| | |

immédiatement.

(fn). Comme

—ax —bx

EXEMPLE: Soient0 <a<b:
—e dx

—ax —bx
*e " —e . ne
———dx= Ilim
X n - +oo
0

0

= lim %] %] e du dx
Nn— +oo
0

=lim %] e dxdu (on admettra que I'ordre d'intégration est indifférent)

i,
v

=lim
Nn— +oo

b
= lim du (interversion a justifier ci-apres)
n—>+00 u
a

b
# ldu:InQ
u a

Il suffit pour prouver linterversion de montrer que la suite de fonctions 1-

—un

converge

uniformément\/ers% sur [a,b], ce qui estle cas puisquela norme uniforme de la différenceest
—an

majorée pa%.

On prendragardeaufait quele résultaténoncés'appliqueuniguementux intégralesdéfiniessur des

segmentsEn effet :

[0 Si | n'estpasun segmentjes f, peuventtoutesétre intégrablesmaislintégralede f n'estpasla

limite desintégralesdesf,. Considérongar exemplela suite de fonctionscontinueset affines par

morceaux définies par :
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f) =2 sur [On]

_%(2 sur |n,2n]
=0 sur fB+oo[
[| fn ||w:% donc la suite converge uniformément vers 0, cependant, son intégrale S{IvpLt1.

O 1l est égalementpossible qu'on ait une suite de fonctions intégrables (f,) convergeant
uniformémentversunefonctionf nonintégrable Soit f, = ;1%75 sur[1,+oo[. Lesf, sontintégrables

d'intégralen et convergentuniformémentvers f(x) = % On vérifiera en effet que le maximumde

| f —f, | estatteintpourx = (1 + %)” et quela valeurde ce maximumtendvers0 quandn tendvers
linfini.

0 On a des difficultés analogues pour les séries. Par exemple, suld&étiey (nX' — (n + 1)x")
est une série télescopique de somme égale a 1, de sorte que :

l 00
? S (X -+ 1x) dx=1
n=1
0

1 el 1
Parcontre,%] X' —(n+ 1)X" dx = 1 -1 = 0 desorteque § %] ' —(n+ 1)xX"dx=0.0na
n=1

0 0

donc :

%]l i (X — (n+ 1)X") dx # i %]lm(“l—(n+ 1)X" dx

0 0

Pour permuter les symbolgset%] , des hypothéses supplémentaires sont donc nécessaires.

PROPOSITION
Soit} f, une série convergeanbrmalementsur unsegment = [a,b]. Alors :

b ® b
%] ka:Z%]fk
k=0 k=0

Le résultatrésulte de la proposition précédentesur les suites, en prenantla suite des sommes
partielles,qui convergeuniformémentvers la sommede la série. Une démonstratiordirecte peut
€galement étre donnée.

?énmm-é?hmm:#éymm_$émgm
=$§H®m—émom
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= %] kﬁ lfk(t) dt

k=n+1 k=n+1
I

: %jgofk(t)dt —ki%]fk(t)dt <h |fk(t)|dt<4] 5 Nl dt=0-2) 5 el quitend

|
vers 0 quana tend vers l'infini.

EXEMPLE:

e}

4jlzﬁz_xzdx Z%ﬁﬁ}__}gdx:i%arctanﬁ) Z rctan—

1 1 L. , .
En effet, == terme général d'une série convergente.
e k=12 g g

2- Theoreme de la convergence dominée

THEOREME
Soit (f,) une suite de fonctions continuespar morceauxa valeurs réelles ou complexes et
convergeansimplemensur | versunefonctionf [continuepar morceaux On supposegu'il existe

unefonctiond [continuepar morceauk positiveet intégrablesur | telle que,pour tout n, |fn| < ¢.

Alors f et les fsont intégrables sUret%] f= lim %] fa
n—- oo
| |

Ce théoreme est admis.

EXEMPLE:
Soit fo(x) = X" € sur[0,1]. Alors f,(x) tendsimplementversf(x) = 0 sur[0, 1[ etf(1) = e. En outre,
lesf, sont toutes majorées par la fonction consténtee. Le théoréme s'applique et :

1 1
%] f= lim %] fa=0
o N=%J,
On aurait pu trouver ce résultatpar le raisonnemenplus élémentairesuivant,consistanta majorer

l'intégrale dd, :
1 1
0< %] fn< %] X" e dx :nTel qui tend vers 0 quandtend vers l'infini.
0 0

On notera que le théoréme de convergelmreinéeestveérifié dansles deuxcasparticulierssuivants
O Suite décroissante de fonctions intégrables positives : il suffit de pigerdie

[0 Suite croissantale fonctionsintégrablegpositives,convergeanters une fonction f intégrable.ll
suffit de prendre =f.

On pourrafaire un paralléleentrele théoremede convergencelominéedesintégraleset le théoreme

de passage la limite pourunesériede fonctionsconvergeanhormalementCi-dessousnousavons

souligné en couleur les analogies.On passed'une situation a l'autre en remplacantle symbole

d'intégrationpar celui de sommationJa variableréelled'intégrationt parl'indice de sommatiomn, et
-15-



la variablen par la variablex. Les entiersn apparaissandansles deux situationsn'ont absolument
pas le méme role :

I, = F}] f.(0) it 000 = 3 109
Hypothéses I:

Ot lim () =f(0) On, lim f.() =1,

N — oo X-a

00, 0, 1), ()] < o) O(@n), O (% 1), [f:09] < ¢

#] ¢ (t) dt converge i ¢, converge
Alors  lim |n:#] f(t) d lim g0y =3 I,

N—-oo | X-a n=0

Le théoreme de convergence dominépemrnetpasde résoudrdouslescas.Considérongexemple
suivant :
. ot
lim %] e o
Nn—-oo 0 .
n

n =)
On peut écrirﬁg e“% dt =+ f,(t) dt en posant :
0 ' 0
tn
fo(t) = €* - pour 0t <n
=0 pourt=n
Cettesuitede fonctionsconvergesimplementversla fonction nulle. Mais l'intégraleconverge-t-elle
vers0 ? Il estdouteuxqu'onpuissemajorerlesf, parune mémefonctionintégrable¢. En effet, on

n
vérifieraque||f, || = € % obtenuelorsquet tendversn a gaucheet dont un équivalent(avecla

1
\/Znn

ne suffit pas a conclure, puisque l'intervalleo[0y'est pas un segment.

formule de Stirling) vaut

. La convergencaele la suite (f,) vers0 estdoncuniforme, maiscela

< qui
\x
n'‘estpasintégrable.Ce raisonnement'apportepasde preuvecertainede l'inexistencede ¢ mais

laisse pensergu'il est vain de cherchera appliquerle théoremede convergencedominée.Les
représentationgraphiquegeuventapporterune aide précieusepour formuler desconjecturesCi-

La fonction¢ devant majorer toutes I&s estprobablement'uneforme comparable ¢(x) =

dessous, on verra quelques graphes de fondtioassi que la fonctior — 1

=
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n n
On peut avoir dedoutessurle fait que lim %] e' % dt = 0 carle maximumdesf, décroit,maisle
Nn—-oo .

graphede la fonction s'étalesurun intervallede plus en plus grand.En fait, nousallonsmontrerque

lim %] “t dt— ennousramenan'aunesuned|ntegrale$urlesquelle3)npourraappllquerle
n—- oo

théoreme de convergence dominée. Effectuons le changement de van’ag\?é. On obtient :

n
%] et dt—lx/ﬁe nﬁ[]\/ﬁexp(v\/ﬁ)(l—%)ndv

La formulede Stirling n! LIn" €™ +/2rm permetde voir quelefacteur—\/ﬁ n" devantl'intégrale

tendvers—. Quantalintégrale,elle estdela forme#] On(V) dv avecgy(v) = exp(v\/ﬁ) (1 —i)n

Ve 0 %

pour0 < v <+/n etg,(v) = 0 pourv =+/n. Pour0 < v <+/n, enutilisantun développemeritmité du
logarithme sous la forme

In(1-x) = —x—g + R)

avec RK) = o(¢) reste du développement limité, on a :

gn(v) = exp{n/n) expfIn(L - \/—)) = eXIO(—\f +NR(= \/—))

Parailleurs,R(X) = In(1 —x) + x + § a pour dérivée— 1% +1+x=- % R eststrictement
décroissante et varie de 0@.-R est donc négative. Donc :
0<0.() < exp(-D)

Cette inégalité est également vraie poim puisquegn(v) =0

Or exp(—g) estintégrablesur[0,+co[. On peutdoncappliquere théorémede convergencelominée

sur la suited,). Du fait que, Rf) LJo(®) quandx tend vers 0, il en résulte que qnl%(i) =o0(1) et

\In
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donc que le majorant expé) des @n(v)) n'est autre que la limite simple de la suite dg@)). Ainsi

N — +oo

lim %mgAde:$memx%§cN

La valeur de cette intégrale est connueest vaut \/%[ On trouveraune démonstratiorde cette

propriété dans le fichier SERIES.PDF sur les séries et les intégrales généralisées.

Il en résulte finalement qLﬂb e' £ dt —— 1 %]m On(V) dv converge bien ve%;
0

0 \2n

D'autreslimites peuventétre déduitesde celle-ci. Par exemple,on vérifiera par récurrenceque
(<) 00 n

#] e't"dt=nlou que#] e“%dtzl.
0 0

n n
Comme lim e Lt =1 on aaussilim e' t dt —— Ainsi, lintégralel, e* t dt est
N - +o0 n! 2 N o +00

0

guasiment coupée en deux entre les deux intervallep ¢0[n, +ool.
Derniére propriété sur cette question. On a, pountout
_ n Xk 1 00 _t .
erYs===} et'd
;;)k! n! #]
X
En effet, pourx = 0, lesdeuxmembressontégauxa 1, et parailleurs,leursdérivéesparrapporta x

n Jk n-1 k n
valentrespectivement € 5 % Z = et— o qui sontégales.Les deuxfonctionsayant
k=0 K- n!

méme dérivée et coincidant en un point sont égales. Il en résulte que :
n .k %
im e"yM= jim [ e ra=2
N+ &K nl+eo N 2
n
(et non 1 comme le calcul naif et erroné suivant aurait pu laisser le croire :
n k o Kk
-n n —n n —_ N AN -
kZok! [e kZok! —e"e'=1
Ce calcul eseAUX)

o Kk
Celasignifie au contraireque, dansle développemenen sériede €" sousla forme ) % environla
k=0 K:

moitié de la valeur de I'exponentielleest donnéepar Z et I'autre moitié par Z le partageétant
k=n+1

d'autant plus équitable quesst grand.
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3- Intégration terme a terme d'une série
Dans le cas d'une sérig f,), on peut appliquer le théoreme de convergence dominée sur les sommes

n
partielles de la série, en vérifiant das| > fi | sontmajoréegparunefonctionintégrabled positive.
k=0

Onprendengénéralp = ) |fn|. On admettrague,pour vérifier qued estintégrable,l suffit de voir
n=0
si la seriey %] || converge. On énonce donc :

THEOREME

Soit (3 f,) une série de fonctions continues par morceauxa valeurs réelles ou complexes,
intégrablessur |. On supposejuela sérieestconvergenteentout point de | de sommef [continue

par morceauket que la séri¢> %] |fn|) converge. Alors f est intégrable et :

i

On remarquera que, dans le cas de séries positives, il suffit de vérifierigdéieconverge.

EXEMPLES

e}

dt. On vérifiera que l'intégrale est bien définie. Pour

[0 Soit p entier positif. ConsidéroanE ett_ 1

0
t >0, on peut écrire :

tt 1t P l _
e‘—l_gl—e“__‘z Z e

Or %] e™dt= 571 %] u’ € du en posanti = nt
0 0

! - , C
:n)i,—;I car on vérifiera par récurrence guguep! = #] u’ e du
0
On obtientle terme générald'une série convergentedonc le théoremeprécédentss'appliqueet on
peut écrire :

0e‘—l "4 P

En admettant quy
=1

1y 1_1
5 et quez = gg onen déduit :

=}
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e}

00 2
A noter qu'il n'existe aucune formule connue p§urn—13 OU%] ett 1 dt.
n=1 -
0

4

o .3
Signalonsuneintéressanteitilisation de la formule #] ett 1 dt = %

0
rayonnemendit du corps noir (rayonnemenicontenudansune cavité vide dont les parois sont
maintenues a température constante), on fait I'nypotheseaqujasthaufféa la températurd émet
un rayonnemenélectromagnétiqudanstoutesleslongueursd’ondeA, en satisfaisanta distribution
dite de Planck; la densitéd'énergiepar unité de volume émise par le corps sous forme d'un

rayonnement de longueur d'ondeaut :
uQA) =

en physique: dansle cadredu

8mthc 1

A° hc
ex -1
ey
ou T est la température (en °K)la constante de Plan¢g.62510-34 ), c la vitessede la lumiére

(3 18 m.s?, k la constante de Boltzmann (1.380628J.K™), A la longueur d'onde (an).
A u(}\)

)\max )\
81kT
)\4
(loi de Rayleigh-Jeans)On pourraégalementérifier que, si a estla racinepositive de I'équation
3

X +5—5¢ = 0, soitenviron4,965,al0rsAmay = uhk(':l' = 2'9(;)'_10 m (loi de Wien).Cetteloi permet
de calculerla températurelu corpsen observansacouleur.Si tant estqu'on puisseappliquercette
théorie aux étoiles, on a par exemple,dans la constellationd'Orion, Bételgeusequi est une
supergéante rouge émettant un rayonnement uh83 Rigel qui émetau contrairea 0.19um. On
peuten déduirel'ordre de grandeurdestempératuresuperficiellesde ces étoiles: 3500 °K pour
Bételgeuse et 15300°K pour Rigel (et 5300 °K pour notre Soleil qui émetdansle jaune).On a
égalementdéterminéla températurede I'Univers (environ 3°K) en détectanten 1965 un fond

cosmique de rayonnement dans les ondes millimétriques.

Le corpsémetprincipalement la longueurd'ondeA .. QuandA tendvers+eo, ona u(A) O
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L'énergie totale émise par le corps par unité de volume est :
E :%] u(A) dA

0
Si on fait le changement de varlablelg—(;\ on obtient :

R CONBES
E= (ho)® %jo e‘—lOIt

On reconnait l'intégrale dont on vient de calculer la valeur, d'ou :

4
E Trg(q%%_ (loi de Stefan-Boltzmann)

© 4P

[ Considéron% tt
e +

1 dt pourp = 1, différanttreslégeremente I'exempleprécédentOn vérifiera

0
gue l'intégrale est bien définie. Paur 0, on peut écrire :

p P ©
t 1 t_t Z —nt Z tp ( 1)1—1 —nt

€+1 d1+¢!

! . :
Or %] tPe™dt = #—ﬂ commeprécédemmer(on a pris la valeurabsoluede la fonctiont® (-1)"* e™
0

de sorte que le signe (X1)a disparu). Le théoréme s'applique encore et on peut écrire :

#Jet—ﬂ % SO ted=y (—1)% e

0 0

- 1)
! Z s
™t "t _Tr
En admettant qug ﬁ—ng— , on en déduit qu%0 a1 dt = 15

1,
1/ o o 1/
O ConsidéronSﬁE 1—1zdt = & S (e dt =Y ﬁ[] VP (-1F"t*" dt . Ona le droit de

0 +t ?0 n=0 n=0 0
e 1
permuterles signesintégraleset sommecar t*" dt = ——=—— estle termegénérald'une
. (2n+ 1)34/3
série convergente. On obtient :
-
6 (2n+1)34/3
1/2 « n * 1/2 1
O %] > Xdx =) %] X" dx car cettederniéresérie (a termespositifs) vaut Z CEEVii qui
n=0 n=0
0 0

converge. On a donc :
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n=0
e 1
O In2 —nZl o

t @ ® ot t n+l
%] S Xdx=Y %] X" dx car%] X' dx = nt+ 7 terme général d'une série convergente.
0 n=0 n=0 o 0
t 1 o t™
[ ——dx=
%3 1-x nZo n+1
0
© tn+l
[ —In(1-t) =
1=y nZo n+1
0 x © 0
0 Qu'en est-il maintenant poux 0 ? Pour voir 5][] SXdx=3 %] X" dx, nousdevonsvérifier si
n=0 n=0
t t

© 0
la série) %] x| dx converge. Or :
n=0

t

) 0 n %) 0 ) 1 t %) | |n
z%] |x|dx:zF}] 1f X dx= Y (-1 =y —

n=0 n=0 n=0 =

t t
qui convergepour|t| < 1. Dansce cas,la permutationdessymbolesd'intégrationet de sommation
conduit au méme résultat :
00 tn
—In(L-t) =5 " pour|t| <1

1

o] l e}
[0 On notera que, potr= 1, 1 dx aussi bien qué X'dx =y 1 divergent.
0 1-x n=0 n=o N+ 1

0

13 & v o 13 13
s A 1 —_ 2n —_ 2n 2n 1
[0 Considéron —dt = St odt = t™ dt car t" dt =P o v 1) terme
0 1 _t ? n=0 n=0 0 0 (2n 1)
0

général d'une série convergente. On obtient :

2" =2, 7Ty

1 1 o
Par contre —12 dt diverge, au méme titre q@ " d=3 L
0 1 n=0 0 n=0 2n + 1

-22-



4— Dérivation
Soit (f,) unesuitede fonctionsde classeC' a valeursdansR., C ou un espacenorméde dimension

finie, et convergeantniformémentversf. Il n'estpassir quef soit dérivable,ni a fortiori quef,'
converge ver§'.

EXEMPLES
Df&@zﬁsmm@

Cettesuiteconvergeuniformémentvers0. Chaquetermeestdérivable,maisla suitedesdérivéese
converge pas.

0 (%) = %+%

Cette suite convergesimplementvers|x|, qui n'estpasdérivableen 0. La convergencesst méme

uniforme. En effet :
1

1 .
0<fu(X) —|x| SR | N— S qui tend vers 0
4/x2+%+|x| \n

[0 Le méme probleme se pose pour les séries. On peut montrer quet = oR-a :
X :g +5 i(;—}z cosfx)
n=1

Peut-on en déduire, en dérivant terme a terme, que :

0 +1
2xX=3 i(_—r}L sin(nx) ?
n=1

Rien n'estmoins sar. Il n'estd'ailleurs pas évidentde montrerque la série converge.ll setrouve
cependangue I'égalité a effectivementlieu, sur ]-1, 1{, mais ni en 1T ni en =, ou I'égalité est
clairement fausse, puisque le membre de droite est ndefrantde nouveauermeaterme,a-t-on

2=5 4(-1"cosx) ?
n=1
Non, car la série diverge.

On ne peutdoncrien déduiredu comportementesf,’ a partir de celui desf,. Cependantlinverse
estpossible Si on connaitle comportementlesf,’, on peuten déduirequelquechosesur lesf,, car
on se ramene a un probleme d'intégration. On a :

PROPOSITION :

Soit (f,) unesuite de fonctionsde classeC' sur un intervalle |, qui convergesimplemenversune
fonction G et telle quela suite desdérivéesconvergeuniformémentvers une fonctiong sur tout
segment dé AlorsG estC' etG' =g.
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Commepour la continuité,on peut se contenterde la continuité uniforme sur tout segmentde |,
puisque la dérivation est, comme la continuité, un probléme local.

[0 Montrons d'abord que G'g= Nous en donnerons deux démonstrations au choix :
Démonstration 1

Soitx, un point de I. On alim f,(Xo) = G(x) et, pour touk de | :
n—- oo

fa(X) = ﬁE Xfn'(t) dt + fn(%o)

En appliquante résultatrelatif a I'intégrationd'unesuite de fonctionsconvergeantiniformémentur

X

un segment, le membre de droite converge {@eg{t) dt + G(X), d'ou :

X0

n— +oo

G = lim 1,09 = ﬁE o) ct + Gl
X0
donc G'K) = g(x), puisqueg est continue comme limite uniforme de fonctions continues.

On peutremarqueren outre que la convergenceale (f,) versG est uniforme sur tout segmentEn
effet, prenonsun segment] (quel'on étendéventuellemende fagcona ce qu'il contiennexy) et soit x
élément de J:

11,09 -G = ﬁE () — g0 dt + Fa() — Gx)

0

< |x—x0| [[fa' =g |k + |fn(x0) - G(x0)| ou || Hesticilanorme uniforme surJ
< |J| [[fa' =g |k + |fn(x0) - G(x0)| 0l‘J|J| désigne la longueur de J
O [|fa =G |k < |J| | f2' — g |k + |fn(x0) —G(x0)| guantitéqui tend vers 0 quandn tend vers
l'infini).

Démonstration 2
Soitx, un élémentde |. On a:

jim SR =600 = iy iy fX) =X

X = Xo X=X XXy N +oo X —Xo
—lim  lim W) =) 5 ystifier)
=lim  f,'(xo)
N — +oo
(%)

Il suffit dejustifier la permutationdeslimites en deuxiemeligne. Pour cela, il suffit de montrerque

les fonctions hn(x)=f—”()—()%(x—02 forment une suite qui converge uniformément vers

h(x) :%)%X—Q. Or, en appliquant l'inégalité des accroissements finis :
_ _ (fa =) (X) = (fn —f5) (Xo)
() =Py -
0 [ha0) =m0l < 1 =F5' 1,
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Si on fait tendre vers l'infini, on a donc, pour tout:
[h(x) ~h()| < 1If =g Ik
donc |[[hn—h|L<|[fs —glk
La suite(f,") convergeanuniformémentversg, il enestde mémede la suite(h,) qui convergedonc
uniformément ver(x) = %ﬁx—"l

Nous admettrons la généralisation suivante pour les fonctions de cfasse C

PROPOSITION

Soit (f,) une suite de fonctionsde classeC* sur un intervalle I, telle que les suites(f,), (f.), ...,
(f.%") convergensimplemenet telle quela suite (f,) convergeuniformémentsur tout segment.
Posons(()B la limite desf,. Alors G estde classeC*, etpour0<i < k, G” estla limite simpledela
suite(f,").

Pour une série, le théoréme de dérivation s'exprime comme suit :

PROPOSITION

i) Soit (f,) une suite de fonctionsde classesC' sur un intervalle I. Si la série (3 f.') converge
normalementsur | ou sur tout segmentde I, et si la série (3 f,) convergesimplementalors

if) Soit (f) une suite de fonctionsde classeC* sur un intervalle I. Si, pour tout i élémentde
[0, k — 1] les séries (3 f.")) convergesimplementsur | et si la série (3 f.*) converge

normalementsur | ou surtout segmentlel, alorsla sommey  f, estunefonctionde classeC’, et
n=0

pour0<is<k (3 f)® =3 £,0.
n=0 n=0

Cette propositiondécoulede la propositionprécédentesur les suites,en considéranta suite des
sommespartielles. Une démonstrationdirecte du i) peut égalementétre donnée.Puisqu'ily a
convergence normale dg ) sur tout segment, on a, pour tauetx, :

ﬁ[] > M) dt=5 ﬁ[] fo'(t) dt (utilisation de la convergence normale sur un segment)
n=0 n=0
*0

X0

= (109 ~106) = 3 109 =3 1o

Comme} f,/(t) estcontinue(série convergeannormalementde fonctionscontinues),y f(x) est
n=0 n=0

bien une primitive dé fa'(t).
n=0

EXEMPLE:
-25.



1

- 1
0 Pourtoutx, convergesur R, car
;;; +n g X +n

< ﬁlz Lesdérivéesde chaquefonction valent

_—Xz—nfxn dont la valeur absolue est majorée par :

( )
a4 SELE

1 . :
(_x2+_n272Sﬁz (utiliser le fait que =<z s 1)

doncla sériedesdérivéesconvergenormalementLa dériveede la série ) ?1_n2 estdonc bien
n=1

- 2X

_;£62+n)

O SoitG(x) = > Coﬁ X ,alorsG'(X) == 5 smnnx carla sériedérivéeconvergenormalementPar
n=1

n=1

contre, on ne peut rien dire de G".

[0 On définit I'exponentielle complexe comme éeint 5 % Considéronsinevariableréellet etla
n=0 H

) n 0 n-1
fonctiont —» €“=% tn_zl" La sériedesdériveesest ) (rt1 zl")l = z€&” qui convergenormalemensur
n=0 H n=1 - .

tout segment. Il s'agit donc bien de la dérivéede

[l : Intégrales dépendant d'un parametre
Une intégrale dépendant d'un parametre est une fonction de la forme

g(x) = %] f(x,t) dt

Ainsi, on integreunefonctiondet surun intervallel, maiscettefonction dépendd'un parametrex.
On obtientdonc une fonction g(x). En général,on ne sait pascalculerexplicitementlintégrale de
sorteque la seuleexpressiorconnuede g estsouscetteforme intégrale.Se posealors souventla
guestion de calculer une limite déou de savoir gj est continue) ou de dérivgr

Comment calculer lim g(x) ? On est évidemmenttenter de dire que cette quantité vaut

—

%] lim f(x,t) dt = %] f(xo,t) dt si f estcontinue,d'autantplus que, si l'intégralen’estpascalculable,
X - Xo
| |

c'est a priorla seulepossibilité de traitement a notre disposition. Malheureuse@GiEfT FAUX.

EXEMPLEL :
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Soitg(x) = #] “xe™ dt définie pourx = 0. On a dong(0) = 0 et on vérifieraquepourx > 0, g(x) = 1.
0

X— X-0

De sorte quelimo gx)=1# #] " lim xe®dt=0
x>0 ox>0

De méme,on peut étretentéde dériverg en dérivantf par rapporta x, autremenit de dire que

ngéjﬁﬁxodtNchesEGALEMENTFAux.
dx 0X
|

EXEMPLE?2 :
Soitg(x) = #] “Xee™ dt définie pourx = 0. On vérifieraquepourx = 0, g(x) =x. Onadoncg'(x) =1
0
pourx = 0. CependarHE ” %((x,t) dt = #] ” (2x —tx®)e™ dt etpourx = 0, cettequantitévautO alors
0 0

gue nous avons vu qg&0) = 1. On a dong'(0) # %]m %((O,t) dt.

0

EXEMPLES :
Soit g(x) = %]mxm e™ dt définie pour x = 0. On vérifiera que pour x = 0, g(X) =\/;<. On a donc
0

pourx > 0. CependanEE h %((X,t) dt = %]m (3—\25( — %)™ dt et pour x = 0, cette

g =ﬁx

guantité vaut O alors que nous avons vugj(® n'est pas définie.

EXEMPLE4 :
Soitg(x) = %]:ﬁz dt. On a:
9(0)=0
pourx > 0,9(X) = #] ml—juz du :%[en posantl = xt
0
pourx < 0,g(x) = —g

doncg n'est pas continue, bien que la fonctigt) - 1—+Xx2fz le soit.

EXEMPLES :

Pour x = 0, posonsg(X) = %jm exp(=(t® + 1))

tt+1

dt. (Dans cet exemple,et contrairementaux

0
précédents, bien malin est celui qui sait caloglleour pouvoir vérifier ce qu'il avanée).
A-t-on le droit de dériver sous le signe d'intégration, obtenant ainsi :
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g(x) = #] “_ xexp(= € + 1)) dt = — X exp(=d) #] " exp(#®d) dt ?

0 0

En admettanta formule #] ) exp(~) dv = @ et en faisantle changementle variablev = tx, on

0
obtient, poux > 0 :

g(x) = —\[mexp(=d)

Cette dérivée admet une limite en x = 0, de sorte que g'(0) = — \/1_1 alors que l'expression
#] " 2x exp(—(t* + 1)x°) dt estnulle pour x = 0. Que conclure? Contrairement I'exemplel ou g

0
était calculable permettantle trouverg' et de voir quelleformule estincorrecte,ici, on ne sait pas

calculerg. On voudraitau contrairese servir de I'expressionde g' pour l'intégrer et retrouverune
expression dg. Encore faut-il savoir si I'on a bigf(x) = —\E[ exp(~>¢), malgré le problémposéen
x=0.

Pour intervertir limite et intégration,ou bien dérivation et intégration,il est besoind'hypothéses
supplémentaires indispensables pour garantédeltat.Si ceshypothesesne sont pasveérifiées,on
ne peut rien conclure

1- Continuité
On passedesintégralesdépendant'un parametrea dessuitesde fonctionsen utilisant le résultat
suivant,montrédansle chapitresurlesfonctionsdu coursde premiéreannée FONCTION.PDF.IL
y a équivalence entre :

i) g tend verg(a) lorsquex tend versa.

i) Pour toute suitex) tendant vers, (g(x,)) tend verg(a)
Soit | et A deux intervalles d&. On considere une fonctidn

Axl 5 RouC
(xt) - f(xt)
On s'intéressa la continuitéde x - g(x) = %] f(x,t) dt. Un minimum d'hypothésesaisonnablegst

|
vraisemblablell faut d'abordque l'intégrale soit définie pour tout x, donc que, pour tout x, la
fonctiont - f(xt) soit continuepar morceauxet intégrablesur I. Ensuite,si on veut que g soit
continue erx, il parait raisonnable d'exiger que, pour tiput - f(xt) soit continue e. Soit alorsa
un pointde A.On a:
g est continue ea
- lim g(x) =g(a)
X - a
o pour toute suitex) de limitea, . lim g(x) =g(a)
— 00

~  pour toute suitext) de limitea, lim %]f(xn,t) dt:FI] lim (X, t) dt
n - oo
| |

n - oo

Il s'agitdonc d'unesimpleintervertionde passage la limite avecle symboled'intégrationpour la
suite de fonctionsn — f(x,, .). Il suffit que les hypothéseglu théorémede convergencelominée
soient veérifiées, a savoir que la suite soit dominéepar une fonctiont — ¢(t) intégrablesur I,

autremendit, que: O n, O t, |f(xn,t)| < ¢(t). Bienquela fonction ¢ puissedépendrade la suite (X,)
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choisie,la conditionseraa fortiori vérifiée si ¢ n'endépendpaset si on imposeque, pour tout x et
toutt; |f(x,t)| < ¢(t). On a ainsi montré le théoreme suivant :

CONTINUITE
Soit f une fonction @aleursréellesou complexedéfiniesur A x | ou A etl sontdeuxintervallesde
R. On suppose que :

pour tout t dd, I'application x - f(x, t) est continue
pour tout x deA, I'application t - f(x, t) est continue par morceaux par rapport a t.
il existeunefonction$ continuepar morceauxet intégrablesur | telle que,pour tout (X, t)

deA x |, on ait|f(x,t)| < ¢(t) (hypothése de domination).

Alors la fonction g définie sur A pafxg = %] f(x,t) dt est continue sur A.
|

REMARQUES

i) La continuitéétantunepropriétélocale,il suffit quel’hypotheseade dominationsoit vérifiée surun
ensemble de la formafr, a+r] x | pour prouver la continuité em

i) Si A et | sont des segmentsfaetstcontinue,alorsl’hypothesede dominationestvérifiee. En effet,
f étantcontinuesurle fermébornéA x | y estbornéedoncon peutprendrepour ¢ uneconstanteM

majorantf|

i) On pourra faire un parallele entre le théoremede continuité des intégralesdépendantd'un
parametreet celui des séries de fonctions convergeantnormalement.Ci-dessous,nous avons
souligné en couleur les analogies.On passed'une situation a l'autre en remplagantle symbole
d'intégration par celui de sommation, et la variable régle I'indice entien :

909 = %] f(x, 1) ct 909 = 3 109

Hyp: Ot x ﬁlf(x, t) est continue On, x - fy(x) est continue
00, 0 (x, 0, |0 )] < 0(0) O(n), O (), [.09] < b
#] ¢ (t) dt converge nioq)n converge

Alors : | X — g(x) est continue

EXEMPLEL :

1 1
1 — 1 1
on aﬂﬂomd‘—x“ﬂ”l ﬂﬂ e

0

- 1 1 . .
En effet, la fonctlonmz Zie estcontinueen x et ent et estdominéepar 1. On peut donc

prendrela limite quandx tendvers 1, x étantdifférentde 1. Ceci permetde calculerlintégralede
gauche en utilisant I'intégrale de droite ou I'on peut faire une réduction en éléments simples :

1 1 _ 1. g1 1
1+t° % +1° x2—1§+t2 x2+t2§

1 1 1
1 1 .1 1 . (' 1 .
- %]01+t2x2+t20|t_x2—1§]01+t20|t %]O?H"’dtg
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arctan—%

1
= 1)(X +1) %
. : 1 1
qui tend ver% x (—f'(1)), ouf est la fonctiorx — X arctan)—(.

f'(x) = —;z (arctan—+ —Xz) 0 f'(Q) = ___l

! 1
donC%jo(l—_'_thzdt—g +Z

On peut aussi calculer cette intégrale en pasanan@). Vérifions le résultat :

! _ ™ _ 1+ cos(D T
%jomdt_#jo C0§(9)d9—§] 4—lole_g

0

i
EXEMPLE2 :

m—lz—zdt—llm U S

e Y T

La différenceavecl'exemplel provientdu fait quel'on a remplacé'intervalle d'intégration[0,1] par

[0,+o[. La dominationde la fonction —12 1 par 1 ne convientplus, puisquel n'estpas
1+ X +1

intégrablesur[0,+x]. Cependantelle estégalementjominéeparl—itz qui, elle, estintégrable.On

peut donc poursuivre les calculs comme plus haut :

"1 1 .. 1" 1 o [" 1 .0
01+t7§2+t’Z X —1 01+t2 0?+t’Z E

N S g_lﬂ

x=1DKx+1) X 2
: ! _n
qui tend ver%[quandxtend vers 1. Dongjl,j0 a+o? dt = 7

Vérifions. Posons = tang).

. 112 12
_12_2.dt: Cog(e) ae = M@d@: E
a9 i 2 4

0

EXEMPLES :
Soit I(x) = ﬁ[] In(1 + x* — 2xcosP)) do

—Tt

Posond(x,0) = In(1 +x* — 2xcos@)), fonction définie et continue sur ]-12[-T,1{. Soita un point
de ]-1,1[. Montronsla continuité de f en a. Pour cela, choisissong strictementpositif tel que
[a—r, a+r] soitinclus dan$-1,1][. f estdéfiniesurle ferméborné[a—r, a + r] x [-T,1] doncy est

bornée L'hypothésede dominationestdonc vérifiée au moyend'uneconstantemajorandf|, etl est

continuesur[a —r, a + r], doncena. La démarchestantpossiblepour n‘importequelle point a de
]-1,1], I est continue sur ]-1,1].

EXEMPLE4 :
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Soit f(x) = #] ) t'f—T@t—)ZQ dt. On ne peutmontrerfacilementquef estcontinue.En effet, la fonction
0

dominantela plus naturelleestl—}rtz, mais cettefonction n'estpasintégrableen +c. De fait, il est

possiblede montrer (mais c'estloin d'étreévident)que, f(x) = %[ sgx) exp(—|x|), ou sgk) = 1 si
x>0, -1six<0et0sk=0.fest discontinue en 0. En particulier :
. *tsingx) , _ Tt
My %J EEalas

0
alors qu'on aurait pu croire que la limite est nulle.

2— Dérivation
On a un théoremeanaloguepour la dérivation de la fonction g, en utilisant une hypothesede

domination suﬁ
)4

DERIVATION
Soit f une fonction &aleursréellesou complexedéfiniesur A x | ou A etl sontdeuxintervallesde
R, f étant telle que

pour tout t dd, I'application x— f(x, t) est de class€’
pour tout x deA, I'application t - f(x, t) est continue par morceaux et intégrable sur

la dérivée partielle %( vérifie les hypothesesdu théoremeprécédent(x - %((x, t) est

continue,t — %((x, t) estcontinuepar morceauxll existe¢ continuepar morceauxet intégrable

telle que, pour toufx, t), on ait

of
&(X, t)‘ < 6().

Alors la fonctiong définiesur A par g(x) = %] f(x, t) dt estde classeC' sur A et sadérivéeestla
|

. of
fonction x— + —(x, t) dt.
éj 50
|
Démonstration

Soita un élément de I. Nous voulons montrer gl\fe) = %] %((a,t) dt, autrement dit que :

hoo0 h ox

Par ailleurs, cette dernierefonction est une fonction continuede a en appliquantle théoremede

im 9@+h) -9@) :4] Mand ()

continuité sur I'intégral% %((a,t) dt, de sorte qug sera bien €
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La démonstratiorde (*) estcomparablea celle sur la continuité.ll suffit de prendreune suite (hy)
guelconque tendant vers 0 et de montrer dira g@+ hr’]‘) —9(@) - %] ﬂ(a,t) at.
|

n- o n oXx

g(a+ h) ~g(a) _ %] fla+ht) —f@d)
h, h,

(a+ h”’r? —f(a,t)’ de sorte que :

n

Notonsf, la fonction qui, & associé

ga+hn) —g@) _
3 = %] f(t) dt.

Quandn tendverslinfini, la suitede fonctions(f,) convergesimplement/ers%((a,t). Parailleurs,en

utilisantl'inégalitédesaccroissementfinis surla fonctionx - f(x_t), ona fla+ h”’r? —f(a.) |
n

B (1)

De sorte qub‘n| < ¢ et on peut appliquer le théoréme de convergence dominée :
lim ga+ hrr;) —9(@) lim 4] fla+hyt) —f(at) ot
|

n—>°° n n_>00

n

n - o n

of
q]ﬁl I o

On admettra la généralisation suivante, pour les fonctions de cfasse C

PROPOSITION

Soit f une fonction @&aleursréellesou complexedéfiniesur A x | ou A etl sontdeuxintervallesde
R, f étant telle que

pour tout t dd, I'application x— f(x, t) est de class€*

:ﬁ[] lim fla+ h”’r? —f(at) dt (application du théoreme de convergence dominée)
|

i
pourtoutx deA,eti élémende][ 0, k — 1]],lesapplicationst — %(x, t) sontcontinuespar
morceaux et intégrables sur
la dérivée partielle g—; vérifie les hypotheseslu théorémeprécédent(x — g—;(x, t) est

o'f

continuet - F(X' t) estcontinuepar morceauxll existe¢ continuepar morceauxet intégrable
X

telle que, pour toufx, t), on ait

Hexo|z00)

Alorsla fonctiong définiesur A par g(x) = %] f(x, t) dt estde classeC* sur A etpour touti élément
|

de[[0,k— 1T, g"(x) = %] g_;(x' t) dt.

|
EXEMPLEL :
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Reprenons I'exemple de)(= ﬁ[] In(1 + x* — 2xcos@)) dO dont on a montré au paragragitécédent

—Tt
o, . _ of _  2x—2cosf) -
la continuitésur]-1,1[. Soitf(x,8) = In(1 + X* — 2xcos@)). Ona— = continuesur
-1.1] (x,8) = In( 6) ox_ 1+ - 2xc0s6)
tout ]-1,1[x [-1,1M]. En procédant’'unemaniéreanaloguea |l (enserestreignana desensemblesle
la forme p—r, a + r] x [-11,11]), on montre que | est dérivable sur ]-1,1[ avec :
Tt
I'(x) = 2X — 2¢0sP)
1+ X% — 2xcos@)

2

posondl = tang), de sorte que ccﬁxzﬁz. Ona:

Y X(1+U) —1+1° 2

e _ﬁg “aroarn-za-H et
[ v x+ D Ax-1 1

UW(+x° + (1-x°1+u

_2[” X -1 1
_Xﬁ[] AL+ x)7 + (1=X) MY du poux non nul
:% %arctan%ll_Lx)Q + arctanu% =0

Donc | estunefonction constanteEtantnulle pourx = 0, elle estidentiquementulle, donc, pour

toutx de ]—1,1[,5[] In(1 +x* — 2xcoN) dd = 0.

—Tt

EXEMPLEZ2 :
a _ —tX
Soita un réel strictement positif. Considérans) = %] 1 te at.
0
. 1 _atx ) . . 1 _atx )
La fonction x - n estcontinueet il en estde mémedet - " qui se prolongepar
—tx —Uu
- 1-—

continuitéen 0. En outre,si on écrit 1 sousla forme Y(tx)x avecy(u) = , ONn remarque

guey estunefonction continuesur [0, o[ delimite nulle en+co, doncestbornée ll enrésulteque
Y(xt)x estbornéesur toute partiede la forme A x I, ou A estun segmenet | = [0, a], donc que
I'nypothesede domination s'applique avec comme fonction dominante une constante,qui est
intégrablesur [0, a]), et doncque ¢ estcontinuesurtout segmentA et donccontinuesur R... De

a
plus, si on dérive sous le signe intégral iaguporta x, on obtient%] e ™ dt = ¢'(x), puisque)a aussi,

0
la fonctione™ estbornéesurtout ensemblale la forme A x |, oll A estun segmentguelconqueOn

en déduit que :
—ax

009 ==~

X
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X 1 _e—ta

Comme¢(0) = 0, onadonc¢(x) = %] dt, intégralefonction de la bornesupérieureet non

0
plus intégrale dépendant d'parameétreCurieusemenigsrolesde a et x sontsymeétriquesce qu'on
aurait pu voir :

» ou bien en faisant le changement de variab#(% dans la premiére intégrale

* ou bien en développant en série I'exponentielle. On obtient :

a © _1n+1 g 00 _1n+1 a 0 _1n+1 Xnan
¢(x):%] nZlK_Ln! t“x”dt:n;K—Ln! x“%] tnldt:n;g_Ln!

n
0 0

fonctionsymétriquede a et x. (On vérifieraquele théorémede sommatiortermea termed'unesérie

* a
peuts'appliquerautorisania permutatiorde etde%] ). Il n'existeaucuneexpressiorde ¢ sous
n=1

0
forme de fonctions élémentairesimples, mais on disposede plusieursformesde ¢ : intégrales,
séries...

EXEMPLES :

La fonctionl"(x) = %] e' t* dt, définie poux > 0, est continue.
0
En effet, considérons O&< 1 <b:

) 1 )
%] e—t tX—l dt - %] e—t tX—l dt + %] e—t tX—l dt
0 0 1

La fonction(x,t) — €' t“* estcontinuesur[a, b] x ]0, +eo[. Pourt élémentde[0,1], elle estmajorée

pare® t*, qui est intégrable sur [0,1] donc la premiére intégrale est une fonction contixurRoue

la secondeeglle estmajoréepar e* t”* qui estintégrablesur [1,+c[ doncla deuxiémeintégraleest

une fonction continue de

" étant continue sur tout intervallg p], elle est continue en tout point de ]®[+puisque tout point
de cet intervalle peut étre mis a l'intérieur d'un intervallb][adéquat.

On prouverade mémequel (X) estdérivablede dérivéel'(x) = %] e'In(t) t* dt, et parrécurrence,
0

[ est indéfiniment dérivable Et"(x) = %] e’ ()"t dt.
0

o]

Unecuriosité: I'(1) = %] e'In(t) dt et on saitmontrerque cetteintégralen‘'estautreque— vy, ol y
0

est la constante d'Eulg= lim 1 +% + ... +%— In(n).

n—>+00

EXEMPLE4 :
Soit F(X) = %]m 1_1—Cftszp—q dt. Peut-onconclure que F est dérivable ? En particulier, a-t-on
0

F'(x) = #] i t'f—T@t—)ZQ dt ? Ce résultatestloin d'étre évident.La fonction majorantenaturellede la

0
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0 1-—cosfx) _ tsinfx)

valeur absoluede — est en effet —Jtrtz qui n'estpasintégrableet nous ne

ox 1+t 1+t 1
pouvonsdoncpasconcluredirectementen utilisantle théoremede dérivation.En fait, il estpossible
de montrer que #] ; 1_1Cfts X) ot = %[ a- exp(—|x|)), qui n'estpas dérivableen 0, alors que

0

“Lsintx dt est nul en 0.
1+t

0

EXEMPLES :

Soitx > 0 et F(x) = #] e‘“%@ dt. Surtout ensemblale la forme ]a, +oo[ x ]0, o[, aveca > 0,
0

e‘“%@ estdominéepare ™. Sadérivéeparrapporta x égalementF estdonccontinueet dérivable

en tout point ded,+oo[, et donc suiR ™, a étant quelconque. Sa dérivée vaut :

F(x) = —%] e sin) dt = — Im%] e dt
0 0

_ 1 _ 1
=M= TR
O F(X) = — arctanf) + Cte

Parailleurs,|F(x)| < %] e dt = % qui tendvers0 quandx tendverslinfini, doncCte = %[ Ainsi,
0

pour toutx > 0, on a #] e‘“%@ dt :g—arctan(() = arctan)l(
0

La formule estégalementraieenx = 0. En effet, on peutmontrerqueF seprolongepar continuité

en 0 en posantF(0) = #] %@ dt (une intégrationpar parties permettantd'obtenir une fonction
0

majorée par %[—e intégrable sur [1, +o[ permet de montrer que cette intégrale converge

effectivement).

. . L. © (m+hm H
Pourvoir queF estcontinueen0, on écritqueF(X) = > fy(x) avecf,(x) = ﬁ[] e %@ dt. On
n=0
n

TU
vérifieraque,pourtout x, la sériey f,(X) estunesériealternégelle que|fn(x)| décroit.On peutalors

montrer que la série convergeuniformémenten majorantla valeur absoluedu restepar la valeur
absolue de son premier terme :

n i (n+2)mt |sin(t)| (n+2)m 1 1
Ox,[F) =S fl =] § £ < |frea(X)| < > dt< =dt<
. |FO9 = 109 =| 3 109 <o) ﬁE e ﬁE s

(n+1)rt (n+1)mt
La convergencétantuniformeet lesfonctionsf, étantcontinuesjl enestde mémede F. En faisant
tendrex vers 0 dans la formule encadrée, on obtient :
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