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INFORMATIQUE 2eme année

PLAN
| : Récursivité
1) Définitions récursives
2) Programmation récursive
3) Preuves récursives
II': Piles
1) Définition
2) Appels de procédures
3) Conversion récursif-itératif
[l : Tri de tableaux
1) Tri par sélection
2) Tri par insertion
3) Tri par fusion
4) Tri rapide
5) Calcul de la médiane d'un tableau

| : Récursivité
1- Définitions récursives
Un objet d'un type donnéest défini récursivementorsquela définion fait appela elle-méme Plus
précisément, cette définition est constituée de deux parties :

la définition de base permettant d'initialiser un objet du type donné

la définition proprementécursivepermettante définir un objet du type donnéa partir d'un
autre objet du méme type.

Cette notion est directement liée a la notion de définition par récurrence en mathématiques.

EXEMPLEL :
Les termes de la suite de Fibonacci sont définis récursivement par :
FO)=1 définition de base
F(1)=1 deuxiéme définition de base
sin>2, Fh)=F(Mh—-1) + FO - 2) définition récursive
EXEMPLEZ2 :
De méme pour la suite de Thue définie par :
T(1)=0 définition de base
(hinpair=2, T(n) = 1-T()
[] N+l définition récurvise

|:Fi nestimpar >3, T(N)=T )

3



Onremarquegue,sin estpalr,g < n etsi n estimpair supérieunu égala 3, 5 1

danschaquecas,la définition de T(n) fait appela unevaleurde T appliquéea un entierstrictement
plus petit. Il estalorsfacile de prouverpar récurrencegue la valeurde T(n) estdéfinie de maniere
unique. L'exemple suivant est plus délicat.

< n desorteque,

EXEMPLES :
La longueur de la suite de Collatz (cf cours de premiere année ALGOL1.PDF) est définie par :
C(1)=0 définition de base

Hsi n estpair=2,C(n) = 1+ C(g)

Hsi nestimpair=3,C(n) =1+ C(3n + 1)
Contrairement I'exempleprécédentdansle casn impair, la définition de C(n) fait appela la valeur
de C appliquée an3+ 1 qui est supérieurra Dans I'état actuel des connaissances mathématajues,
ignore si cette définition permetd'attribuerune valeur explicite a tout C(n). Cet exempleposela
questionde la terminaisondes définitions récursives.On prouve qu'il n'existe aucun procédé
universelpermettantle décidersi unedéfinition récursives'arréteou non. Ce problemeestanalogue
au probleme de terminaison des bouclesque ... faire ...

définition récursive

En général,on prouvequ'unedéfinition récursivese termineen mettanten évidenceunefonction ¢
définie surl'ensembledesobjetsdéfinisrécursivementa valeursentiéreset qui vérifie les propriétés
suivantes :

six est un objet de base, aldrs) =0

six est un objet défini récursivement a partir des olyjetsetc..., alors :

oY) <9(x), 9(2 <9(x), etc...

On peutalorsmontrerparrécurrencesurla valeurn = ¢(x) quel'objet x estdéfini enun nombrefini
d'étapes. Pour la suite de Fibonacci, il suffit de définir :

¢(F(0)) =¢(F(1)) =0

On=2,¢(F(n)) =n
Pourla suite de Thue, on peut prendreune définition analogue Mais pour la suite de Collatz, on
ignore s'il est possible de mettre en évidence une telle forction

EXEMPLE4 :
Les listes en informatique sont typiquement définies de facon récursive. Une liste est :
ou bien vide définition de base
ou bien constituée d'une liste suivie d'un élément définition récursive
EXEMPLES :

Lescourbesdu dragonsontdéfiniesde fagonitérative de la fagonsuivante.On considereunefeuille
de papier que l'on plie plusieurs fois :

une fois 1 un pli

deux fois : ] trois plis
I, .

trois fois ! sept plis




Lorsquel'on déplieles plis de la feuille a angledroit, on obtient,en laissantla partieinférieurede la
feuille immobile :

une fois _| G

deux fois 5 GGD

trois fois | GGDGGDD

LeslettresG ou D indiquedansquelledirectionle pli sefait (Gaucheou Droite) lorsquel'on partde
le partieinférieurede la feuille. Les courbesobtenuess'appellentourbesdu dragon.Si le procédé
précédentestitératif, il permetde définir trés simplementla suite S de lettresG ou D (ou mot)
définissantune courbe du dragon de facon récursive.Notons S* le mot S a l'envers, et en
intervertissanteslettresG et D. Parexemplesi S = GGD, alorsS* = GDD. On a alorsla définition
récursive suivante des mots S formant une suite du dragon :

oubienS=G définition de base

ou bien S 5 G>* ou ) est une suite du dragon définition récursive

Ainsi, les suites suivantes forment des suites du dragon (on a indiqué en bleu le G central) :

S$=G6
S, = GGD
S; = GGDGGDD

S, = GGDGGDBEGGDDGDD

S = GGDGGDDGGGDDGDBGGDGGDDDGGDDGDD

Ss = GGDGGDDGGGDDGDDGGGDGGDDDGGDDGDB
GGDGGDDGGGDDGDDDGGDGGDDDGGDDGDD

etc ...
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EXEMPLESG :

La notation postfixée.

1+In(2 ~ , , L
Le calculé—L eut étre représenté@ar une structurearborescenténdiquant!'ordre des
3 —exp(4+5) P P ® a

opérations a mener :



On peutégalementéfinir cettesuited'opérations menerpar uneliste contenantes nombressuivis
desfonctionsou opérateurbinairesappliquéssurcesnombresOn parlede notationpostixée Cette
notation permet d'éviter I'usage de parenthéses :

[1,2,In,+,3,4,5, + exp,— /]
De nombreuxcompilateurs(chargésde traduire les instructionsde l'utilisateurs en commandes
exécutablesgpar la machine)traduisentune chainede caractéresdécrivantun calcul tapée par
l'utilisateur (telle que "(1 + In(2))/(3 - exp(4 + 5))" en un liste postfixée.C'est ensuitelors de
I'exécution proprement dite du programme que cette liste est numériquement évaluée.

Commentdéfinir une liste postfixée syntaxiguementorrecte? Les élémentsde cette liste sont
constituésde trois typesd'objets,les valeursnumériqueq1, 2, 3, ...), les fonctions (exp, In), les
opérateurg+, —, ...). On disposedestrois reglesde constructionsuivantes.La premiéreest la
définition de base, les deux autres sont récursives :

1) Uneliste postfixéede baseestcorstituéed'uneuniquevaleurnumériqug val]. Le résultat
du calcul portant sur cette liste est simplement la vaigur

2) Si on disposed'uneliste postfixée[liste], alors|liste, fund, ou func estunefonction, est
une liste postixée. Le résultat du calcul portant sur cette listensbtal).

3) Si on disposede deux listes postfixéeg|listel] et [liste2], alors[listel, liste2, opel, ou
oper désigneun opérateuibinaire, estuneliste postixée Le résultatdu calcul portantsur cetteliste
estoper(listel, liste2).

EXEMPLEY :
Les déterminants peuvent étre définis définis de maniére récursivA @mmatricen x n determe
généraky;. Alors :

sin=1 alors det(A) = définition de base

n .
sinon det(A) =5 (-1)™ ay det(w), k# i, 1# 1)
1=1
Cen'estrien d'autrequ'unedéfinition du déterminantpar développemenpar rapporta la premiére
colonne. Elle est cependantnumériquementinefficace, sa mise en oeuvre donnantun temps

d'exécution en Q).

EXEMPLES :



Pour définir une permutation d'un ensemble E = {1n}..on peut procéder comme sulit :
Si E est un singletond, la seule permution est Id définition de base
Sinon, placer en téte un élémamte E et permuter E x) définition récursive

2- Programmation récursive

Les langagesde programmationévoluéspermettentde définir des fonctions ou des procédures
récursives. Leur définition utilise un appel a elles-mémes. Les algorithmes réseuaitinguentdes

algorithmesitératifs, ces derniersfaisantappel a des instructionsde bouclesfor ou while. Nous

donneronglesexemplesde conversionde programmerécursifen programmeitératif dansla partie

Il. Les exemples sont donnés en Python.

EXEMPLEL :
La suite de Fibonacci
def F(n):
if n<=1:
return(1)
else:
return(F(n-1) + F(n-2))
Onvoit qu'il suffit detraduirela définition récursive Malheureusementiansle casprésentje temps
de calcul devientrésimportantdésquen vautquelqueslizaines(comparepar exemplee tempsde
calcul de F(20), F(30), F(40)...) et nous verrons pourquoi dans un prochain paragraphe.

EXEMPLE2 :
La suite de Thue : contrairementa la suite de Fibonacci, l'utilisation de la récursivité est ici
particulierement efficace.
def T(n):
if n==1:
return(0)
else:
if N%2==0:
return(1-T(n//2))
else:
return(T((n+1)//2))
Voici les premiéres valeurs de la suite :
[T(n) for n in range(1,41)]
[0,110,100110,01,0,2,2,0,1,0,0,1,0,10,101,0,1,0,0,1,1,0,0,1,0,1,1,
0]

EXEMPLES :

La longueur de la suite de Collatz
def C(n):
if n==1:
return(0)
else:
if N%2==0:
return(1+C(n//2))
else:
return(1+C(3*n+1))

Voici les premiéres valeurs de la suite :

[C(n) for n in range(1,41)]



N

7,2,5,816,3,19,6,14,9,9,17,17,4,12,20,20,7,7, 15,15,10,23,10,111,18, 18, 18,
5, 26, 13, 13, 21, 21, 21, 34, §]

EXEMPLE4 :

Le probléme destours de Hanoi consistea déplacem disquesempiléspar ordre décroissansur
unepile, endirectiond'uneautrepile. On peutseservir pour celad'unetroisiemepile, maisla régle
est de ne pas empiler un disque sur un disque de taille inférieure.

a b C

La programmation récursive de ce probléme est tres simple :
sin=1, déplacer le disquevers le disqué

sinon:
déplacer les—1 premiers disques @eversc (appel récursif)
déplacer le dernier disque deersb
déplacer les—1 disques de versa (appel récursif)

ce qui donne en Python :

def Hanoi(n,a,b,c):
ifn==1:
print("deplacer un disque de " + a + " vers " + b)
else:
Hanoi(n-1,a,c,b)
Hanoi(1,a,b,c)
Hanoi(n-1,c,b,a)

Voici un exemple d'exécution de l'algorithme précédent :

Hanoi(4,"A","B","C")

deplacer un disque de A vers C
deplacer un disque de A vers B
deplacer un disque de C vers B
deplacer un disque de A vers C
deplacer un disque de B vers A
deplacer urdisque de B vers C
deplacer un disque de A vers C
deplacer un disque de A vers B
deplacer un disque de C vers B
deplacer un disque de C vers A
deplacer un disque de B vers A
deplacer un disque de C vers B
deplacer un disque de A vers C
deplacer un disque de A vers B
deplacer un disque de C vers B

EXEMPLES :



Soientn etp deux entiers positifs ou nuls et soii,Ae nombre de cheminsllant de(0,0) a (n,p) en
utilisant uniguementes déplacementselonles vecteurs(1,0), (0,1) ou (2,1). Les A, peuventétre
définis récursivement de la fagon suivante :

On, Aw=1 définition de base (on ne peut utiliser que le vecteur (ilf@ik)
Op, Ap=1 définition de base (on ne peut utiliser que le vecteur (Ofdiy)
On Ap=p+1 définition de base (on utilise une fois le vecteur (1,@)fets le

vecteur (0,1) etily @ + 1 choix possibles de positionner
le vecteur (1,0) parmi cgs+ 1 vecteurs)
On=22,0p21, Ap=Anpi1t+Aiopit Ay définition récursive (I'établen
envisageant les trois cas possibles pour le dernier déplacement)
La suite A,, constituela suite AO06139de I'encyclopédiedessuitesd'entiers.Le lecteurestinvité a
prouver que :

© n n+3
= (=1 2 S4_qAd_ 1,16 4 1 1
S (n+ 1) AnnAniini 6 34 3145 4551 6601 38341

(la marge est trop petite pour que la démonstration puisse y tenir).

Voici un algorithmerécursifcalculantA,, (commepour la suitede Fibonacci,l estsimplea mettre
en oeuvre, mais peu efficace) sous forme d'un nombre flottant.

def A(n,p):

if n==0:
return(1.0)

elif p==0:
return(1.0)

elif n==1:
return(p+1)

else:
return(A(n,p-1)+A(n-2,p-1)+A(n-1,p))

[*) n+3
On peut ensuite définir une fonction S de parametre N calcEI (“r; " 1)1,)0\ 22A ;
n=| nn n+1n+l
def S(N):
s=0.0

for nin range(N+1):
S = s+(-1)*n*2**(2*n+3)/((n+1)*A(n,n)*A(n+1,n+1))

Voici les premiéres valeurs de S :

for i in range(10):
print(S(i))

4.0

3.0

3.16666666667
3.13725490196
3.14234234234
3.14146341463
3.14161490683
3.14158882509



3.14159331188
3.14159254045

EXEMPLESG :
On définit lafonction f de N dansIN* de la fagcon suivante :
f(0)=1
et On, f(2n + 1) =f(n), f(2n + 2) =f(n) + f(n + 1)
de sorte que les valeurs fdeont, poun=>1:
1,2,1,3,2,3,1,4,3,5,2,5,3,4,1,5/43, 8 ...
T T
nrl p+1 2n+2

Les valeurs successives n sont ;
n+1)

1,132,1435253,15473
2! !3! 2! 3! !4! 3! 5! 2! 5! 3! 4! !5! 4! 7! 3!8 ..
On montrequetouslesrationnelspositifsapparaisseninefois et uneseuledanscetteliste, de sorte

que l'applicationn - f(jng% forme une bijection de N dansQ**. On demanded'écrire une

procédure de parameétngpermettant de calculém).

def f(n):
if n==0:
return(1)
elif nN%2==1:
return(f((n-1)//2))
else:
return(f(n//2-1)+f(n//2))

[f(n) for n in range(1,20)]
[11 2! 11 3! 21 37 1! 41 3! 51 2! 5! 31 4! 11 5!!6]7

EXEMPLEY :

Programmonsin algorithmepour dressela liste de toutesles permutations d'un ensembleE. E

estreprésentédar une liste de mots d'unelettre. Le résultatde la procédureest une liste dont les

élémentssontles permutationsen question.On procederécursivemente la facon suivante: pour

chaque élémentde E,on créela liste despermutationslesélémentsie E autresquex, et on ajoute
x entétede chacunale cespermutationsLes permutationsontreprésentéesousforme de chaines
de caracteres :

def perm(E):
n = len(E)
if n==1:
return([E[O]])
else:
M=[] |
# M sera la liste des permutations de E
for i in range(n):
# copie de E dans C
C =E[]
# suppression de I'élément d'indice i
del C[i:i+1]



# création des permutations de C
L = perm(C)
# ajout de E[i] en début de chaque élément de L
for mot in L:
M.append(E[i]+mot)
return(M)

Voici un exemple d'exécution :

S=perm(['a’,'b','c','d"])
S

['abcd', 'abdc’, 'acbd’, ‘acdb’, 'adbc’, 'adcb’, 'bacd’, 'badc’, 'bcad’, 'bcda’, 'bdac’, 'bdca’,
‘cabd’, 'cadb’, ‘cbad’, 'cbda’, 'cdab’, ‘cdba’, 'dabc’, 'dacb’, ‘dbac’, 'dbca’, 'dcab’, ‘dcba’]

EXEMPLES :
Les tableaux de Young sontdesstructuresintervenantdansplusieursproblémesd'algébreou de
combinatoirells sontconstituésde lignes successiveayantun nombredécroissant'élémentsOn
numéroteles casesdu tableaupar ordre croissant.Voici les septtableauxde Young constituésde
n =5 éléments, chaque ligne étant représentée par la liste des éléments qu'elle contient :

[1]

(2]

(3]

[4]

(5]

[1,2]
[3]
[4]
[5]

[1, 2]
[3, 4]
[5]

[1,2, 3]
[4]
[5]

[1,2, 3]
[4, 5]

[1,2,3,4]
[5]

[1, 2, 3, 4, 5]

Chaque ligne étant uriiste, un tableaude Young peutétrereprésentarla liste de seslignes,donc
par undiste de listes :

[[1]. [2], [3], [4]. [5]]



[[1, 2], [3], [4], [5]]
[[1, 2], [3, 4], [5]]
[[1, 2, 3} [4], [5]]
[[1, 2, 3] [4, 5]
[[1, 2, 3, 4] [S]]
[[1, 2, 3,4, 9]

Pour un nombre d'élémentsionnés)ensemblale touslestableauxde Young peutétrereprésentés
par laliste des tableaux. On obtient ulge delistesde listes :

[ [[1]. [2], [3], [4], [5]1 . [[1, 2], [3], [4], [S]] , [[1, 2], [3, 4] [S]1 . [[1, 2, 3} [4], [3]] ,
[[1, 2,3} [4, 5], [[1, 2, 3, 4] [5]] , [[1, 2, 3, 4, 9] ]

On souhaiteécrire une procédurevoung de parameétren créantcetteliste. On voit que, unefois la
premiéreligne d'un tableaucréée,de longueurlenLignel, il s'agitde la compléterpar un tableaude
Young dont la longueurdes lignes ne dépassepas la longueurde la premiéreligne et dont les
élémentsontnumeérotésie lenLignel + 1 an. Il convientdoncd'écrireune procédureintermédiaire
calcYoung ayant trois parametres :

ideb : indice de début de numeérotation inclus

ifin : indice de fin de numérotation inclus

Imax : longueur des lignes a ne pas dépasser.
Siideb = ifin, le tableaude Young n'agu'unseul élémentet vaut[ideb]. Sinon,on créesapremiere
ligne delongueurlenLignel variantde 1 au minimumde Imax et deifin —ideb + 1. Pourchacunede
cespremiéredignes,on créerécursivementa liste destableauxde Young dont les indicesvarient
entreideb + lenLignel jusqueifin, et dontla longueume dépassgaslenLignel. On ajoutechacundes
tableaux de Young ainsi créda fin de la premiérédigne créée(la concaténatiomleslistess'obtenant
par un simple +), formantainsi a chaquefois un nouveautableaude Young qu'onstockeau fur &
mesuredansuneliste ListeN au moyend'unecommandeappend. Si I'appelrécursifrenvoieune liste
vide detableauxde Young,on sebornea stockera seulepremiéreligne commenouveauableaude
Young :

def calcYoung(ideb,ifin,Imax):
if ideb==ifin:
return([[[ideb]]])
else:
ListeN=[ ]
for lenLignel in range(1,min([ifin-ideb+2,Imax+1])):
Lignel=list(range(ideb,ideb+lenLignel))
ListeTYR=calcYoung(ideb+lenLignel,ifin,lenLignel)
lenLTYR=len(ListeTYR)

if lenLTYR==0:
ListeN.append([Ligne1l])
else:

for i in range(lenLTYR):
TYN=[Lignel]+ListeTYRJi]
ListeN.append(TYN)
return(ListeN)



Pour créerla liste destableauxde Young d'unelongueurn donnée,il suffit d'appelera fonction
précédente avec les parametres étn :

def Young(n):
return(calcYoung(1,n,n))

Si LTY estunetelle liste de tableauxde Young, on pourraafficher les tableauxau moyende la
procédure suivante :

def afficheYoung(LTY):
n=len(LTY)
for i in range(n):
m=Ilen(LTYTi])
for j in range(m):
print(LTYi][j])
print(' )

EXEMPLEDO :
Il existedescasde récursivitéindirecte,ou une fonction f appelleune fonction g, qui appelleune
fonctionh, qui appelle la fonctioh

EXEMPLELO0 :

On consideredeuxlistes A et B de nombrestriéespar ordre croissant.On souhaitefusionnerces
deuxlistesen uneseule ,égalementriée par ordre croissantOn supposeju'onne peutaccéderux
deuxlistesqueparleur dernierélément(ce sontdespiles de nombrequ'onpeutdépilerou empiler.
Voir plus basla notion de piles). On peut procéderrécursivementcommesuit : I'appel récursif
fusionneles deux piles privéesde leur plus grand élément,qu'on ajoute apres.Attention, cette
fonction modifie les contenus des pilee®B. Si on souhaitdesconserverjl convientd'enfaire une
copie auparavant.

def Fusion(A,B):
if A==[]:
return(B)
elif B==[]:
return(A)
else:
# retire le dernier élément de A et le stocke dans a
a=A.pop()
# idem pour b
b=B.pop()
if a<b:
A.append(a)
C=Fusion(A,B)
C.append(b)
return(C)
else:
B.append(b)
C=Fusion(A,B)
C.append(a)
return(C)

Si on supposejueA et B sontdeslistesqu'onpeutparcourirdepuisleur premierélément,on peut
procéder itérativement. On stocke dans une liste C la fusion des deux listes A et B :



def Fusion(A,B):

i=0 # indice de parcours de A
j=0 # indice de parcours de B
|IA=len(A)  # longueur de A
IB=len(B)  # longueur de B
while (i<lA) and (j<IB):
if A[i]<BIj]:
C.append(A[i])
i=i+1
else:
C.append(BJj])
=il
# L'une des deux listes a été entierement parcourue.
# On compléte alors C avec les éléments restants dans la liste
non vide
while (i<IA):
C.append(A[i])
i=i+1
while (j<len(B)):
C.append(BJj])
=+l
return(C)

3- Preuves récursives

On prouve qu'une propriété est vérifiée pour tout objet défini récursivement :

en vérifiant cette propriété pour le cas de base

en prouvantque, si elle estvraie pour les composantes'un objet défini récursivementglle
est vraie pour l'objet lui-méme.

La démarcheci-dessussuffit car il estalorsfacile de montrer qu'un objet vérifie la propriétépar
récurrence sur le nombre de fois ou la définition a été utilisée pour définir cet objet.

EXEMPLEL :

Prouver que, dans les suites du dragon, le nombre de lettres est de Id' ferine 2

Cette propriété est vraie pour la définition de base avet.

Supposongju‘unesuite du dragon} contienne2" — 1 lettres.Alors la suitedu dragonS= G5 *
contiendra2—1+ 1+ 2—1 = 2" _ 1 lettres et la propriété est vraie pour S.

La propriété est alors vraie pour toute suite du dragon.

On reconnait ci-dessus un raisonnement par récurrence classique.

EXEMPLEZ2 :

Montrer que le nombre de déplacements desques dans le probléeme des tours de Hanaf est.
Cette propriété est vraiersi= 1 (il y a un seul déplacement).

Supposongju'elle soit vraie au rangn — 1. Alors le nombrede déplacementsle n disquesest (en
suivantl'algorithme et en appliquantdeux fois I'hypothésede récurrencepour déplacerles tas de
n—1ldisques: (2'-1)+1+(2'-1)=2-1.

La propriété a ainsi été prouvée par récurrence.

EXEMPLES :



Prouvonggue,dansuneliste de calculennotationpostfixée Je nombred'opérateurbinairesestégal

au nombre de valeurs numériques diminué de 1.

» La propriété est trivialement vérifiée pour le cas de basdista) E [val]

» Si elle estvraie pour [liste], elle estvraie pour [liste, fund puisqueni le nombrede valeurs
numeériques ni le nombre d'opérateurs binaires n'a varié.

» Sielle estvraie pour deuxlistes|listel, liste?], alorselle estvraie pour [listel, liste2, opel]. Car
si listel posséden; valeursnumériqueqet doncn; — 1 opérateurskt liste2 en posseden, (et
doncn, — 1 opérateurs)alors]listel, liste2, opef] possede, + n, valeursnumériqueset (n; — 1)
+ (n,—1) + 1 =n; +n, — 1 opérateurs. La propriété est donc vérifiée pamiel, liste2, oper.

La propriété ayant été vérifiée sur le cas de baseet son héridité vérifiée sur chaquedéfinition

récursive, elle est vraie pour toute liste ainsi définie.

II: Piles
1- Définition
Une pile L est une liste dotée des deux méthodes suivantes :
L.push(x) qui ajoute I'élément en queue de liste
x=L.pop() qui retire le dernier élément de la liste et le stocke

dans une variabbe
La méthodepop appliqguéed uneliste vide entrainegénéralementine erreurd'exécutionll estdonc
recommandéle testerla longueurde L (appeléehauteurde la pile) avantd'exécuterpop, a moins
d'étre sOr que la pile ne contienne un élément.

Les piles serventa stockerdes objets a traiter ultérieurementje dernier dossierempilé étantle
premier traité l(ast in, first outou LIFO disent les anglais).

En Python, une pile peut étre simulée par une liste. La méphpasiste. Quand push, onl'obtient

par la commande :
L.append(x)

EXEMPLE
Voici commentune pile serta traiter les listesde calcul postfixéesLes €lémentge la liste sontlus
de gauche a droite.

Si I'élément estine valeuwal, celui-ci est empilé

Si I'élementestunefonctionfung on dépilela pile, on appliquefunc a I'élémentdépilé,et on
empile le résultat.

Si I'élémentestun opérateutbinaireoper, on dépileles deuxderniersélémentgle la pile, on
leur appliqueoper, et on empile le résultat.
A la fin de la lecture, le résultat est I'élément unique de la pile.

Considérongar exemplela liste[ 1, 2, In, +, 3, 4, 5, +, exp,—, / ]. Voici I'évolution du calcul (les
éléments de la pile sont empilés ou dépilés par la droite)

Initialement pile vide [ ]
Onlitl pile = [1]
Onlit2 pile =[1, 2]

OnlitIn pile = [1]



calcul de In(2) = 0.6931471805599
pile = [1, 0.6931471805599]

Onlit + pile =[]
calcul de 1 + 0.6931471805599 = 1.6931471805599
pile = [1.6931471805599]

onlit 3 pile = [1.6931471805599, 3]
onlit 4 pile = [1.6931471805599, 3, 4]
onlit5 pile = [1.6931471805599, 3, 4, 5]
on lit + pile = [1.6931471805599, 3]

calculde4+5=9
pile =[1.68B1471805599, 3, 9]

On lit exp pile = [1.6931471805599, 3]
calcul de exp(9) = 8103.083927576
pile = [1.6931471805599, 3, 8103.083927576]

on lit - pile = [1.6931471805599]
calcul de 3 — 8103.083927576 = — 8100.083927576
pile = [1.6931471805599, — 81003083927576]

onlit/ pile =[]
calcul de 1.6931471805599/(— 81003083927576)
pile = [~ 0.0002090283502861]

Les piles jouent également un réle crucial dans la récursivité.

2- Appels de procédure

Une pile estutiliséelors de I'exécutiond'un programmeafin de gérerlesappelsde procéduresu de
fonctions. Supposongjue I'on soit en train d'exécuterun programmeet qu'on tombe sur une
instruction du type :

y < f(x
ou x estunevariablepréalablemenassignéest f unefonction. La machinedoit détermineda valeur
de f(x) avantde l'affecteray. Pour cela, elle empile I'état de la machine(registresdu processeur,
valeursdes variableslocales,adressede retour de l'instructiony ~ f(x) qu'elle devraretrouvera
lissuedu calcul de f(x)), puis on affectea lI'adressale la prochaineinstructiona exécutercelle ou
débutele calcul de f, la valeur du parametrex lui est transmiseet I'exécutionde f commence.
Lorsqu'on arrive a la fin de la procédure calcuf@)t on dépile la pile pour revenid'atatantérieur,
et le programmeprincipal se poursuiten affectantla valeurde f(x) ay. Bien entendusi I'exécution
du calculdef(x) fait lui-mémeappela unefonctiong, un deuxiemeempilementde données lieu au
momentde I'appel de g. Dansle casd'unefonction définie récursivementles empilementssont se
succéder jusqu'a ce qu'on atteigne une définition de base de la fénction

EXEMPLEL :
Considérons la suite de Thue définie par le programme récursif suivant :



def T(n):
if n==1:
return(0)
else:
if N%2==0:
return(1-T(n//2))
else:
return(T((n+1)//2))

Voici les empilementggérésautomatiquemenpar la machine)qui ont lieu lors de la demandede
calcul de T(25). Chaquedécalagede l'indentationversla droite représentain empilement,chaque
décalage vers la gauche un dépilement
25 est impair
appel de T(13)
13 est impair
appel de T(7)
7 est impair
appel de T(4)
4 est pair
appel de T(2)
2 est pair
appel de T(1)
1 est valeur de base de T
renvoi de 0 comme valeur de T(1)
renvoi de 1 — T(1) = 1 comme résultat de T(2)
renvoi de 1 — T(2) = 1 comme résultat de T(4)
renvoi de T(4) = 1 comme résultat de T(7)
renvoi e T(7) = 1 comme résultat de T(7)
renvoi de T(13) = 1 comme résultat de T(25)
le résultat est 1

On voit que I'exécution, transparentepour I'utilisateur, est assezcomplexe.Elle est cependant
efficacedansle casprésentMontronsque, si p estl'entiertel que 2°* < n < 2°, alorsle nombre

d'appels récursifs pour le calcul deléstp. Cette propriété est vraie paue 1 = 2° et pourlequel

la valeurde T(1) estdonnéeimmédiatementSoit n > 1 et supposonda propriétévraie pour tout

entier strictement inférieurra

Si n estpair, le calcul de T(n) fait appela T(g) or 2% < g < 2*', donc, d'aprésl'hypothésede

récurrencele nombred'appelsrécursifspour calculer T n estp — 1. Le nombred'appelspour
2 ppeisp

calculer T) est don@ et la propriété est vérifiée.

+ < A~
nTl < 2! et on ménele méme

Si n estimpair, le calcul de T(n) fait appela T(%l) or %<

raisonnement que ci-dessus.
On peut donc estimerle tempsde calcul a O(p) = O(In(n)), ce qui est considérécomme trés
performant. En gros, le temps de calcul est proportionnel au nombre de chifires de

EXEMPLE?2 :
Considérons maintenant la suite de Fibonnaci :

def F(n):



if n<=1:
return(1)
else:
return(F(n-1) + F(n-2))

Suivonsle calcul de F(5). Nous avonsmis des couleurspour mieux se repérerdansla suite des
empilements :
5 est plus grand que 1
appel de F(4)
4 est plus grand que 1
appel de F(3)
3 estplus grand que 1
appel de F(2)
2 est plus grand que 1
appel de F(1)
1 est valeur de base
renvoi de 1 comme valeur de F(1)
appel de F(0)
0 est valeur de base
renvoi de 1 comme valeur de F(0)
renvoi de F(1) + F(0) = 2 comme valeur de F(2)
appel de F(1)
1 est valeur de base
renvoi de 1 comme valeur de F(1)
renvoi de F(2) + F(1) = 3 comme valeur de F(3)
appel de F(2)
2 est plus grand que 1
appel de F(1)
1 est valeur de base
renvoi de 1 comm valeur de F(1)
appel de F(0)
0 est valeur de base
renvoi de 1 comme valeur de F(0)
renvoi de F(1) + F(0) =2 comme valeur de F(2)
renvoi de F(3) + F(2) = 5 comme valeur de F(4)
appel de F(3)
3 est plus grand que 1
appel de F(2)
2 est plus grand que 1
appel de F(1)
1 est valeur de base
renvoi de 1 comme valeur de F(1)
appel de F(0)
0 est valeur de base
renvoi de 1 comme valeur de F(0)
renvoi de F(1) + F(0) = 2 comme valeur de F(2)
appel de F(1)
1 ed valeur de base
renvoi de 1 comme valeur de F(1)
renvoi de F(2) + F(1) =3 comme valeur de F(3)



renvoi de F(4) + F(3) = 8 comme valeur de F(5)
le résultat est 8

On constate que le nombre d'appeldestucougplusimportantdansle casprésentet surtoutquele
logiciel ne s'apercoipasqu'il calculeplusieursfois la mémevaleur. Estimonsle nombred'additions
effectuéepour calculerF(n). Soit A(n) cenombre.ll estnulsin=00ul,etsin>2,ona,dapres
la définition de Ff) :

A(n) = A(n-1) + A(+2) + 1
Mais on constatealors que la suite (A(n) + 1) vérifie exactementia définition de la suite de
Fibonnaci. On a donc, pour taut

A(n) + 1 = Ff) = 0((1%5)“) (cf le chapitre SUITES.PDF de premiére année)

La croissancedu temps de calcul en fonction de n est exponentiel,ce qui est numériguement
inapplicable.Pourn = 100, il faut effectuerenviron 800 milliards de milliards d'additions.En fait,
I'algorithme ne fait rien d'autre qu'ajouter 1 + 1 + 1 + ... + 1 av®cF{ additions.

Il est alors préférable d'utiliser un algorithme itératif dont le temps de calcul est)en O(

Al # A = F(0)

B-1 #B = F(1)

pourl « 1an-1faireC - B #C=F()=B,A=F(-1)
B — A+B # C =F(l), B=F(+1), A= F(-1)
A-C # A =F(l), B=F(+1)
finfaire

Le résultat cherché RY est dans B.

EXEMPLES :
Considérons le calcul de la longueur de la suite de Collatz

def C(n):
if n==1:
return(0)
else:
if N%2==0:
return(1+C(n//2))
else:
return(1+C(3*n+1))

Appliquons cette procédurenss 3
3 est impair
appel de C(10)
10 est pair
appel de C(5)
5 est impair
appel de C(16)
16 est pair
appel de C(8)
8 est pair
appel de C(4)
4 est pair
appel de C(2)
2 est pair



appel de C(1)
1 est valeur de base
renvoi de O comme vailir de C(1)
renvoi de 1 comme valeur de C(2)
renvoi de 2 comme valeur de C(4)
renvoi de 3 comme valeur de C(8)
renvoi de 4 comme valeur de C(16)
renvoi de 5 comme valeur de C(5)
renvoi de 6 comme valeur de C(10)
renvoi de 7 comme valeur de C(3)
le résultat est 7

Cependantnousavonsindiqué qu'engénéral,on ignore si le calcul de C(n) se termine pour tout
entiern. Il estpossiblequ'il existeun entierpour lequelle calcul ne seterminepas.Dansce cas,la
pile va croitre indéfiniment,et dansun ordinateurréel ou la taille de la pile estfinie, celaproduira
une erreur d'exécution par débordement de pile (stack overflow).

Cette erreur peut égalementse produire pour un algorithme qui, en théorie, se termine, mais
nécessitainetaille de pile plus grandequecelle prévuesur la machine Ce phénomenae seproduit
pas pour les algorithmes itératifs, qui n'utilisent pas de pile.

Enfin, cette erreur de débordement de pdproduitnécessairemeipour un algorithmerécursifmal
concu qui s'appelle indéfiniment, le cas de base ayant été mal prévu.

EXEMPLE4 :
Considérons la fonction factorielle définie comme suit :

def fact(n):
if n==0:
return(1)
else:
return(n*f(n-1))

Si on appellecettefonction avecla valeurn = —1, on va appelerfact(-2) qui appellefact(—3) qui
appelle fact(-4), ... entrainantun débordementde pile. Dans les logiciels professionnels,le
concepteude I'algorithmedoit prévoir un testvérifiant quen estbiendansle domainepour lequelil
est prévu.

3- Conversion récursif-itératif

Les algorithmesrécursifs utilisant par nature une pile, ce que ne font pas nécessairemeries
algorithmestératifs, on souhaiteparfoisconvertirun algorithmerécursifen algorithmeitératif. Nous
donnonsci-dessougjuelquesélémentspermettantde procédera cette conversion,sanscherchera
prétendre a I'exhaustivité de la question.

Commencgongar un premier type de récursivité. Soit f et ¢ deux fonctions prédéfiniessur un
ensembldée, et B un ensemblale valeursdonnéesinclus dansk. Définissonda fonction récursiver
par :

six B, Fx) =f(x) cas de base

sinon, FK) = F@(X)) définition récursive
On parle de récursivité terminale car la définition récursive detidireeneparl'applicationde F elle-
méme.On supposerague,pourtout x deE, il existentel qued o ¢ o ... 0 d(X) = $"(x) appartienta



B pour garantirque l'algorithmese terminepour tout x. Si n estle plus petit entier tel que $"(x)
appartient a B, alors (= f(¢"(x)). Cela se montre par récurrence 1sur

Sin=0, alorsx est dans B et k[ =f(x)

Supposonga propriétévérifiée pourn — 1 et soit x tel quen soit le plus petit entiertel que
$"(x) appartienta B. Alors F(x) = F(y) avecy = ¢(x). Mais le plus petit entierm tel que $™(y) soit
dans B estn =n — 1. On peut donc appliquer I'nypothése de récurrence et :

F() = F&) =f(0"'(y)) =f($"()

Pour calculer F(x), on appliquedoncf sur le premieritéré par ¢ de x qui estdansB. D'ou un
algorithme itératif de F :

tant que (x n'est pas dans B) x = phi(x);
retourner(f(x));

EXEMPLEL : L'EXPONENTIATION RAPIDE
Dansl'exempleci-dessousn//2 désignde quotientde la division euclidienneden par2. a et T étant
deux réels eb un entier naturel, on peut définir le nombre & récursivement par :

Ta"=T sin=0 définition de base
=T &))" sin est pair
=Ta (@)"” si n est impair

Posons donc :

X (anT)

F(X) aT

d(a,n, T)  sinpair alors &, /2, T) sinon &, /2, aT)
f(x) T

B {(a, 0, T)}

x O B est équivalenta= 0.

F est bien défini récursivement comme suit :
FX) =f(x) sixOB
= Fb(x)) sinon
autrement dit :
Si(n==0)alorsF(a,n, T)=T
sinon si n (pair) alors F(a, n, T) = F(az, n/2, T)
sinon F(a, n, T) = F(az, n/2,a=*T)

La traduction itérative devient :
tant que n # 0 faire
sinimpair alors T « a* T finsi
a-a’
n < n/2
finfaire
retourner(T)

On reconnaitexactement'algorithme donné dansle cours de premieéreannée(ALGO1.PDF) en
annexede la multiplication égyptienneLe tempsde calcul estun O(In(n)), plus rapidequele calcul
du produit pam, n fois de suite.

EXEMPLEZ2 : LES NOMBRES DE FIBONACCI



L'algorithme d'exponentiatiorrapide donné ci-dessusdonne égalementun moyentres efficace de
calculer la suite de Fibonacci, partant de® et k = 1. En effet, par récurrence sur

% 1% _ azml I:n
O B I:n I:n—l
R : 1 , i :
Le calculde F, peutétre obtenupar celui de % 0 % et 'algorithmed’'exponentiatiomapidepermet
d'effectuer ce calcidnun tempsO(In(n)) (proportionnelaunombrede chiffresden) aulieu de O(n)
pour l'agorithmeitératif donnéplus haut, et pire encore,O((1—+2\£5)“) pour la procédurerécursive
naive initial.
1 2 Fl .1z Z A0 > -

Partons dondeT =1, etA =& 4 E: = % On peutconsidéreiT commeégala A™ a condition
de poser | = 1. Il suffit alors de donner lesatricesparlescomposantede leur deuxiémecolonne,

a savoir %Epour représenteA = %a;b E:Eet % Epour représenteil = g}gq 3% L'algorithme
d'exponentiation rapide appliqué dans ce cas donne :

a~1 # initialisation de A
b0
p-0 # initialisation de T
q-1
tant que n # 0 faire
si n impair alors temp ~ p #calculde T -« AXT

p - (a+b)p+aq
g — atemp + bq
finsi
temp < a # calcul de A — A?
a—a’+2ab
b — temp® + b
n — n/2
finfaire
Le résultat Fest dang.

Voici le programme en Python :

def fibrapide(n):
a=1
b=0
p=0
q=1
while n<>0:
if n%2==1:
temp=p

p=(atb)*p + a*q
g=a*temp + b*q
temp=a
a=a**2 + 2*a*b
b=temp**2 + b**2
n=n//2
return(p)

On pourra comparerles tempsde calcul pour un n de l'ordre de quelquescentainesde mille.
L'algorithme précédents'appliqueen une fraction de secondealors que l'itération donnéeau II-2
prend plusieurs secondes :



import datetime

n = 200000

topdebut = datetime.datetime.today()
r = fibrapide(n)

topfin = datetime.datetime.today()
duree = topfin - topdebut
print(duree.total_seconds())

Il : Tri de tableaux

On cherchea trier un tableaunumériquepar ordre croissant.De nombreuxalgorithmesexistent.
Nousenprésentonsgjuelques-und.esindicesdu tableauwariententre0 etn — 1, ou n estle nombre
d'éléments du tableau.

1- Le tri par sélection

Il consistea recherchete plus petit élémentdu tableau[T[0], ..., T[n—1]], et a le permuteravec
I'élémentde téte.On itere le procédéentriant [T[1], ..., T[n—1]] de la mémefagon.La description
précédente est récursive, mais on peut donner directement un algorithme itératif. Onrseghose

L'invariant de la boucle portant suest :

T[O] £ T[1] £ ...< T[i-1] < Min(TTi], ..., T[n=1])
Pour la valeur initiale i = 0, la propriété précédenteest vide. Supposons-larraie au début d'une
bouclei = 0. Lesinstructionsqui suiventdéterminenta valeurm de Min(T[i], ..., T[n—1]) ainsique
lindicej =i tel que T[] = m. Une foisj ainsi déterminé, on a donc :

T[O] £ T[1] £ ...< T[i-1] < T[j] = Min(T[i], ..., T[n-1])
Il suffit alors de permuter les valeurs de] Ht T[j] pour obtenir :

T[0] £ T[1] £...< T[i-1] < T[i] = Min(T[i], ..., T[n=1]) < Min(T[i + 1], ..., Th-1])
qui estbien l'invariantde boucleau rangi suivant.On terminel'algorithmeavecla derniéreboucle
pouri =n— 2, ce qui donnera comme valeur finale de l'invariant :

T[O] £ T[1] £ ...< T[N=3] < T[-2] £ Min(T[n-1]) = T[n—1]

pour i de 0 a n—2 faire

m « T[i] # on cherche Min(T], ... T[n-1])
jei
pour k de i+1 a n—1 faire #m=T[j] = Min(T[i], ..., Tk-1])

si Tkl < malors m « T[K]

j —k

finsi #m= T[] = Min(T[i], ..., TK])
finfaire #m=T[j] = Min(T[i], ..., T[n-1])
T[] < T # on échange T][et T[]
T[] « m

finfaire

La variablem étanten permanencetgalea T[j], on pourrait s'enpasser.Nous l'avons laissé car
I'algorithme nous parait plus compréhensible ainsi.

On peut estimerla complexité en tempsde I'algorithme en estimantle nombrede comparaisons
effectuée®tle nombrede changemende valeursd'unélémentdu tableau.La seulecomparaisorest
le testT[k] < m et ce test est inclus dans une double bouclevatiede 0 an — 2, et pourchaque, k



variedei + 1 jusqu'an — 1. Pourchaque, le nombred'itérationsde k estn — 1 — i, doncle nombre
total de comparaisons effectuées est :

n-2 n-1
>(=1-)=5%p enposanp=n—1—i
1=0 p=1

_n(nz— 1)_ oM

Les changementsle valeursd'élémentgu tableause produisenta la fin de chaqueitérationsuri,
qguand on échangeiTlet T[j], soit 2 — 1) = Of) changements.

Le nombred'itérationsest assezcolteux.Nous verronsci-dessouges algorithmesplus efficaces.
Parcontrele nombrede changementde valeursestraisonnableEnfin, I'occupationen mémoireest
réduite.En dehorsdu tableau,il n'y a quetrois variablesentiéresainsi que la variablem dont nous
avons indiqué qu'on pouvait s'en passer.

En Python, l'algorithme se traduit de la fagon suivante, en utilisant lertgpeu modulexumpy.

import numpy as np
def triselect(T):
n=size(T)
for i in range(n-1):
m=T[i]
j=i
for k in range(i+1,n):
if T[K]<m:
m=T[k]
j=k
TO=T]
T[i]=m

Attention, c'estle tableaului-mémequi se trouve trié et non une copie. On a donc perdul'ordre
initial du tableau.Voici ci-dessousun exempled'instructionspermettantde définir un tableauT
aléatoire dele copierdansun tableauU, detrier T avecla procédureprécédenteet detrier U avec
la commande prédéfinie de tri de Python. On pourra comparer les résultats finaux.

T = np.random.random(15)
U = T.copy()

print(T)

triselect(T)

print(T)

print(U)

U.sort()

print(U)

2- Le tri par insertion

Supposongriée la partie T[0], ..., T[i—1]. Le tri parinsertionconsistea insérerT[i] au bon endroit
de sorteque les valeursfinalesde T[0], ..., T[i] soienttriées.Il suffit pour celade comparerT][i]

avec I'élément du tableau qui précede et, s'il estpeitits de le permuteraveccelui-ci. Onitére cette
démarchgusqu'atrouver un élémentdu tableauqui précedequi soit plus petit ou jusqu'ace qu'on
remonte jusqu'au début du tableau.

Pour obtenir un tableau entieremaid, il suffit d'effectueda démarcherécédent@ouri variantde
lan-1.



def triinsert(T):
n=T.size
for_i__in range(1,n):
while (50) and (T[<T[-1]):

temp=T][j]
T[I=T0-1]
_Tu_-l]:temp
=11

Dansle meilleurdescas(le tableauestdéjatrié), on seborneatesterT[i] avecT[i—1] pouri variant
de 1l an - 1 sanseffectuerla moindrepermutationLe tempsde calcul estalorsen O(n). Parcontre,
si dans le pire des cas (lbleauesttrié maisparordredécroissant)pour chaqud, j vadécroitrede

i jusqu'a 0. Comme dans le tri par sélection, le temps de calcul sera’en O(

On peutdiminuerle nombrede comparaisons faire en procédanpar dichotomie,maisdansle cas
d'untableaula miseen placede T[i] au bon endroitnécessitele décalerles élémentssuivantsdu
tableau et on ne peut éviter quentenbred'affectationde variablessoit un O(n®). Cetalgorithmeest
doncefficacepour destableauxdéjaen partietri€s, qui ne nécessiteronjue quelquesdéplacements
d'éléments mal placés.

3- Tri par fusion
C'est typiguement un tri dont I'algorithme est récursif. On comnyeardger récursivemenles deux

sous-tableaukT[O],...,T[g —1]] et [T[%],...,T[n —1]]. NotonsL; et L, lesdeuxsous-tableauxrié€s.

On les fusionnensuitepour obtenirle tableautrié complet.Pourcela,enpartantdei =j =k =0, 0n
compare L[i] et Ly[j].

Si c'est L[i] le plus petit, on le stocke dankrgt on augmenteetk de 1

Si c'est L[] le plus petit, on le stocke dankrgt on augmentgetk de 1
Il faut égalemenveiller a ce quei etj ne dépasseasleslimites de leur tableaurespectifsDansce
dernier cas, on ajoute en fin de tableau T le reliquat des lisetd } (dont au moins un des deast
vide). On utilise une fonctioRusion de deux listes triées, écrite plus haut :

def trifusion(T):

n=len(T)

if n<=1:
return(T)

else:
L1=trifusion(T[0:n//2])
L2=trifusion(T[n//2:n])
return(Fusion(L1,L2))

Estimonsgrossieremene tempsde calcult(n) d'untableaude n élémentsEn négligeante fait qu'il
conviendraitde distinguern pair et n impair, chaquesous-tableal.; et L, posséd% élémentset le

tempsde calcul pour trier chacunde cesdeux sous-tableawestt(g). Par ailleurs, la fusion finale

demandeun nombred'opérationsa peu prés proportionnela n puisqu'onremplit le tableautrié
élément par élément. On a donc une relation du type :

t(n) < 2t(g) + Kn ou K est une constante

Posons = 2° etu(p) =t(2°). La relation précédente s'écrit :



up) <2u(p—1)+K?2
Donc :
U(E) < U(gpjll) + K

Pourp entier, on obtient par récurrence :

U < - 1)k +2) = oy

Nous admettrons que cette relation reste valide poon entier. On obtient alors :

t(n) = u(p) = Op2") = O(nlogz(n))

Ce temps de calcul est incomparable plus petit@@d. Pourn = 1000,n* = 10° alorsquenlog,(n)

vaut environ 1 soit 100 fois moins.

4- Tri rapide

Si, dansl'algorithmedu tri par fusion les deux sous-tableausonttels que les élémentsdu premier
sontinférieursa ceuxde secondalorsla fusionselimite a unesimpleconcaténationlesélémentsiu
premiertableau,suivis desélémentdu second L'idée estdonc de créerles deux sous-tableauen
disposant a gauche les éléments inférieurs ou égaux a unexyatardroitdes élémentsupérieurs
ax. On trie ensuiteles deux sous-tableauxécursivementL'idéal seraitde choisir x commevaleur
médianedu tableaude facona ce queles deuxsous-tableaugoienta peupresde mémetaille. Mais
la déterminatiorde cettemédianen'estpasaisée.On seborneraa prendrepour x la valeursituéeau
centredu tableauce qui présentd'avantagejue,si le tableauvestdéjapartiellementrié, x ne devrait

pas étre trop éloigné de cette médiane.

Voici le programmegn Python.La procédureadmetcommeparametrde tableauT ainsi que deux
indicesp et g. On trie la partiedu tableau[T[p], T[p+1], ..., T[g]]. On a indiqué en bleu quelques
commentaires permettant de prouver la validité de I'algorithme. Le lecteur est invité a les vérifier.

def trirapide(T,p,q):
if p<q:

pP<q:
x = T[(p+q)//2]
i=p
1=q9
while i<=j:
# Invariant de boucle : T[p], ..., T[i-1]
while T[i]<x:
i=i+l
while T[j]>x:
1=)1
# On a maintenant T[p], ..., T[i-1]
#et T[i] >x =T[j]
if i<=j:
# On échange les valeurs de TJ[i] et T[j] si i
temp = TJi]
T[i] = T[]
T[j] = temp
= i+]
1=J1
# On a a nouveau T[p], ..., T[i-1]
# On quitte la boucle quand i > |.
# Dans ce cas, les valeurs
ax.

T[j+1],

# Il suffit donc de trier [T[p], ..., T[]] et [T[i], ...

<X < TD+1], . T[q:l

<x <T[j+1], ..., T[q],

<x <T[+1], ..., T[d]

T[i-1] sont toutes égales

» Tal]



trirapide(T,p,))
trirapide(T,i,q)

On obtientle tri du tableaucompleten appelanttrirapide(T,0,n-1) si n estle nombred'élémentsdu
tableau.

On peutprouverde la facon suivanteque l'algorithmese termine.Dansla boucletant que i < j, on
remarqueguei estincrémentéou quej estdécrémentéSi aucundesdeuxne varie lors desboucles
tant que T[i]<x et tant que T[j]>x, commei < |, c'estdanslinstruction conditionnellequi suit qu'ils
voientleur valeurmodifiée.ll enrésultequei —j croit strictementet quei finira par dépassej. En
outrei croit au moinsunefois, etj décroitau moinsunefois pourla mémeraison.ll enrésulteque
l'intervalle final [p, j] et l'intervalle final [i, gq] sonttous deux strictementinclus dans[p, g]. On
appliguedoncunerécursivitésur desintervallesde plus en plus petit, ce qui aboutita coup sdr au
cas de base, celui ou l'intervalle a moins de un élément. Dans ce cas, aucune action n'est appliquée.

Le lecteurpourraréfléchir quele fait de remplaceie testT[i] < x (respectivement[j] > X) parle
testT[i] < x (respectivement|[j] = X) peutentrainerune erreurd'exécutionll estindispensablele
conserver des inégalités strictes. Pourquoi ?

Le tempsd'exécutionest en général,commepour le tri par fusion, en O(nin(n)), a conditionqu'a
chaqueappelde procédureles deuxsous-tableausoienta peuprésde mémetaille. Cettecondition
n'est cependant pas assuréié peutexisterdesconfigurationsconduisant deuxsous-tableauxun
de taille 1, l'autre de taille n — 1 par exemple.Si cette répartition malheureusese reproduit
récursivementle temps de calcul seraen O(n®). Ces configurationssont cependantrares et
l'algorithmede tri rapide est 'un des plus rapidesqui soit. On pourrale testersur des tableaux
aléatoiresde plusieurs milliers de donnéesnumériques.Le tri par sélectionou par insertion
demanderonplusieursdizainesde secondeslorsquele tri par fusionou le tri rapidene prendront
gu'une fraction de seconde.

Silesdonnéegiu tableausontinitialementrangéesu hasardfoutesles permutationgpossiblestant

équiprobablespn peutmontrerquel'espérancelu tempsde calculesten O(nin(n)). Pourévaluerle

tempsde calcul, nous évaluonsle nombrede comparaisongntre élémentsdu tableau.Soit C, ce

nombre de comparaisonssi ce tableau comporte n éléments. Toutes les répartitions étant

équiprobables, larobabilitéquele pivot x choisisoit le k-emeélémentdu tableautrié ne dépendpas
1

de k. Dansle casd'untableaude n + 1 éléments|a probabilitéde choisir un tel pivot estnTl. Le
nombre de comparaisons a faire est alors :
1 n+l
Cuwi=n+ (> Cer+ Guiw) avec =G =0
n+1 ‘&5

Le premiern dansla sommede droite correspondaux n comparaisongjue I'on fera entre les
éléments du tableau avec le pivot pour les disposer dans I'un des deux sous-tableaux. Si le pivot est le
futur k-éme élémentdu tableautrié, I'un dessous-tableaypossedek — 1 élémentset il faudraen
moyenneC,_; comparaisongour le trier, l'autreauran + 1 — k élémentgpour le trier. On pondére

cesmoyennegarla probabilitén+1 de choisirle k-emepivot, et I'on sommesur toutesles valeurs
possiblesde k. (C'estune variante des probabilitéstotales, mais appliquéesaux espérances)en

effectuantle changementlindice k — 1 - k dansla premiéresommeetn + 1 — k — k dansla
deuxiéme somme, on obtient :



2 n
n+1 &g

Cn+l n + Ck

ou N+ 1)Gu=n(n+1)+2% C
k=1

Aurangnona:
n-1

nC,=(n-1n+23 C
k=1

En retranchant membre a membre, on obtient :
(n+1)G+1—nC,=2n + 2G,

= Nn+1)Gu=n+2)G+2n
Cn+1 — Cn + 2n
n+2 n+l (n+1)(n+2)

d'ou, par récurrence :

Ch % 2
n+1 &G(k+1)k+2)
On adonc:
Cn _n—l 4 +1_ nl _ nl
n+1 Sk+2 k+1 Zk Zk n+1 4+2kzlk

n
Mais par comparaison série-intégrale, oiaﬁ Uin(n). Donc :
k=1

L2 In(n)

n + 1
et  C,[2nin(n)

5- Calcul de la médiane d'un tableau

Dansle casd'untableauayantun nombreimpair d'élémentsla médianeestle nombrex qui seraitan

centre du tableau ci-celui ci était trié. Par exemple, dans le tableau [1,6,5,3,8,6,7], la médiane est 6.
Dansle casou le tableaupossédeun nombrepair d'élémentspn prendla moyenneentreles deux

éléments qui seraient centraux si le tableau était trié. Par exemple, dans le tableau [1,6,5,3,8,6,7,2], la
médiane est 5,5. En procédant ainsi, la complexité en téogacul d'unemédianesstla mémeque

celle du tri d'un tableau, soit @{(n)) par exemple.

On peutcependanimettreau point un algorithmedont on peutmontrerqu'enmoyennejl calculela
médianeen un tempsen O(n). Il suffit pour celad'appliquerle tri rapide,maisde ne garderquele
sous-tableadlont on saitqu'il contientla médiane]'autre étantinutile. Le gain de tempsobtenuen
ne triant pasle sous-tableaunutile suffit a faire passerla complexité de O(nin(n)) a O(n). De
maniéreplus précise l'algorithmerécursifpour déterminele k-emeélémentdu tableaupar ordre de
tri est le suivant :

Procédure ChercheElem(Tableau T ayaéements, rang de I'élément cherkphé
Choisir un pivotx



Compareres autresélémentsdu tableaua ce pivot pour les sépareren deux sous-thleaux,
celui T; des éléments inférieurs strictementet celui T des éléments strictement supérieuxs a
Si le premier sous-tableau poss&del éléments, alossest I'élément cherché
Sinon, si le premier sous-tableau posséde plksatiaments, appliquer ChercheElem&)
sinon appliquer ChercheElem®— 1 — longueur(j))

Pour chercher la médiane, on prendra initialerhemg%lg

O



