© 2018 - Gérard Lavau - http://lavau.pagesperso-orange.fr/index.htm

Vousaveztouteliberté pourtéléchargerimprimer, photocopierce courset le diffuser gratuitementToutediffusion a
titre onéreux ou utilisation commerciale est interdite sans accord de l'auteur.

Si vous étesle gestionnaired'un site sur Internet,vous avezle droit de créerun lien de votre site vers mon site, a
condition que ce lien soit accessible libremergratuitementVous ne pouvezpastéléchargetesfichiersde monsite
pour les installer sur le vétre.

PROBABILITES - 2eme partie

Plan

[) Probabilité sur un univers quelconque
1) Ensemble dénombrable
2) Probabilité sur un espace dénombrable
3) Cas général
4) Propriétés des probabilités
II) Variables aléatoires
1) Rappel
2) Loi de Poisson, convergence de la loi binomiale vers la loi de Poisson
3) Loi géométrique
4) Fonction de répartition
5) Couple de variables aléatoires
6) Espérance d'une variable aléatoire
7) Variance et covariance
[Il) Fonctions génératrices
1) Définition
2) Lois usuelles
3) Fonction génératrice d'une somme de variables aléatoires indépendantes
Annexe | : Chaines de Markov
Annexe Il : Ensembles dénombrables et non dénombrables

| : Probabilité sur un univers quelconque

1- Ensemble dénombrable

Nous étendonsci-dessoudes notions de probabilité sur un universfini au casd'un ensembleQ
guelconqueNous commenconpar le casou Q estdénombrablei.e. qui esten bijection avec N.

Cela signifie qu'on peut décrife sous la formed,, n [0 N}, les a, étant distincts.

[0 Toute partie A d'un ensembleQ dénombrableest finie ou dénombrablell suffit en effet de
parcourir les élémentsay, aj;, a, ..., an, ... de Q et d'appelerby le premier élémentde la liste
appartenané A, b, I'élémentsuivant,b, I'élémentsuivant,etc... A estfini ou dénombrablesuivant
que la liste deb; s'arréte ou se prolonge indéfiniment.

[0 Toute image d'un ensemble dénombrable par une appli€&sbriinie ou dénombrabl#.suffit en
effet de parcourirles élémentsde f(Q) : f(ao), f(a), ..., f(an), ... et de poserby = f(ay), b, égalau
premierf(a,) différent deby, b, le f(a,) suivant différent dé, etb,, etc...



[0 La réunionde deux ensemblesiénombrablegst dénombrableEn effet, si cesdeux ensembles
sont {a,, n 0 N} et {b,, n 0 N}, on peut obtenir leur réunion de la fagon suivante :

i) ranger les éléments dans l'ordsgby, a1, by, ..., &, b, ...

i) éliminerde la liste les élémentddentiques'un desb; peuten effet étreégala I'un desg)
pour n'en garder qu'un exemplaire.

iil) énumérer la liste finale obtenue en désignant ses élémerts pawc,, ...,C,, ...

EXEMPLE:
Z. estdénombrablell esten effet la réunionde N etde{— n, n 0 N*}. Or{—~ n, n 0 N*} au

moyen de la bijectiop 0 N - —p— 1. On peut donner explicitement une bijection eMretZ :
f: N5 Z

n - n/2 sinest pair
n+

5 C si n est impair

[ Le produitde deuxensemblesiénombrablegstdénombrableMontrons-led'aborddansle casde
W |l suffit d'énumérer ses éléments dans I'ordre suivant :

¢ = (0,0)

C = (1,0) C = (0,1)

C3 = (2,0) Cs = (1,1) Cs = (0,2)

Cs = (3,0) c;=(2,1) cs=(1,2) C = (0,3)

C10 = (4,0) ci1=(3,1) Ci2 = (2,2) ci13=(1,3) c14=(0,4)

Ciey2= (N—1,0) Cuppei=(M-2,1) .. Cagnery-1= (0,n—1)

Le casgénéraldu produit{(a,, br), n 0 N, m 0 N} semontreexactemente la mémefaconen
remplacant ci-dessus les couplesni) par @,, bn).
En particulierQ estdénombrableEn effet Q* peuts'injecterdans N? au moyend'uneapplication

du typeCE1 - (p,q), oup etq sont choisis sans facteur commun. De méme Qour

A titre indicatif, voici une bijection curieuse ent@™ et N. On définitla fonctionf de N dansN*
de la fagon suivante :
f(0) =1 etdn, f(2n + 1) =f(n), f(2n + 2) =f(n) +f(n + 1)
de sorte que les valeurs deont :
1,1,2,1,3,2,3,1,4,3,5,2,5,3,4,1,5,4,7,3,8 ..
T T

nnl A+l 2n+2
Les valeurs successives n sont ;
n+1)
101,132,1435253 ,15473

2 !é!i!é! !4! 3! 5! 2! 5! 3! 4! !5! 4! 7! 3!8 ..
On montrequetouslesrationnelspositifsapparaisseninefois et uneseuledanscetteliste, de sorte
gue l'applicatiom — 1‘(4:12%) forme une bijection d& dansQ**.
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La suite précédente peut également étre générée par la suite récurrence suivante
X =0

On=0, X1 =¢(X) avecd(x) = ou (x[] désigne la partie entiére e

1
1+2x—X
2- Probabilité sur un espace dénombrable

Q estl'ensemblalesrésultatspossiblesd'uneépreuvealéatoire.La situationou Q estdénombrable
serencontrelorsquecesrésultatspeuventétre en nombreinfini et peuventétre énumérésOn peut
égalementchoisir un tel Q infini dénombrabldorsque le nombre de résultatsd'une expérience

aléatoireestfini, maisbornépar un nombreindéterminé Les ensembledinis ou dénombrablesont
appelés ensembles discrets.

EXEMPLES

« Lancerunepiécejusgu'ace gu'il apparaiss@(ile). Au choix, ou bienQ = {F"P | n 0 N} ou F"
désigneun suitede n F(aces), ou biendirectemenQ = WN* si on considérde résultatcommele
nombrede lancers.Si on envisagela possibilité que Pile n‘apparaissgamais, on ajouteraun
élémentsupplémentair@our cetteéventualitéde sorteque Q = {F"P | n O N} O {F*} ou bien
directemenf) = N* [J {0}

» Compterle nombrede voiturespassantau péagede I'autoroutea Fontaineblea@ntrele 30 Juillet
OhetlelAolt24 0 =N

» Prendre un épi de blé et compter le nombre de giQirsN.

» Sepromeneraléatoiremensur un axede la faconsuivante: i) On lanceune piecedéterminante
sensdu déplacementSi elle tombesur Pile, on avanced'uneunité, sinonon reculed'uneunité. i)
On relance la piece décidant si on poursuit le mouvement. Si elle tombe sur Pile, on s'arréte. Sinon
on recommence |'étapei). Le résultatde I'épreuveestl'abscisseobtenuejorqu'ons'arréte Q =
Z.. On peut montrer que I'éventualité d'un mouvement se poursuivant indéfiniment est nulle.

DEFINITION
On appelleévénementinepartie A de Q. L'ensemblalesévénementsstici I'ensembledesparties

deQ, noté Q).

EXEMPLES

» Lancerunepiéceet obtenirPile pourla premiérefois entrele 15émeet le 20émelancer.Suivant
I'universQ choisi, ou bien A = {fFP | 15< n< 20} ; ou bien A = {15,16,17,18,19,20}

» Compterentre10000et 20 000 voituresau péagede FontainebleauA = {n 0 N | 10000< n <
20 000}.

« Compter plus de 30 grains de blé sur un épi. A E{N |n> 30}.

« Terminer la promenade aléatoire sur I'axe avec une abscisse positive ou nuie. A =

L'événemenA estréalisé sil'issuedel'épreuveappartienta A. En reprenantes exemple<i-dessus,
donnons des exemples d'épreuves en indiquant respectivement si I'événement A est réalisé :
FFFFFFP A non réalisé
16 258 voitures A réalisé

! Aimeric Malter, DierkSchleicherDon Zagler,Newlooksat old numbertheory, AmericanMath. Monthly, 128 n°3
(mars 2013), 243-264
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59 grains de blé A réalisé
abcisse -5 A non réalisé

Q s'appelleévénementcertain. [ estappeléévénementimpossible Un événementélémentaire
estconstituéd'un singleton.Si A n B =1, on dit queles événement#\ et B sontincompatibles

CA s'appelle I'événemenbntraire de A.

On peutdéfinir une probabilitésur Q & partir de la probabilité des événementglémentairesPour
tout a, élément d&2, on pose, = P({a,}), ou p, estun élémentde[0,1]. PourtoutepartieA deQ,
on pose :

PA)= 3 P =3 pnlaan)
ntelquea,0A 1=0
ou 1, est la fonction indicatrice de la partie A, définie comme suit :
1.:Q - {0,1}
X - 1sixOA
OsixOA
On noteraque, A pouvantcontenirune infinité d'élémentsP(A) est défini a priori par la somme
d'unesérieet non parunesommefinie. Parailleurs,nousadmettrongjuela sommede cettesériene
dépendpasde I'ordre danslequel on sommesesélémentsce qui signifie que la fagondont on a
numeéroté les éléments feest sans importance.

La probabilité de I'événement certain étant égal a p, ldsivent étre de somme égale a 1.

EXEMPLE:
« On lanceune piecejusqu'aobtenirPile. Le résultatestle nombrede lancers.On a donc comme
ensemblé€) = N*, ou mémeN* [J {} si on envisage la possibilité de ne jamais tonsePile.

On pose alors, pourvariant élément d&N* :

_1
pn_zn
P =0

La valeur degp.. est nécessairement nulle. En effet :
p. = P(}) = PCN) = 1-PN% =1-F 2=1-1=0
n=1
La probabilité que Pile arrive au bout d'un nombre pair de coups (événement A) est :

P2 P2 75

3- Cas général
SiQ n'est pas dénombrable (mempleQ = R ou R?), on ne peutdéfinir uneprobabilitésur Q de

la fagconprécédentell estmémeen généralexclu qu'on puissedéfinir une probabilitésur n'importe
quellepartieA de Q tantcespartiespeuventétre compliquéegcommentdécrireune partiegénérale

de R ?). Pour ce faire, on limite les événementsA a décrire non pas #Q) tout entier, mais
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seulementune famille particuliere 7 de partiesde Q. On souhaiteque cette famille vérifie les
propriétés suivantes :

NQOT

i) Si A 0 7, alorsCA aussi

iii) Si (An)nop €St une famille dénombrable d'élémentélélalorsﬁ0 A, aussi

On dit queT est undribu . On a alors également :
vyOoOT
V) Si (A,) est une famille finie d'éléments @ealorsL] A, aussi

vi) Si (A,) est une famille finie ou dénombrable d'élémentddalorsN A, aussi

En effet, iv) résultedirectementeii) enprenantA = Q. v) résultedeiii) enadjoignanta la famille
finie une infinité dénombrablede parties vides. vi) résulte de iii) ou v) en appliquantii), le
complémentaired'une réunion étant une intersection,et le complémentairedu complémentaire
redonnant I'ensemble lui-méme :

N A =CU CAY

Bref, 'ensemblalesévénementsststablepar les opérationssuivantes passageucomplémentaire,
réunion finie ou dénombrable, intersection finie ou dénombrable.

Parexemple,;si Q = R, on prendpour I la tribu engendréear les intervalles,i.e. la plus petite

famille contenantes intervalleset vérifiant les propriétésii) et iii) sansqu'oncherchedavantagea
décrire cette famille.

Un exemple encore moins simple est donné par le lancer successif d'une piéce jusqu'&edajn'un
événemensoit observé En pratique la piéceestlancéun nombrefini de fois, maisce nombren‘est

A P . . N .
peut-étrepasborné.Aussiest-il commodede prendreQ = {0,1} (ensemblalessuitesde O ou 1),

dont onpeutmontrergu'il estnondénombrableOn prendracommeévénemenau moinstout ce qui
dépend d'un nombre fini de lancers, a savoir toute partie de la forme :

{(%Jxop, ON O N, OA T{0,1}", (ken O A}
Ci-dessus|'événementestle fait que les n premierslancers,n étantdonné,vérifient une certaine
propriétécaractérisé@arunepartieA donnée On prendalorspour 7. la plus petitetribu contenant
cesévénementsOn peutmontrerque 7. estdifférentde ®Q) et qu'il est possiblede définir une
probabilitésur Z. correspondard la modélisatiorattendued'unlancerde piécesmaisqu'il n'estpas

possible d'étendre cette probabilitd@). On ne précisera pas davantage a quoi peut resseibler

DEFINITION
SoitQ un ensemble quelconque muni d'une tfibWn dit queP est une probabilité suQ, 7) si P

est une application d& dans[0, 1] telle que:
def-) PQ) = 1



def-ii) Si (An)noy €St une famille d'éléments Bancompatibles (événements disjoidesixa
deux) alors : P(m0 An) =5 P(AY)
n= n=0
(Q, 1, P)s'appelle alors espace probabilisé

Dansii), on acceptede prendredesréunionsdénombrablegar se limiter a desréunionsfinies est
trop restrictif, comme le montre les propriétésv) et vi) du paragraphesuivant. Le cas infini

dénombrableest égalemennécessairgour retrouverla définition par sommedes probabilitésdes
événements élémentaires dans le caQ e8t dénombrable. Eaffet, sionnoteQ ={a,, n 0 N}, et

si on pose, = P({an}), alors :

A= {an} union disjointe éventuellement infinie dénombrable
ntelquea, OA

donc P(A)= > P({a.) = > Pn comme adu ii)

ntelquea, OA ntelquea, OA

Voici un exemple de probabilité sur un ensemble non dénombrable.

EXEMPLE:
On prendQ = [0,1], et pourtouta etb telsque0 < a< b < 1. Onpeutmontrerqu'il existeunetribu
T contenant tous les intervalles et une probabilité P définid telte :
O(a b)0Q% P([a, b)) =b-a
Onremarquegue,poura = b, P({a}) = 0 et queP ne peutétre définie point par point, commedans
le cas dénombrable. C'est aussi le cas de la loi normale, vue en Terminale et définie par une intégrale.

4- Propriétés des probabilités
On retrouve ci-dessousdes propriétésvues en premiére annéedans le cas fini. D'autressont
nouvelles.
PROPOSITION :
)P@)=0
defdi bis) Si (A)1<k<n €St une famille finie d'éléments @ancompatibles, alors

P A) =5 P(A)

i) Pour tout événemert et B, P(A B) = P(A) + P(B) — P(An B). En patrticulier:
P(AO B)< P(A) O P(B)
iii)y Pour tout événement, P(CA) = 1 — P(A)
iv) Pour tout événemert et B tel queA soit inclus dan$, on a:
P(A)<P(B) etP(B—-A)=P(B)—-P(A)
v) Pour toute suite croissan{@).oy d'événement§.e. A, 0 Aniq), ON a:
Pl A) = lim P(A)
n=0 n— oo

vi) Pour toute suite décroissant®n)np d'événement§.e. A.; 0 Ap), on a:
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P(N Ay = lim P(A,)
n=0 Nn-oo
vii) Pour toute suite quelconq@d,)nmp d'événements

P(m0 Ay < i P(A)) (propriété de sous-additivité
n= n=0

Démonstration
i) Appliquer def-ii) avec les Atous égaux &l.

def-ii bis) Appliquer def-ii en complétantla famille finie par uneinfinité dénombrabled'ensembles
vides.

ii) Pour tout événement A et B, incompatibles ou non, on a :
AOB=BO (A-B)
A=(AnB)O(A-B)

et les unions des membres de droites sont disjointes. D'ou :
P(AO B) = P(B) + P(A - B)
P(A) = P(An B) + P(A — B)

Le résultat s'en déduit en retranchant membre a membre.

i) Q = A0 CA et cette union est disjointe. D'ou :
1=PQ)=PA) + PCA)

iv) Si A est inclus dans B, alors B =[A (B — A), union disjointe, d'ou :
P(B) =P(A) + P(B-A)
et P(B — A) est positif ou nul.

V) POSOnsA = GO AnetBo=Ao By =A,—An pourn>1. Alors,onaA = GO B.. En effet, soit x

élémentde ﬂ B.. Alors x estélémentd'undesB,, doncdeA,, doncestélémentde A. Inversement,
n=0

six est élément de A, alors saite plus petitindicetel quex appartienné A,. x n'estdoncpasdans
An. x estalorsdansB,, doncdansleur réunion.De plus, les B, sontdeuxa deuxincompatibles
puisque, sk<n, B OA«OA,10rB,n Apa=0donc B n By=0.

On montre de méme que A Q By, union disjointe.
On aalors:

P(A) = PQ Bn) = Zo P(Bn) car |'union est disjointe

= lim i P(B) = InlimooP(Q) By) = nlimooP(An)

N — 00 k=0



vi) Il n'est pas difficile de voir que si (fx €St Une suite décroissante, alqP#\()nop €StUNesuite
croissante. Posons Aéo An.Ona:
P(A)=1-PCA)
= 1-RC(N A)
=1-F( CA)

=1-lim P(CA,) daprésv)

—

= lim 1-PCA.)
n-oo

= lim P(Ay)
n-oo

vii) Ici, la série} P(A,) peutdiverger,auquelcas) P(A;) = +. LasuiteB, = kq) A estcroissante,
n=0 =

et@0 Bn = @0 A,. Donc .
Pl A)=P(IB)= limP@®)= lim PC]AY
n=0 n=0 n- oo Nooo k=0

Mais PQO Ay < P(!;)1 A\) + P(A) en utilisant la propriété P(A B) < P(A) + P(B) vue eiii), etpar

récurrence, P(B = P@O Ay <> P(A) <> P(Ay). Donc, en passant a la limite :
= k=0 n=0

P A)<3 P

EXEMPLE:
Soit une piéce truquée ayant la probabpité [0,1] de tomber suPile. On considéreuneexpérience
aléatoireconsistantilancerla piecejusqu'aobtenirPile, ou a la lancerindéfiniments'il n'y a quedes
Faces qui apparaissent. Sojtl/&vénement : Pilapparaitiu-deladu n-emelancerou bienn‘apparait
jamais. A est aussi I'événement : lepremiers lancers sont des Faces. On a :

P(An) = (1 -p)"

An+l D An

L'événementA = N A, estl'événement Pile n'apparaifjamais. C'estaussil'‘événement on tire
n=0

indéfiniment des Faces. Comme la suite des événemetdédéoit, on a :

L o ,_00sip>0
P(A) - nIEnOOP(An) - nIEnoo(l _p) - Bl Si p= 0

Sip = 0, on neseragueresurprisde voir quela probabilitéde netirer quedesFacesest1. Dansle
cas contraire, $ > 0, aussi petit soit-il, la probabilité que A se produise est rtdieceptuellement,
A estun événemenenvisageabléil estdifférentde [0), maissaprobabilitéestnulle. On dit que A
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estpresquestirementimpossible.Son événementontraire,consistant obtenirun momentou un
autre un Pile, est dit presque sirement certain.

5- Probabilités conditionnelles

On rappellerapidementes notionsvuesen premieéreannéesen les généralisanéventuellementu
cas dénombrable :

DEFINITION
SoitB un événemenrtde probabilité nonnul, d'un espaceprobabilisé(Q, Z, P). On définitla loi de
probabilité sachanB (ou conditionnelle par rapport B) par :

Ps: T - [0,1]

_P(An B)
A - Ps(A) P(B)
On la note ausd?(A | B)

On a donc P(A B) = P(B)x Ps(A) (formule desprobabilitéscomposéesDansle casou P(B) = 0,
on peut donner a I'égalité précédente la signification 0 = 0 mémg@AJirRest pas définie, car P(A
B) < P(B) donc on a aussi P(AB) = 0.

Ps est une loi de probabilité. En effet :
) Ps est définie sufl dans [0,1] car, puisque A B 0 B, P(An B) < P(B).

i PB(Q)zﬂ%:lcarQ nB=B

iii) Si les (An)nop SONt deux & deux incompatibles, alors lg\B le sont également et I'on a :
P Ay nB) PU (A n B)
P(B) B P(B) B

F@(@0 Ay =

20 P(A. 1 B)
TRE) 2, AW

n=0

Soit | une famille finie ou dénombrable(A))in forme un systéemecomplet d'événementsi et
seulement si les trois conditions suivantes sont vérifiées :
NOidl, AzDO
II) Diij,Ai ﬂAj:D
i) Q =[] A
igl
Du point de vue ensembliste,;JA forme une partition d@.

PROPOSITION (formule des probabilités totales)
Soit (A)io un systémeompletd'événements'un espacerobabilisé(Q, 7, P) telsque,pour touti,
P(A) > 0,et B un autre événement de cet espace. Alors



P(B) =3 P(A) x Py(B)

igl

En effet :
Démonstration
(A))io formant un systéme complet d'événements, on a :

Q= 9 Ai  union disjointe finie ou dénombrable
D'ou P(B)=PQ n B)
= P(Q A) n B)
= PQ (Ai n B)) cette union étant disjointe

=Y P(A n B)

=2 P(A) x Pa(B)

il

La formule restevalide pour unefamille quelconqudA))in d'événementdeuxa deuxincompatibles

(toujoursavecl fini ou dénombrablej conditionque ) P(A) = 1. Il suffit, dansla démonstration
igl

précédentele vérifier qu'onatoujoursP(Q n B) = P((Q Ai) n B). SoitD I'événementontrairede

[JAa.onaQ=0LA0D (union disjointe),doncP(@Q) = > P(A) + P(D) doncP(D) =0 eta

iol iol io
fortiori P(D n B) = 0, donc on a bien :
P@ n B)=P(Ll A) n B) + P(Dn B) =P A) n B)

On déduit de la formule des probabilités totales la formule suivante :

PROPOSITION (Formule de Bayes)
Soit (A)io un systémeompletd'événements'un espacerobabilisé(Q, Z, P) telsque,pour touti,
P(A) > 0,et B un autre événement de cet espace telR{B¢ > Q Alors:

P(Bn A) _ P(A) xPx(B)

PB(Ai) = P(B) Z P(Aj) » PAJ(B)

EXEMPLE:
Pourtoutn = 1, on considérauneurne U, contenantune boule blancheet n — 1 boulesnoires.On

choisituneurneau hasard)'urne n étantchoisieavecla probabilité% (n estpar exemplele nombre

de lancersd'une piece a effectuerpour obtenir Pile). L'événementA,, estréalisési lI'urne U, est
choisie.Puison tire au hasardunebouledansl'urne choisie.L'événemenB estréalisési on tire une
boule blanche.Ayant réalisé successivemertes deux choix, un expérimentateuannoncequ'il a
effectivement tiré une boule blanche. On demande la probabilité qu'il ait choisi lurne U
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Onaici R (B) :% pour toutn, donc :

PB)=3 P(A)*Ps(B) =3 —55=~In) = In(2)

PA)PAB) 1 1 1

Donc Ry(A,) = PB) 2 ~'In@) 2n@)

= 0,72

Voici ci-dessous une simulation en Python permettant de tester ce résultat :

# On lance une piece jusqu'a ce qu'elle tombe sur Pile.
# Soit n le nombre de lancers.
# On tire alors une boule dans une urne contenant n boules dont

une seule

# Dblanche. On cherche la  probabilité de tirer une boule
blanche,

# ainsi que, une boule blanche étant tirée, la  probabilité
qu'elle

# provienne de la premiere urne.
import numpy as np

# Simulation d'un lancer de piéce. Pour tout entier n,
# np.random.randint(n) donne un nombre aléatoire entre 0 et n-1
compris
# selon une loi uniforme.
def piece():
return(np.random.randint(2))

# On lance la piéce jusqu'a tomber sur Pile (= 1)
def lancePiece():
n=1
while piece()<>1:
n+=1
return(n)

# Simulation d'un tirage d'urne ayant n boules. On peut
convenir que la
# boule blanche est la boule n°0
def urne(n):
return(np.random.randint(n))

# N = nombre de tirages
# A = nombre de fois ou l'urne 0 est choisie
# B = nombre de boules blanches tirées
# AB = nombre de fois ou l'urne 0 est choisie et ou la boule
blanche est
#  choisie
def simule(N):
A=0
AB=0
for i in range(N):
n=lancePiece()
m=urne(n)
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if n==1:
A+=1
if m==0:
B+=1
AB+=1
elif m==0:
B+=1
pB=float(B)/N # conversion  de lentier B en flottant car
le
# comportement de / différe suivant  les
versions de
# Python
pA=float(A)/N
pAsachantB=float(AB)/B
print("proba de tirer la blanche = "+str(pB))
# proba théorique : In(2)
print("proba de tirer I'urne 0 = "+str(pA))
# proba théorique : 1/2
print("proba de tirer l'urne 0 sachant quon a tiré la
blanche = "+str(pAsachantB))
# proba théorique : 1/(2In(2))

DEFINITION

Une famille finie oldénombrablal'événement@\)in sontindépendantsi, pour toutesous-famille
de p événemenss , Ai,, ..., A, (les indicesy, ...,i, étant distincty on a:

P(Ail N Aiz Nn...N Aip) = P(A'l)P(Aiz)'"P(AP)

Un exempletypiquede famille dénombrablel'événementmdépendantestdonnéparle lancerd'une
piece indéfiniment, avec, Aévénement "l@-eme tirage est Pile".

Si A et B sont indépendants, ongA) = P(A).

Il : Variables aléatoires

1- Définition
Soit(Q, 7, P) un espacerobabiliséet X unefonctionde Q dansR. On selimitera dansla suiteau

cas ou X prend un nombre fini ou dénombrable de val8oitx élémentde X(Q). Onnote{X =x}
l'ensembld w0 Q, X(w) = x} = X({x}). C'estunepartiede Q. On pourraendonnerla probabilité

si cette partie est un élément de la tbwD'ol la définition :

DEFINITION
On appellevariable aléatoire discrétedéfinie sur un espaceprobabilisé(Q, Z, P) unefonction X
de Q dansR telle queX(Q) estfini ou dénombrableet telle quel'imageréciproquepar X detout

élement d&X(Q) est élement de la trib{.

On note P(X = x) ou Px({x}) la quantitéP({w O Q, X(w) = x}) = P(X({x})), et d'unemaniére
générale, si A est une partie d&¥( on note P(XJ A) ou R(A) la quantité :
PwO Q, X(w) OA}) = P(X{(A))
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Px s'appelle la loi de X.

EXEMPLE:

SoitQ = N et P définieparP({n}) = Soit X I'applicationqui a n associesonchiffre desunités.

I
2n+
Quelle est la loi de X ? X prend ses valeurs dans {0, 1, 2, ..., 9} etkplams cet ensemble, on a:

ad c 1 1
Px({k}) = Zo P{10n +k}) = Zo 210n+k+l = k+l Z 210n 2k+l 1

1-5m

9
On peut vérifier quiio Px{kh) =1

PROPOSITION
Px est une loi de probabilité sx(Q) muni de la tribu de I'ensemble de ses parties

Démonstration
On a P«(X(Q)) = P(Q) = 1. Parailleurs, soit (An)n1x UNe famille d'événementscompatiblessur

X(Q). Alors :
F&(@0 A, = P()(l(go An)

Or x—l(@0 A= ﬂo X7Y(A,). En effet :
w0 x—l(@0 An)

= X@DOOa,
- 0On, X(u;)_ OA,
- On, @O X (A)
-  wl ﬂo XA
Donc :
P A) = Pl xAD)

Parailleurs,les A, étantdeuxa deuxincompatiblesil enestde mémedesX (A,). En effet, pourn
différent dem:

wO X HA) n XA = X(w) OA, n Ay=0 impossible
Donc:

P A0 = 3 POCHAD) = 3 P(A)

On a défini la loi de X a partir de la loi de probabilité sur Q. Il existe une réciproqueque nous
admettronsOn peutsedonnera priori la loi de X et endéduireuneloi de probabilité P sur Q de
faconque X soit une variablealéatoirediscrétedontla loi se déduitde P. Plus précisémentSi X
prendsesvaleursdans{x,, n O I}, | étantfini ou dénombrableet les x, étantdistincset si (p,) est

telle que) p, =1, alors il existe une probabilite €rtelle que P(X ;) = py.

nCl

-13-



Comme nousle verrons,dansla plupart descas, on a rarementbesoind'expliciter Q et P. On
raisonne directement sux.P

2- Loi de Poisson, convergence de la loi binomiale vers la loi de Poisson

Considérons la situation suivante, pendant un intervalle de temps [0, T] :

» Despersonnesarriventl'uneapréd'autredevantun guichet.La variablealéatoireX estle nombre
de personnes qui arrivent dans l'intervalle de temps considéré.

» Un détecteurde particulesélémentairecomptele nombreX de particuleslors d'unemesurese
déroulant pendant l'intervalle de temps considéré

» Un appareilestsusceptiblale subirdeinterventionsou desréparationssuitea despannesu des
anomaliesde fonctionnementPendant'intervalle de tempsconsidéré,on comptele nombreX
d'interventions.

Dans chaquecas, on s'intéressea la loi de X. Nous dirons qu'un phénoménesst observédans

l'intervalle de temps]ty, t;] si unepersonnearrive au guichetpendantcetintervalle de temps,ou si

une particule est détectée,ou si une anomaliede fonctionnementde I'appareil survient. Nous

supposeronguela probabilitéqu'unphénomeéneoit observépendant'intervalle de tempsjt, t;] ne

dépend que de la longudurt; de l'intervalle et est indépendant de ce qui se passetavarapres

t,. Cette hypothesesupposeune régularité des phénomenesu cours du temps (pas d'heurede

pointe,pasde mémoirede la duréede vie passéalansle casde particuleradioactive pasd'usurede

la machineaugmentanle risquede panneau coursdu temps).Nousappellerons\ le nombremoyen

de phénomeénes observés pendant l'intervalle de temps considéré.

Divisons[0, T] enn = 100 intervallesde longueurégaledt;, ti.;]. n estchoisiassezyrandde fagon
gu'il soit tres peu probableque deux phénoménesoientobservésdansle mémeintervalle [t;, ti.1].
Ainsi, danschacundesn intervalles,ou bienon observeun phénomenegu bien on n‘observeaucun
phénomeneSoit p, la probabilité d'observationd'un phénoméneet X, le nombre d'événements

observés. La loi de Xest alors une loi binomial8(n, p,). L'hypothése de Il binomialereposesur

le fait que deux phénomeénes ne peuvent se produire dandsrieintervalle[t;, ti.1]. Cettehypothése
estd'autantmieux vérifiée que la longueurde l'intervalle est petite, et doncquen estgrand.A la

limite, quandn tend vers ¢, p, vers 0 de fagon quga, (hombremoyend'événementsbservésians
le casde X,) tendeversA (nombremoyend'événementsbservéslansle casde X). Nousallonsen

déduire une expression de P(k)=Pour toutn :

P(Xn = k) = %2 Epnk (1 _pn)n_k

n(n — 1)k|(n -k+1) D (1 —p)™

1 1 : n—k
=i L] (P =) x (1 =py)

D% N xexp(h—K)In(1—p,) car, pour tout, np, —ip, — A

Par ailleurs :

exp((—K)In(1 —pr)) = exp(Q —K)(—pn + 0n)) = exp(-A + 0(1)) — exp(-A)
A la limite, on trouve donc :

k
P(X =K =X-e”
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k
k peutprendremaintenantlesvaleursentieregositivesarbitraires On reconnaTtJ'aiIIeursdans% le

développement en série de La somme des P(X K pourk variant de 0 e et donc bien 1.

La loi quenousvenonsde découvrirs'appelldoi de Poissond{\). Elle ne dépendgquedu parameétre

A. Nous avonségalemenimis en évidencele théoremesuivantde convergencele la loi binomiale
vers la loi de Poisson.

PROPOSITION
SoitA > 0 et (X,) unesuitedesvariablesaléatoiresde loi binomiale B(n, p,), ou (p.) estunesuite
telle lim np,=A. Alors:

n—oo
k
OKON, lim P(X, =k =X &
N oo k!
En pratique,on peut approximerla loi binomiale par la loi de Poissondesque p < 1—10 n > 30,
A =np< 16.
EXEMPLE:

Une usinefabriqgue1000piecesdont 3 % sontdéfectueuse®©n entire 100. Quelleestla probabilité
d'en avoir 5 défectueuses ?

[0 Soit X le nombre de piéces défectueuses. Si le tirage a lietesaise X suitde fagconexacteune
loi dite hypergéométrique. La probabilité cherchée est :

EoHest
000
100

O Si les tiragesse font avecremise,on a uneloi binomiale @(1001—3‘0), d'ou une évaluationde
P(X=5):

P(X = 5) :ggoﬁo,oé «0,97°= 0,1013
[0 100 étant lui-méme élevé, p = 0.03 étant faible, et A = np = 3 étantraisonnable,on peut
approximer la loi binomiale par la loi de PoissB{8). D'oul une nouvelle évaluation :
P(X = 5) :g—? e°=0,1008
C'est évidemmentcette derniére quantité qui est le plus facile a calculer. Avec deux chiffres

significatifs, le résultatobtenuest correct. Les deux autresdécimalesn'ont été donnéesque pour
permettre d'apprécier la différence de précision entre les diverses lois.

P(X = 5) ~0,1024

Ci-dessouspn donneunereprésentatiomraphiqueen histogrammeavecn = 20 et p = 0,1, pour
0<k<9. Les batons bleus représentent la répartition de la loi binomlakbétonsrougesceuxde
la loi de Poisson.
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3- Loi géométrique

Cette loi intervient dans les situations suivantes :

[0 On lance une piéce jusqu'a ce qu'on tombe sur pile. On cherche la loi du nombre de lancers.
[0 On joue au loto jusqu'a ce qu'on gagne le gros lot. On cherche la loi du nombre de parties.
O Plusgénéralemenipn répétela mémeexpérienceade Bernoulli (& deuxissuesgchecou succes),
jusqu'aobtenir un succés.On cherchela loi du nombre X d'expériencesX peut éventuellement
prendre la valeuros si le succes ne se produit jamais.

Soitp la probabilité d'un succes et p<elle d'un échec. Alors :

Px({K}) =P(X =K) = (I-p)p
k varie de 1 ae. LasommedesP(X = k) pourk élémentde N* vautl si p appartien&1]0,1[. Cela
signifie aussi que P(X =) = 0, et donc qu'il est certafuele succésseproduiraau boutd'untemps
fini (c'estencourageanpour lesjoueursde loto) mais peut-étrelong (quelquesdizainesde milliers
d'années en moyenne pour le gros lot du joueur de loto !).

Deux cas dégénérés peuvent étre considéres :
p = 1. Alors X est la variable certaine égale a 1 (succes a la premiére expérience).
p = 0. Alors X est la variable certaineo+P(X = +0) = 1 (échec certain indéfiniment).

La loi géométriquecaractérisdées phénomenesansmémoireet sansusure.Calculonsd'abordP (X >
K).

P(X >K) = z<1 —p)tp= (1 -p)

Cette valeur se retrouve d'ailleurs directement en considérant qlesigrifie k échecsle suite.On
en tire ensuite les probabilités conditionnelles suivantes :
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_P(X>n+kn X>K
P(X>n+k| X>k) = PX>K
_P(X>n+KkK)
P(X>K)
B 1 _ n+k B (1 )n
@-pr P
= P(X >n)
Ainsi, sachantjueX estsupérieura k, la loi de X — k estla mémequela loi de X. Celasignifie donc
que l'on peut oublier les k premiéresexpérienceset recommencera zéro ; la loi du nombre
d'expériences jusqu'au succes est inchangée. Cette regle est ramemeagt contrairea l'intuition
courante. La plupart des gens pense que le fait de lancer un dé cing fois sans que le réné sarte
probabilité de sortie au coup suivantplus grande.Ou encore,le fait de jouer au loto sansgagner
depuisdessemaine€ncourageertainepersonnes persévereen pensangue celava bientbtétre
leur tour de gagner.l n‘enestrien. Elles ont autantde chancede gagnerou de perdrequ'avant.et
cela indépendamment de leurs gains ou pertes passés.

car X>n+kn X>k e X>n+Kk

Inversement, soit X une variable aléatoire Bl vérifiant :
O0k>0,0n>0,P(X>n+k|X>k)=P(X>n).
Montrons que X suit une loi géométrique. On a :
_PX>n+kn X>K _P(X>n+KkK)
P(X>n) P(X>K) PX>K)
Donc P(X>n+Kk)=P(X>n) P(X>Kk)
En particulier :
PX>n+l)=P(X>n) P(X>1)

Posonp =P(X=1).D'ouP(X>1)=1-P(X=1)=1-p, et P(X > n) estunesuitegéomeétrique
de raison 1 . Comme P(X >0) =1, onadonc:
P(X>n) = (I-p)"
et  P(X=n=P(X>n-))-PXX>n)=(-p)"" =(-p)"=(1-p)""p
Ce qui prouve que X est bien de loi géométrique.

EXEMPLE:

Un exemplede phénoménesansmémoireserencontredansla désintégratioresatomesadioactifs.
Il est expérimentalementonstatéque, si on disposea l'instant initial d'un nombreN grand de
radionucléides d'upertaintype, il existeuneconstante\ telle que,auboutd'untempst quelconque,
il neresteplus queNe™ atomesnon désintégrés\ estla proportiond'atomesyui se désintégrepar
unité de temps.Ce comportemenpeut s'interpréterpar la modélisationsuivante.Considéronsun
intervallede tempst tréscourt. La proportiond'atomesse désintégranpendantia duréet estArT.
Supposonsioncqu'achacunde cesintervallesde tempst successifsle radionucléideire a pile ou
faceavecuneprobabilitép = AT de sedésintégrerSoit X le nombred'intervallesde tempst aubout
duquelil sedésintegreSi lestiragessontindépendantd,e. si le radionucléideest sansmémoire, X
suit une loi géométriquede parameétrep. On a doncP(X > n) = (1 — p)". Sit = nt, le nombre

d'atomesqui ne se sontpasdésintégrésuit uneloi binomiale B(N, (1 — p)"), en supposantuela

désintégratiord'un atomeestindépendantee celled'unautre,i.e. il n'y a pasde fissioninduite d'un
atome a l'autre. Dans ce cas, I'espérance du nombre d'atomes non désintégrés au boutehi:temps

N(1-p)" =N exp€In(1 -p))
Si on fait tendren vers o, de sorte que :%tend vers 0, ainsi que= At :%, alorson a:
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N(1 —p)" = N exp(-np +no(p)) = N exp(-np + no(%)) =N exp(-np + o(1)) - Ne™

On retrouvela loi de décroissanc@itiale. Parailleurs,la duréede vie moyenned'un radionucléide

1
estE(X)T =L =2,
(yr=5=3

On rencontre, suivant les conventions adoptées, des variantes de la loi géométrique.
« On la définit parfois sulN par : P(X =) = (1 —p)“p

* Lesrbles dp et 1 —p sont parfois inversés.
Il convientdoncde réfléchira la situationproposéeavantd'appliquemécaniquemeriesrésultatde
ce paragraphe.

4- Fonction de répartition

Soit X une variablealéatoire.On appellefonction de répartitionde X la fonction Fx : R - [0,1]
définie par : k(t) = P(X<t).

PROPRIETES
i) Fx est croissante
i) lim F(t)=0
{-—00

i) lim Fx(t) = 1
t-+oo

Démonstration
)Sit<u, {w0Q, X(w) <t} U{wlQ, X(w) <u} donc :
Fx(t) = P(X<t) < P(X< U) = Fx(u)

i) 1l suffit de montrer que, pour tout suite (t,) décroissantevers —o, on a Ilim Fx(t,) = 0
n—-oo

(caractérisatiorséquentielled'unelimite). Pourcela,remarquongjue les événement$X < t,} sont
décroissants pour l'inclusion et d'intersection vide. Donc :

0=P(Q)= P(fjo X st = lim PX<t) = Rt

i) 1l suffit de montrerque,pourtout suite(t,) croissanterers+ec, ona lim Fx(t,) = 1 Pourcela,
n—-oo

remarquons que les événements{}} sont croissants pour l'inclusion et de réunidnDonc :
1=PQ) = P(] (X <t) = lim P(X<ty) = F(t)
n= n— oo

5- Couple de variables aléatoires

La notion de couplede variablesaléatoiresestidentiquea celle vue dansle casfini, saufque les
sommes qui interviennent peuvent étre des seéries, voire des séries doubles.

X etY étantdesvariablesaléatoiregdiscretespn définit la loi conjointedu coupleparla donnéedes
P(X=xY =y),xOX(Q),ydY(Q). Leslois de X etde Y sontappeléesois marginalesOn peut
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détermineleslois marginales partir dela loi conjointeen utilisantle fait quel'événemen{X = x}
est la réunion disjointe et finie ou dénombrable des événementg{X =y}, yO Y :

PX=x)= Y P(X=x,Y=Yy)

yav(Q)

de méme :

P(Y=y)= > PX=xY=y)
xOX(Q)
Mais la réciproque est fausse car {X,=Y =y} = {X = x} n {Y = y} etd'unefagcongénéralepn ne
peut retrouver P(& B) a partir de P(A) et P(B), sauf si les événements sont indépendants.

Si pour tout x et tout y, les événement§X = x} et{Y =y} sontindépendantspn dit que les
variables aléatoires discretes X et Y sont indépendantes. On a dans ce cas :

P(X=xY =y) =P(X=x) P(Y =y)
et plusgénéralemenpourtoutepartieA inclusedansX(Q) et toute partieB inclusedansY(Q), on
a:

P(XOA, Y OB)=P(XOA) P(YOB)
En effet, pourtout x, on a, entenantcomptedu fait quel'‘événemen{X =x, Y [ B} estla réunion
disjointe des événements {X%Y =y} quandy parcourt B :

P(X=x,YOB)=Y P(X=x Y =Y)

yOoB

=2 PX=x) P(Y =y)

yOB

=P(X =) P(Y=y)

yOB

= P(X =x) P(Y O B)
puis, en tenantcompte du fait que I'événemen{X [ A, Y 0O B} estla réunion disjointe des
événements {X %, Y 0 B} quandx parcourt A :

P(XOA,YOB) =Y P(X=x Y OB)

xOA

=S P(X =X) P(Y O B)

xOA

= (> P(X=x)) P(yIB)

xOA

= P(XO A) P(Y O B)

Si X et Y sontindépendantesalors pour toute fonction f et g de R dansR, f(X) et g(Y) sont
indépendantes. En effet, Pour toute valeatv que peuvent prendféX) etg(Y), on a:
PF(X) = u, g(Y) =v) = P(XOf(u), Y Og(v)
= P(XOf(u) P(Y O g™(v)
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= P{(X) = u) PQ(Y) = V)

EXEMPLE:
Pour(n, m) élémentsle N? soitP(X=n,Y =m) = ancm DéterminonsC pour quel'on ait uneloi
de probabilité et voyons si X et Y sont indépendantes.

La loide X est P(X ) = ) ZHfCM :% etl'ona) P(X=n)=1sietseulementsi C—l;
m=0 n=0

2

De méme, la loi de Y est P(Ym) = 5 ancm :Z—C,:n.
n=0

On a bien P(X 7, Y =m) = Zn}wz 2}” 2”1&1 P(X =n) P(Y =m)

Si les variablesaléatoiresne sont pas indépendantespn aura souventrecoursa des probabilités
conditionnellesEn vertu de la relationP(X = x, Y =y) = P(Y =y | X = x) P(X = X), on peut
reconstitueta loi du couplesi on connaitla loi de X ettouteslesvaleursde P(Y =y | X = x), i.e.la
loi conditionnelle de Y relativement a X.

EXEMPLE:
Soit X de loi de Poisson de paramétret Y de loi conditionnelle sachant que X de loibinomiale

@B(n, p) etZ = X — Y. Quellessontleslois de Y et Z ? Voici quelquescasou I'on rencontrecette
situation :

[0 X estle nombrede clientsd'ungrandmagasindurantunejournéedonnée estle nombremoyen
de clients dansle magasin.Y estle nombre de clients se faisant voler leur portefeuille, p la
probabilité de se faire voler son portefeuille. (Exemple original tiré des annales de BCPST).
[0 X estle nombrede voituresarrivanta une stationservicedurantune journéedonnée A estle
nombremoyende voitures,Y estle nombrede clientsqui achétentlu diesel,Z ceuxqui achétente
I'essencep la proportion de voitures qui achéte du diesel.

[0 Z estle nombrede participantsa un congres) le nombremoyende participants,Y le nombrede
personnegjui s'inscriventau repas,Z le nombrede ceux qui mangentpar leur propremoyen,p la
proportion de personnes qui prend un repas.

Loi conjointe de (X, Y):
P(X=n,Y =k) = P(X =n) x P(Y =k | X =n)

B 1 -p
.

Cette quantité est nullels> n, et sinon se simplifie Gﬁﬁ ™ p“ (I —p)™*. Donc :

P(Y =K) = i P(X=nY =k) = i W e’ p(Il—-p)"*

- _ARZ (n k)l (l_p)n_k

-20-



On reconnait dans la somme le développement en série d¢l exp)). Donc :

F>(Y=k)=e—*§—|9lef‘1 P = ﬁ—kELe

qui n'estautrequ'uneloi de Poissonde parametre\p. En particulier,E(Y) = pA, ce qui, finalement

est biematurel,puisqueE(X) = A, et quedansla populationX, uneproportionp enmoyenngorme
la population X.

Loi conjointe de (Y, 2) :
An+k )\ + k K N
P(Y =k Z=n)=P(X=n+k, Y =K) = (n+k)| =i @p (I-p)

AT _(Ap) o (7\(1 p)) A1)
=g € P (-p) " N
En sommant suk, on obtient P(Z =) = M M) |oi de Poisson de paraméNél —p). De

plus, on constate que Y et Z sont mdependants

Si l'on disposede n variablesaléatoiresX, ..., X,, on dira gu'ellessontmutuellemenindépendantes

si et seulemensi pour tout (X, ..., X,), les événementX = xy, ..., X = X, sontindépendantsll ne

suffit pasquelesvariablesaléatoiresoientdeuxa deuxindépendantepour I'étre mutuellementpas

plus qu'il ne suffit pas que des événements soient deux a deux indépendants pour I'étre mutuellement.

EXEMPLE:

Onlancen dés.Pourl <i < n, X; estle tiragedu i-emedé. NotonsY, la parité de la sommedesn
dés (Y, = X; + ... + X, mod2 = 0 sila sommeestpaire,1 sila sommeestimpaire).(Xj, ..., Xn) sont
indépendantsnais (X4, ..., Xn, Yn) nele sontpaspuisquela valeurde Y, estimposéepar celle de
X1, ..., %. Cependant, pour touk n, (Xi, Y,) sont indépendants. Montrons-le poern. On a :

P(Yn=0, X =K) = P(Yp-1 =kmod 2, % =K)
ouU Yp1=X; + ... + X1 mod 2, indépendant de, X
= P(Yn1a=kmod 2) P(X =K)
Mais, pour touk, P(Y,.; =k mod 2) =% = P(Y, = 0) (carpourchaquedé, il y aautantde chancede

tirer un nombre pair qu'un nombre impair, et il en sera de méme pour la somme). Donc :
P(Yn=0, X, =K) = P(Y,=0) P(% =K)

PROPOSITION
SoitX deloi dePoisson®A\) etY #u) deuxvariablesaléatoiresindépendantesilors X + Y suit

une loi de PoissofR\ + ).

Cerésultats'interpreteaussiconcretemengénréunissanteuxfiles d'attenteen uneseule Ja premiére
ayant en moyennk clients par unité de temgsla secondeu clients.La réunionauraen moyennei
+ U clients.

Démonstration
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P(X + Y =n) :i P(X =K) P(Y =n —K)

— AN E_ M
2k o ®
_1 o < k , nk
nle " I(Zc)%:@ H

On reconnait le développement du bindme de Newtoh éeuf". Donc :

Px+Y) =2 HL g
ce qui est bien la loi cherchée.

On prouvede méme,par récurrencegue la sommede n variablesaléatoiresndépendantesuivant
des loi de Poisson de paramétie..., A, , suit une loi de Poisson de paramatre ... #\,

6- Espérance d'une variable aléatoire

L'espérancel'une variable aléatoirese calcule commedansle casfini, maisle nombrede valeurs
prises par la variablgeutétreinfini dénombrableSi X esta valeursdans{x,, n 0 N}, ondit queX

est d'espérance finie si la séi€ (X =x) estabsolumentconvergente et on pose :

DEFINITION DE L'ESPERANCE

B0 = 3 % P(X =)

Pour le calcul d&(f(X)), on dispose du théoreme du transfert suivant (admis) :
Si X est une variable aléatoire discrétefetne fonction définie sUk(Q) = {x,, n 0 N}, alors f(X)

est d'espérancdinie si et seulemenssi 3 P(X = x,) f(x,) estabsolumentconvergenteet on a
E(f(X)) = ZO P(X =) f(xn).

Une démonstratiordansle casou Q estfini estdonnéedansle coursde probabilité de premiere
année.La régle précédentes'appligueégalementaux couplesde variablesaléatoiresdiscrétes.On
exige dessériesd'étreabsolumentonvergentale facona ce quel'ordre danslequel on sommeles
termesn'interviennepas. Il suffit pour celaque X (respectivement o X) soit bornée.Dansle cas
contraire,il esttout a fait possiblequela sériedivergeou ait unevaleurqui dépendede I'ordre des
termes, auquel cas l'espérance n'est pas définie.

On a également la propriété suivante :
SiY est d'espérance finie ef| X/ < Y, alorsX est d'espérance finie.

Notons{x,, n 00 N} lesvaleursprisespar X et{y;, i O I} cellesprisesparY, | étantun ensemble
d'indices fini ou dénombrable. Pour tout enticon a :

%] P(X =%) = 3 [%:] P(X =%, Y = y)

il
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<> ViPX =X Y =Y)

igl
En effet, pour tout, ou bienP(X = x,, Y =y;) = 0 etle termecorrespondant’aaucunecontribution
dansla somme,ou bien P(X = x,, Y = V) > 0, mais comme|X| > Y estimpossibleet est de

probabilité nulle, on a nécessairemegt< yi.
On prend ensuite une somme partielle. Pour tout N :

§0|Xn| P(X =) < % 2 YiPX=x, Y =y) =3 3 Vi P(X=X, Y =)

n=0 0l i0l n=0

=3 v PXO {Xo, ....xu}, Y = i}

il

<> Vi P(Y =yi} = E(Y)

igl
N
Les sommes partiell€s |xn| P(X = x,) formantunesuitecroissantenajorée ellesconvergenet X a
n=0

une espérance finie.

PROPRIETES
SoientX etY deux variables aléatoires ayant une espérance finie,:on a
i) E(AAX) = AE(X)
i) E(X +Y) = E(X) + E(Y)
X =00 E(X)=0
iv) X <Y O E(X) <E(Y)
v) Si X etY sontindépendantesalors E(XY) = E(X)E(Y)
vi) Si X esta valeursdans N, E(X) estdéfini si et seulemensi > P(X = k) converge et

dans ce ca%:(X) = i P(X=K)
k=1

Démonstration
On glisse sur d'éventuelledifficultés portant sur les sériesdoubles,qui ne sont pas l'objet du
programme.On admetque le maniementde ces sériesdoublesest valide dansle cas de séries
absolument convergentes.
i) En prenanf(X) = AX, on aE(AX) = 5 AxP(X =x%)) =A ) XP(X =x;) =AE(X)

n=0 n=0
i) En prenanf(X, Y) =X +Y,ona:

EX+Y)=Y (% +Ym) PX =X, Y =ym)

n,m

=Y % PX=X0, Y =ym) + 3 Y PX =0, Y =y
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=3 % 5 POXC=X0 Y =Y0) + 5 Y 3 P(X =0, Y =¥o)

=3 % POX=x) + 3y PY =30)
—E(X) + E(Y)

i) évident

iv) Si X <Y, alors 0< E(Y — X) = E(Y) — E(X)

v) En prenantf(X, Y) = XY, on a (en admettanttommevalide le calcul suivanteffectuésur des
séries doubles) :

E(XY) =Y Xym P(X =Xs, Y =Ym)

= ioxn P(X =X,) x rrZoym P(Y =Ym)
= E(X)E(Y)

vi) Considérons une somme partielleE{X) = > n P(X =n) et transformons-la :
n=0

ikP(X =K =ik(P(X2 k) — P(X=k + 1))

=3 kKP(X2k) -3 kP(X2k+ 1)
k=0 k=0

n+1

—Z kP(X=Kk) — z (k—1) P(X=K) en changeant d'indice
:i (k= Kk=-1)) PX2Kk)—nP(X=n+ 1)

=) P(XzK)—=nP(Xzn+1)
k=1
Supposons qui(X) soit défini, i.e. qué& n P(X =n) converge, alors :

nP(X=n+1)=n S P(X=K = I nP(X =K

k=n+1 k=n+1

< > kP(X=K) carn=k

k=n+1
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<EX) - kZO kP(X =K) quantité qui tend ver8 quanch tend vers do

puisqu'on reconnait le reste de la série définids@git
Donc Ilim nP(X=zn+1)=0

n— oo
Par conséquent, en passant a la limite dans I'éé?ﬁt@( >Kk) = kiok P(X=K) +nP(X=n+1),on
obtient :

éPM2@=Hm
Réciproquementsi > P(X = k) converge,alors E(X) existe car la suite des sommespartielles

> kP(X =K) est croissante avecet majorée pap P(X=K). En effet :
k=0 k=1
> kP(X=K) = P(X2K) —nP(Xzn+ 1)
k=0 k=1
<> P(XzK)
k=1
<> P(XzK)
k=1

On est donc ramené au cas precédent, donnant I'égalit€Eexiret Y P(X = K)
k=1

Une démonstrationplus simple, mais utilisant les sériesdoubles(qui sont hors programmeen
PC/PSI) peut étre menée comme suit :

E(X) = 3 nP(X =n)

= T PX=m)= Y P(X=n)

n=1 k=1 1<ks<n

=S 5 P(X =n)

k=1 n=k

=3 P(X2K)

- 25



Enfin, remarquongjuelarelation P(X>K) = > kP(X =
k=1 k=0

K) + n P(X = n + 1) peutsevisualiser

n
sous la disposition suivante : pour tautlisposons la somme partiefeP(X > k) en colonne :
k=1

P(X=1)
+ P(X=2)
+ P(X=3)
+ ...

+ P(X=n)

=P(X=1) +P(X=2) + P(X=3) + ... + P(Xn} + P(X=n + 1)

+ P(X=2) +(X = 3) + ... + P(X

+ + +

On voit donc que :

iP(XZk):P(X:1)+2P(X=2)+3P(X:3)+

=> kP(X=Kk) +nP(X=n+1)
k=1
On peut aussi prouver cette relation par récurrence.

Les espérances des lois usuelles sont les suivantes :
[0 Loi de Poisson

ad e Kk or_ = 1 K
EX)=Y kPX=K=Y =AN'e"=y —\e
() =2 kPX=l=2 2, k-1

On reconnait dans la série le développemeet.d@onc :
E(X)=A

[0 Loi géométrique

E(X) = zk P(X =K) = zk (1-pp

M) + P(X=n+1)

P(X=3) + ...+ P(X)= P(X=n + 1)

P = P(X=n+1)

LAP(X=n) +nP(X=2n+1)

- 7\6_)\ z 1 Ak_l

& (k=1

- . — | N
n reconnait une sér Xt mm .D'ou :
On reconnait une série du typekx ~ de so ee—zl e D'ou

E(X) = %

EXEMPLEL :

Un joueurjoue auloto unegrille (5 numérossur 49) par semaingusqu'ace qu'il gagnele groslot.
Quelle est la durée moyennede jeu ? Le nombrede semainesest une variable aléatoirede loi
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1 __ 1
@49 1906884

géométriquep = Son espérance est donc de 1906884 semaines, sale@ba900

5
ans.

7- Variance et covariance

Si X? estd'espérancéinie, alorsil en estde mémede X. En effet, ¥ x> P(X = x,) estune série
X P(X=Xy) + P(X=Xy)
2

se déduit dex,| < X”22+ L ou dex? - 4x,| + 12 0 ou de | — 17> 0 qui est vraie.

Doncy | x| P(X =x,) converge.

convergenteainsiquey P(X = x,). Or |[x,| P(X = x,) <

car cetteinégalité

On définit la variance de X comme suit :

DEFINITION DE LA VARIANCE
V(X) = E((X — E(X))*) = E(X?) =E(X)*

Son écart-type est défini par :

o(X) =\V(X)

On remarquera que ¥X + b) = V(aX) = a’V(X)

Les variances des lois usuelles sont les suivantes :
O Loi de Poisson
De méme, calculorng(X(X — 1)), plus facile & calculer qug(X?)

EX(X-1)) =3 kk—1) P(X =) = 5. Kkkl‘—l) Ak e

e 1 K oA — 3 20h w 1
2k TN L)
=)\2

Donc E(X%) =E(X(X —1)) +E(X) = A+ A

Donc V(X) = E(X?) —E(X)*=A

Ak—Z

Ces valeurs sont a rapprocher de celles de la loi binomiale :
E(X)=np
V(X) = np(l - p)
En effet, lorsquen tendverslinfini, p versO de sortequenp tendeversA, la loi binomialeconverge
vers la loi de Poisson. On remarque qu'il y a également convergence de l'espérance de la variance :
np - A
np(l—p) - A

Une autrefacon de calculerles espérancest les variancesest donnéedansle paragraphesur les
fonctions génératrices

[0 Loi géométrique
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Calculons égalemel®(X(X — 1)), plus facile & calculer quE(X?) :

E(X(X - 1)) = z K(k— 1) P(X =k) = z Kk—1) (1 -p)p

=p(1 -p) z K(k 1) (1 —p)*

On reconnait une série du typek(k — [) X de sommﬁ. D'ou :

E(X(x - 1) =250
0 Exy)=217D) 1p‘ +%:2_|;,E
Donc V(X) = I—;zE

EXEMPLE issu de la mécanique quantique
On supposequ'une particule possédeaune énergiequantifié nhv, n > 0, et la probabilité que son

énergie E soihhv est proportionnelle a exp%‘.v) ou h est laconstantale Planck,k la constantale
Boltzmanny une fréquence associée a la particule et T la température (en K).

0C,0n0ON, P(E =nhv) = C exp(—%)

La variablealéatoireX = % suit doncd'uneloi géometriquede parameétrep = 1 — exp(—E—_\I)_). La

variablen décrit N et pas N*, ce qui entraineun décalaged'uneunité par rapporta la situation
décrite précédemment. La constante de proportionalité C vérifie :

\)
co 1 1 _ eXp%)

_1_ = h = 3
P 1—exp(—%) exp(%)—l

L'énergiemoyenne(espérancele la loi de probabilité) estici hv 1-p - L
P exp%) -1

eststrictementdécroissantet tend verskT quandv tend

. On pourra

vérifier quela fonctionv - _ v
v
-1
exp{)
vers0. Ainsi, I'énergiemoyennevaut environkT si hv estpetit devantkT (casou T est éleveou v
faible). Si, au contraire,hv estélevédevantkT, I'énergiemoyenneestde l'ordre de hv exp(—E—_\If

petit devankT (dans ce dernier cas, la probabilité que I'énergie soit strictement positive est faible).

La médianem est la valeur telle que P&m) =1 ce qui correspond a :
> Y

(1—p)m=% = min(l —p) = - In(2) = m:E—Im(z)
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L'énergiemédianeestdonc KT In(2), inférieure a I'énergiemoyennemaximalekT, mais du méme
ordre. Si la particuleserta effectuerune mesure,déclenchantin systémede détectiondesqu'elle
recoit une dose d'énerghE significative, il convient qUAE > KT In(2) de facon a étre distinguée
bruit de fond thermique Cettemesuresetraduit par un accroissemerd'entropieAS = % >k In(2).
k estl'ordre de grandeurde I'accroissementinimal d'entropienécessair@our effectuerune mesure

ou acquérir une information. C'est une quantité d'information minimale.

. . L _l=-p _ _ .
La variancedela loi géométriquedtantV(X) = —*~ = —— v , Sonécart-
2 2
(1-exp(-1))  (expf - 1))
h h
cxo cxo

et I'écart-typade I'énergieesthv
exp _\I)_—l) exp _\I)_—l)

mesurda dispersiorde I'énergiedue autourde I'énergiemoyenne Si hv estpetit devantkT, elle est
de l'ordre d&T. On retrouve ainsi le fait qu'une variation d'énefdteserad'autantplus significative
hv
2kT

type vauto(X) =4/V(X) = . Cetécart-type

gu'elleserasupérieur@ KT. Si hv estgranddevantkT, I'écart-typeestde I'ordre de hv exp(—

bien plus grandque I'énergiemoyennehv exp(—E—_\I)_). A hautefréguenceles fluctuationsrelatives

sont plus importantes qu'a basse fréquence.

On s'intéresse maintenant a la variance d'un somme :
V(X +Y)=E((X+Y—E(X)-E(Y))?)
=E( (X —E(X))* + (Y —E(Y))* + 2(X —=E(X))(Y - E(Y)) )
= V(X) + V(Y) + 2E((X = E(X))(Y — E(Y)))

Toutesles quantitésntervenanti-dessusontdéfiniessi X et Y sontde variancefinie. En effet, on
saitdéjaque,danscecas,X etY sontd'espérancénie. Restea montrerque (X — E(X))(Y — E(Y))
estd'espérancénie. PosonsX' = X —E(X) etY' =Y — E(Y). Six' sontlesvaleursprisespar X' et
y;' celles prises par Y',on a:

1t ' ' ' ' "2+ 2 ' ' ' v
[y PO =xt, ¥ =y) s H2 I X =x, Y =)

(X%) + E(Y) _ V(X) +V(Y)
2

2 12
Mais X Vi P(X'=x", Y' =y;) converge. Elle valE’ 5
1]

2

On pose alors la covariance de X et Y comme suit :

DEFINITION DE LA COVARIANCE
cov(X,Y) =E((X —EX)(Y - E(Y)))

D'ou :

V(X +Y) = V(X) + V(Y) + 2 cov(X,Y)
(Cetteformule esta rapprochede ce qui ce passesur R avec: (x +y)* = X + y* + 2xy. Le role du
double produit est joué ici par la covariance).
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La formule ci-dessus se généralise\ariables de la facon suivante :
V(X1 + ...+ X) = V(X)) + ... + V(X)) + 2 cov(X, X))
1]

PROPOSITION

Variances et covariances vérifient les propriétés suivantes :
i) cov(X,X) = V(X)
ii) cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)
i) (X,Y) - cov(X,Y) est bilinéaire

iv) | cov(X,Y)| <\V(X) \V(Y)

v) X etY indépendantesl cov(X, Y)=0
vi) X etY indépendantes] V(X +Y) = V(X) + V(Y)

Démonstration
i) est évident
ii) se montre en développant cov(X,Y) :
cov(X,Y) =E((X - E(X))(Y — E(Y)))
=E(XY — XE(Y) — YE(X) + E(X)E(Y))
=E(XY) — E(XE(Y)) — E(YE(X)) + E(E(X)E(Y))
=E(XY) — E(Y)E(X) — E(X)E(Y) + E(X)E(Y)
=E(XY) — E(X)E(Y)
i) La vérification est laissée au lecteur
iv) résulte du fait qu'une forme bilinéaire symétrique positive vérifie I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
v) Si X et Y sont indépendantes, al&XY) = E(X)E(Y). La propriété v) en résulte.
vi) est clairement équivalente a v).

On définit le coefficientde corrélationde X et Y commeétantégala p(X, Y) = M. Ce

VV)NV(Y)
nombreestcomprisentre—1 et 1, d'apréda relationiv). Il joue un réle analoguea celui du cosinus
pour deux vecteurs.

Si X etY sontindépendanteslorsle coefficientde corrélationestnul. On dit quelesvariablessont
non corrélées. On prendra garde gateconditionn'estpaséquivalentea l'indépendancee X etY
(pas plus que le fait qu&(XY) = E(X)E(Y) n'entraine l'indépendance de X et de Y).

Si 'Y =aX + b, alors cov(X,Y) maV(X) et le coefficient de corrélation vaut l&> 0 et — | sa < 0.

INEGALITE DE BIENAYME-TCHEBYCHEV
SoitX unevariable aléatoiretelle que X* a uneespérancdinie. Soitp = E(X) eta” = V(X). Alors,
pour toute > 0 :

P(X —p|2¢)< g
Démonstration
PosonsY = |X —u|. Onaao® = V(X) = E(Y?. Notons 1y la fonction indicatrice de I'événement

{Y 2e} ={w0Q, Y(w) =€} Alors,ona:
Y22 € 1yse
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En effet, ou bienY(w) = € etl'inégalitéci-dessuglonnebienle mémerésultat,puisqu'alorslys:(w) =
1 ; oubienY(w) < &, estlinégalitéci-dessusionneY? = 0, puisquelys(w) = 0. Danstousles cas,
l'inégalité est vérifiée. On en déduit que :

0" =E(Y?) 2 E(% 1yse) = €* E(Lyse) =€ P(Y2¢)
D'ou le résultat.

Notons que 'argumentutilisé sur la variable aléatoireY? se généralised n'importe quelle variable
aléatoire Z positive ou nulle sous la forme :

Oa>0,E(Z)zaP(Z=a) (inégalité de Markov)
en remarquant queZa 1., et en prenant I'espérance des deux membres.

EXEMPLE:
Soit X unevariablealéatoiretelle que V(X) = 0. Alors X estpresquesrementonstanteEn effet,
l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne, pour tout emtier

P{X —E(X)| 2%)3 V(X)n?=0
Les événementX —E(X)| % sont croissants, de réuniot—E(X)| > 0. On a donc :
0

P{X —E(X)| > 0) = lim P(|X —E(X)|22)
n— oo n
Donc P(X —E(X)| = 0) = 1 et X est presque srement égale & la con&exe

LOI FAIBLE DES GRANDS NOMBRES

Soit(X,) une suite de variables aléatoireglépendantede mémdoi, d'espérance et d'écart-type
0. PosonsS, = X; + ... + X,. Alors, pour toug >0 :

lim P4S“ i

n— o n

2g)=0

Démonstration
Appliquons l'inégalité de Bienaymé-Tchebychewiaéw. OnakE(Z,) =pet:

V(Zy) :#V(Xl + ..+ X) :ﬁlz x (V(Xy) + ... + V(X)) car les Xsont indépendantes
o
n

Donc :

0.2
Zy—l|2€g)s—
LD ne’
quantité qui tend vers@uandn tendverslinfini. Celaexprimequela probabilittqueZ, appartienne
alintervalle]u — ¢, p + ¢[ tendvers1 quandn tendverslinfini, et ceci, quel que soit le nombree

choisi.

P(

Donnonségalemenun exemplemontrantque l'inégalité de Bienaymé-Tchebychepeut également
s'appliquer & des domaines a priori sans lien avec les probabilités.

EXEMPLE:
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- e
Prouver quez X []== quandx tend vers de,
kik /X

C'estéquivalenta montrerque,si on poseS(x) = ™ z ﬁ( X ona lim S(X) = 1. Considéronsine

ik A

variable aléatoire X suivant une loi de Poisson de paraméine constate que :

SK = ki% P(X =K)

donc S -1 =§££P(x k) -
=§££P(x=k)—§ P& =K)

:m ﬁ(— = —_ =
> QR VP -PX=0)

=5 (ﬁé 1) P(X =K) &

Comme lim €™ =0, il suffit de montrerque lim Z (ﬁ( 1) P(X =K) = 0. Pourcela,écrivons
X — +co X— 00 =1 (K

l'inégalité de Bienaymeé-Tchebychev. Pour @strictement positif, on a :

P(X —E(X)|2a) sﬂ;}l

donc P(X —x2a)< ﬁ(z puisqueE(X) = x et V(X) = x.

Dansla suite,on prendraa = X', un peuinférieur & x, tout en étantnégligeabledevantx quandx
tendvers +eo. En notantm= [x — a] et n = [(x + a[j on coupela valeur absoluede la somme
considérée en trois morceaux dont on va montrer que chacun tend vers O :

ﬁ‘1F>Xk SIX_alpx =i+ 3 o1 px=i+ 5 PX_af pex =k
Z( )P(X=K)| < \/— (X=K k_w\/— (X=K k—n+l'\/_ (X=K
Premier terme Pourk< m< x—a<x, on a‘%—l :%—13\/}—13\/}. Donc :
mﬁ(_ _ m _
k;\ﬁ( 1 P(X k)sk;\ﬁ(P(x K)
<X P(X < m)
<X P(X<x—a) car {X<m} O{X <x—a}
<\xP{X —=x = a) car{X <x—a} O{|X -x| 2 a}
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d'apres l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev

IN

IN
sy
X

- 0 quandk tend vers &

1—£‘< 1. Donc :

n

Troisieme terme de méme, polk=n+ 1=>x+a=x, on a‘ﬁli_

5 [\x_1
Jk

1PX =K< 3 PX=K

k=n+1

k—n+l

<P(X=2n+1)
<P(X=x+a)
< P{X —x > a)
X
=2
1
< — do
< S 0 quandk tend vers

Deuxiéme terme

5 hE_
\/_

X _ g
Jk

=

Commela suitek — ﬁ( — 1 estdécroissantepositive pour k = m puis négativepourk =n + 1, la

K
NE

NP — 1| décroit,passepar un minimum, puis croit lorsquek variedeman + 1, de sorte

que sa borne supérieure n'est autre que rf#@ 1,1 ——\L} Or:
m

<AB_ < \/;( —-1= 1 X —\X—a-—
0< m 1‘W 1m({ ﬁ)

a+l na-_1 _o
\/x a-1x+yx-a—-1 2x 2™

et de méme pour 1—L. Donc le Max des deux termes tend aussi vers 0.

\/n+1

Il : Fonctions génératrices

IP(X=K< _Sup

kD[[m n+1]] Z PX =K

k=m+1

k—r‘m—l

< Sup
kO[[ m,n+1]]

suitek -

1- Définition

Soit X une variable aléatoirea valeursdans N. On cherchea définir une fonction dont la seule
connaissancseuffisea retrouverla loi. La fonction la plus naturelleestla sérieentieresur C définie
par :
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Gy(2) = nio P(X =n) 7
Cettefonction s'appellgfonction génératricade X. Elle n'estautreque E(Z°), envertu de la formule
généraleE(f(X)) = io f(n) P(X =n). On a donc :

Gx(2) =E(Z)

PROPRIETES DE LA FONCTION GENERATRICE
i) Le rayonR de convergence de la série est supérieur ou édal a
ii) Gx est dérivable et si et seulement & admet une espérance, et dans ce cas :
E(X) = Gx'(I)
iii) Gx est deux fois dérivable drsi et seulement 3 admet une variance, et dans ce cas :
V(X) = Gx"(I) + Gx'(I) — G/(I)®

Démonstration
i) Pourz=1,onaGx(l) = > P(X=n) = 1. Puisquéa sérieentieredefinissaniGyx convergeenl, le
n=0

rayon de convergence R est supérieur ou égal a 1.
i) SiR> 1, Gx estindéfinimentdérivablesur]- R, R[, etI'on a, pourtoutt élémentde ]-R, R[ (et
doncen1l):

Gx'(t) = i P(X =n) nt™ = E(X t*) donc Gx'(l) = E(X)

Le cas R = 1 est plus délicat :

Si X admetuneespérancde calcul précédentestevalide car  n P(X = n) convergedoncla série
de fonctions T n P(X = n) t™* convergenormalemensur [0, 1], donc Gx est C' sur [0, 1] et sa
dérivée se calcule terme a terme.

Réciproquement, supposons qué&(D est défini. G étantunesérieentiérederayonl, on saitque,

pourt élémentde]-1, 1[, GX'(t) = 3 n P(X = n) t"" maison ignorea priori si cetterelationreste
n=1

vraieen 1. On notecependangue Gx estcontinuesur [0, 1], et sur[0, 1[, Gx' estcroissantedonc
admetunelimite en 1, finie ou non. Mais si unefonctionestC" surunintervalle[a, b[ , continuesur
[a, b] et si sadérivéeadmetunelimite enb, ou bien cettelimite estinfinie et la fonction n'estpas
dérivable erb, ou bien cette limite est finie dnet la fonction est' sur[a, b]. Commeon a supposé
que Gx estdérivableen 1, c'estle secondcasqui s'appliqueetona lim <1Gx'(t) = Gx'(1) eten

— ,

particulier, Gx'(t) < Gx'(1) car Gx' étantcroissanteglle estinférieurea salimite. On a alors, pour
tout N, et tout élément de [0, 1] :

g nP(X =M s 3 nPX =n) 1= G/ S G(L)

donc, en passant a la limite quanidnd vers 1 :
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ON, % nP(X =n) £ G¢'(1)

N
La suite des sommes partiellpsn P(X =n) est croissantmajorée doncconvergell enrésulteque
n=1

la sériey n P(X = n) convergeet doncque E(X) existe.Mais nousavonsvu précédemmengue,
dans ce caB(X) = Gx'(1).

i) On seborneraa vérifier les formulesindiquéeslorsqueR > 1 en supposanfjue le calcul reste
validesiR=1":

Gx"(2) = i PX=n)n(n—N)Z"*=EXX 1) Z7% donc &"(1) = E(X(X — 1))

et E(X?) = G"(I) + E(X) = Gx"(I) + Gx'(1)
Donc V(X) = Gx"(I) + Gx'(I) — G«'(I)*

2- Lois usuelles

Calculonsla fonction génératricedeslois usuelles et retrouvonsles expressiongles espérancest
variances de ces lois.

O Loi de Bernoulli:
Gx(2 =1-p+pz
Gx'(9 =p donc E(X)=p
Gx"'(9=0 donc V(X) = p(l—p)

0 Loi binomiale®(n, p) :

Gx(@) =3 B EP (1P 2 = pz+ 1 —p)

Gx'(@ =np(pz+ 1 —-p™* donc E(X)=np
Gx"(z) =n(n—Dp*(pz+ 1 —p)** donc V(X) = n(n—p’* + np—n’p®=np(l —p)
On notera la facilité avec laquelle on peut calculer la variance de la loi binomiale.

0 Loi de Poissori{\) :

[ee]

Gx(2=Y n_: e’ Z'= exppz—\)

n=0
Gx'(2 =Aexppz—A) donc E(X)=A
Gx"(2) = Nexpz—A) donc V(X)= A +A—-A*=A

[0 Loi géométrique SUlN* :

Gx(2 = nil (I-p)*'p? :1—_(?2_—@2

Cette série n'est définie que pfeji<

1-p
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Gx'(9 = 1—(IppT donc E(X):%
Gx"(9 = 12 (I_ 3 donc V(X) = J—zﬂ*&——lz =

| -p)2) PP p

3- Fonction génératrice d'une somme de variables aléatoires indépendantes

Soit X etY deuxvariablesaléatoiresindépendantede fonctionsgénératrice$sy et Gy. Quelleest
la fonction génératrices de X + Y ?

Gn@ =3 P(X+Y=n)2

=5 > PX=k Y=n-kZ
n=0 k=0

=5 > PX=KP(Y=n-k?Z car les variables sont independantes
n=0 k=0

On reconnait alors I'expression d'une série produit :
Gxv(2) =Y PX=nZ'xy P(Y=nZ2
n=0 n=0

Ainsi
Gx+y = Gx x Gy

Une autre démonstration consiste a dire :

Gxv(2) =E(Z*") = E(Z' 2) = E(Z) E(2") = Gx(2) x Gv(2)
Cette démonstration utilise les résultats suivants :
) si X et Y sont indépendantes, alors dimectionde X (a savoirZ’) estindépendantd'unefonction
de Y (a savoir).
i) L'espérancedu produit de deux variables aléatoiresindépendante®st égal au produit des
espérances de chacune de ces variables.

Le résultat prouvésegénéralised la sommede n variablesaléatoiresndépendanted.a fonction
génératrice de la somme est le produitrdsctions génératrices.

EXEMPLES D'UTILISATION

00 La loi binomiale B(n, p) estla loi de la sommede n variablesaléatoiresindépendantesle

Bernoulli de paramétne. On retrouve effectivement :
C;binomialéz) = (1 _p + pZ)n = GBemouIIi(Z)n

O La sommede deux variablesaléatoiresndépendantede lois binomiales®B(n, p) et B(m, p) suit
une loi binomialeB(n + m, p). Et en effet :

(-p+p2" (I-p+p2"=(-p+p)™"

[0 La sommede n variablesaléatoiresndépendantede loi de Poissonde parametred\, ..., A, suit
une loi de Poisson de parametre la somme dé&s effet :

expAi(z — 1))...expkn(z— 1)) = exp@1 + ... +An)(z- 1))
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Une utilisation dessériesgénératrice®t de la diagonalisatiordesmatricesestdonnéedansl'annexe
qui suit.

Annexe | : Chaines de Markov

1- Matrice de transition d'un systéeme

Considéronaun systemepouvantse trouver dansdivers états possibles,numérotésde 1 a n. A

intervalle de tempsrégulier, le systémechanged'état,la probabilité qu'il passede I'étati a I'état |

étantp;. Il est possible égalementqu’on puisserester dansle méme état i avec une certaine

probabilité, ce qui signifie gua est non nul. Parfois, parmi latats, il existe un état (ou plusieurs)

final, par exemple I'état. Si on atteint cet état, on y reste définitivement, ce qu'on peut traduire par :
pPon=1 et pni = 0 sii #n

Notons M la matrice de M,(R) dont le terme (i, j) vaut p;. M estla matrice de transition du

systemeOn remarqueque la sommedescoefficientsde chaqueligne vaut 1, égalea la probabilité
qu'on passe de I'étiah un autre état (éventuellement le méme).

A linstantk, on note X(K) la variablealéatoireprécisantdansquel état se trouve le systemeSoit
L(K) le vecteur-lignedontla i-emecomposantestégalea P(X(k) = i), probabilitéquele systemese
trouvea I'étati. L(k) représentda loi de X(k). A l'instantinitial, le systémede trouve dansl'étati
suivantune certaineloi de probabilité, définissantle vecteurL(0). Par exemple,si le systemese
trouvede maniérecertainea l'état1, alorsL(0) = (1 0 ... 0). S'il setrouvea l'instantinitial dansl'état

1 ou 2 avec équiprobabilité, alors L(O)—21= é 0 .. 0).

Considéronsun instantk particulier.L'évenemeniX (k) = i consistea setrouverdansl'étati a cet
instant.L'événemenX(k + 1) = j, consistant setrouverdansl'étatj al'instantk + 1. La probabilité
conditionnelle P(XX + 1) =j | X(k)=i) n'est autre qup;. La loi des probabilité totale énonce que :

P(X(k + 1) =j) :,-:i P(X(k+ 1) =j | X() =i) P(X(K) = 1)

Or P(X() =1i) n'est autre que laeme composante del)( qu'on peut noter;(k), et P(Xk + 1) =)
est laj-eme composante dek £ 1), que I'on peut noter(k + 1). On a donc :

0j, Lk + 1) :Fil bi LK)

ce qui exprimeexactemente fait queL(k + 1) = L(kK)M. On noterabien qu'il s'agitdansle membre
de droite du produit de la ligne L(k) par la matrice M. Si on souhaitaitmanipulerles vecteurs
donnant la loi de X( en colonne, il conviendrait de prendve

Parrécurrencepn en déduitque L(k) = L(0) M. On détermineexplicitementL(k) en parvenang
calculer M.

Le schémarécédentaractérisdes chainedde Markov. Dansce type de processusge qui se passe
enpartantde'étati estindépendantie la facondonton estarrivéal'étati : le futur estindépendant
du passé. On peut résumer I'étude précédente de la fagon suivante :

PROPOSITION
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Soit une chainede Markov (X(K))kon, OU X(k) désignela variable aléatoire donnantl'état d'un

systemdini au bout du tempsk. On sedonnela matricede transition M du systemelontle terme
généralvautp; = P(X(k + 1) =j | X(k) = i) et ne dépendpasde k. Soit L(k) le vecteur-lignede
composante®(X(k) = i). Alors L(K) = L(0) M* ce qui permetde déterminera loi de X(k) & partir
de celle deX(0).

EXEMPLE:
On lanceune piecejusqu'aobtenirdeux Faces(FF). Il estclair que,si on tire Pile (P) avantd'avoir
tiré les deux Faces, tout est a recommencer. On dispose donc des trois états suivants :

état 1 P : état initial ou état apres avoir tiré un Pile
état 2 F : état suivant |'état 1 apres tirage d'un Face
état 3 FF : état final, aprés tirage successif de deux Faces
12 1
P 12 L 12,
12
121/2 0
Pourunepiéceéquilibrée la matricede transitionestM = =1/2 0 1/2H Supposongjuel'on parte
0 0 1

de L(0) = (1 0 0) (probabilité certained'étre dans I'état initial). Les lois L(k) de X(k) valent
successivement, en multipliant itérativement par M :

LO)=(1L 0 0)
L)=¢ 3 0)
-4 3 2
-8 13

5 3 1
|—(4):(1—6 16 2

6= 5 3)
_A3 1 4
HO) =64 5 B4

La sommedestermesde chaqueligne doit donnerl. On peutdéterminer_(k) en calculantM* enla
diagonalisant. Le polynéme caractéristique de M vaut

2
xu(¥) =X =3+ X 22 (x - 1)(¢ _g _%1)

2 4 4
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Moo[
deracinesl, ¢ = 1—+4\E ety = 1—_4\5 M estdiagonalisablele matricediagonaleD = Eb ¢ 0 S

OoyO
2¢ 2L|JH H
Unematricede passagestdonnéeparQ = 11 esttoujoursvecteurpropred'unetelle
00

matrice, associée a la valeur propre 1 du fait que la somme des lignes de M vaut(it Q
oo 0 2¢-2p(Q
-1 _ 1 |:| ¢ LIJD
Q =53 1-2p -2
20-20H7 55 2y
OnaM=QDQ"'et M= QD'Q™

Donc :L(k) = L(0)Q Q"
00 0 26-2yQ
0 0) oy op O
opd-Mn1 2 20 O
0 00 0 26-2pQ
0 01 2y op U
0 g0 -2WH 29 29 O
IZIO 0 29-2pf
=(1 k+1 2 k+1 _ZLIJ _2(1)
SR )2‘1’ 20H1 29 29 O
_ﬂ)k+l k+1 2(¢wk+l q)k+ll.|J) 1+2(L|Jk+2—d)k+2))
¢ - LIJ ¢ -y o -y

Cestrois nombresdonnentia probabilitéde setrouvera l'instantk respectivementansles étatsl, 2
et 3.

Que se passe-t-il quakdend vers ['infini ? Comn‘l«b| <1 ed L|J| < 1,0" ety tendentvers0 et L(k)
tend vers (0 0 1) et donc la probabilité de se trouver dans l'état final FF tend vers 1.

Soit T la variable aléatoire donnant l'instkR=iuquel on atteint I'état FF. On a :
2 k+2 4 k+
P(Tsk=PXkK =3)=1
o -y
P(T fini) = PO {T <k}) = kIim P(T<sk) =1
— 00
Ainsi, on estcertaind'atteindrd'étatfinal en un tempsfini. Bouclerindéfinimentdansle diagramme

est un évenemente probabilité nulle. T s'appellele tempsd'arrétdu processusCherchonsson
espérance :

E(N =Y kP(T=k =3 P(T>k) =3 (1-P(T<K)

_e 20—y _ 2 o® P
2 0w b-vi-¢ 1-¢

2 0 -u -0t , b+ U -0y 1 =1
R R TR B R org + =5 ety =
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2- Temps d'arrét
Soit, commeprécédemmentyn systemede Markov doté d'un étatfinal n. Soit T; le tempsd'arrét
pour passer de I'étah I'état finah. On a alors, pour tout< n et toutk > 0 :

Ti=1+> XT; ou X; = 1 si on passe de I'éia I'étaf au premier saut et = 0 sinon
=1
mais T,=0
n-1

donc T =1 +z XijTj
1=1
Sik=1,P(T=K) =P(Ti=1) =pin. Sik=2,0na:
n-1 -
P(T, :k) = PQ XijTj =k-— 1) = P(ﬁo {Xij =1n Tj =k-— 1})
1=1 1=

n-1 n-1

- z P(X'J =1n TJ k- 1) z P(Xu - 1) P(T k—l)

n-1
= Zl Py P(Ty =k-1)

Sil'on note T(k) le vecteur-colonn@le composante®(T; = k), 1 <i < n— 1, on obtientla relation
T(k) =N T(k— 1), ou N estla matrice(n — 1) x (n — 1) dontle termegénéralestp;, 1 <i<n-1.1I
s'agit d'une sous-matrice de la matrice M déja rencontrée.

0P O
OnauradoncT(k) = N“* T(1), avecT(1) = P [ HoncT(k) = N“* T(1). Le calculdela loi des

|]:)n—l,n |:|

T; peut donc se faire également en diagonalisant la matrice N.

EXEMPLE:

. " . 21/2
Onreprenda matricede transitionde I'exempleprécédentpnaN = %;2 (/) etT(1) = %?2% On

trouve que les Kj successifs valent
0 14 /8 1/8 ﬁ/SZ 164
%/2% Elo E %/8 %/16% /16% 164
T(1) T(2) T(3) T(4) T(5) T(6)
La loi de T; se trouve dans laremierecomposantele chaquecolonne Ja loi de T, dansla deuxieme
composante. On retrouve comme polynéme caractéristique de N le polx(ﬁ@m%—% deracine¢

ety. N est diagonalisable de matrice diagonalisaw% 0 Het de matrice de passage F@Q%

et dinverse R = Ty 2L|J ﬁrll —2 H OnaN=RR*donc N'=RA'Rdonc:

T(K = RAk;R—l T(:kL)1 ; ,
P, o~ Hﬂ . 2 Bt
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B L
:2¢ iZLIJ 11) ZiIJ %wﬁk‘l H
_ 1 [Royt-2p0"

26 — 20 WL — ot

Ainsi :

P(T: =K :Mﬁ@

P(T,=K) = M;; = . <

On en déduit que :

ETy=3 kQUWOT_ 1 0w oW .

=) o-y o —y Yl—wf (1-9)

B o /1 A ) N
E(T) =Y k = — . —
(T = 2 26— (a-v @-9)

On peutaussiutiliser lesfonctionsgénératricesSoit gi(2) = > P(Ti = K) Z. n étantl'étatfinal, on a
k=0

n-1

On(2 = 1. Parailleurs,lesrelationsP(T,=0) =0, P(Ti= 1) = pi, et P(Ti = k) = i pj P(Tj=k-1)
=1

pourk > 2 donne :

gi(z):pmzﬁ;pié P(T =k-1)Z

n-1 0
=pnz+Y Py Y P(T=KZ"

=1 k=1

n-1
=pin Z+ Zl Pi 29(2)

01 g@= z i 29(2)

On obtientainsiun systemed'inconnueses g;, qui, unefois résolu,permettententhéorie,d'entirer
les lois des T ainsi que leur espérance et variance.

EXEMPLE:
Toujours avec I'exemple précédent, on a:

91:%291+%292
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1 1

O = E g + E z
d'ou, en résolvant le systeme
__z 7 z3 2,32 57
0= —t=+=+—+—=+.
4-22-7 4 8 8 32 64
22 z _z2.2.7 .72 .3,

- 7272738 E 1664

Le calcul du terme du généraldu développemenen série entiere demanderaitde factoriserle
dénominateurde réduirela fraction obtenueen élémentssimpleset enfin d'en développeren série
chacundestermesobtenusLesfonctionsgénératricesontplus efficacespour calculerespérancet
variance des temps d'arréts. On trouve ainsi que :

E(T) =9/ =6 V(T) =0"(2) + 9'(D —9:'()* = 22
E(T2) =g/ (9 =4 V(T2) =0:"(2) + %9 —92'(9* = 20

On peut directementétablir un systeme vérifié par les espérancesn dérivant les relations

0i(2) =i p; z9(2), ce qui donne :
1=1
g'2 = i pi (Gi(2 +29'(2) qu'on évalue em=1
1=1

O E(T) = il Py (L+E(T)) =1 +i§l Py E(T))

Enmoyennele tempsd'arrétde T; estégala 1 (correspondard un sautde transition)+ la moyenne
des temps d'arrét des états suivants, pondérés par la probabilité de passer addtat

EXEMPLES
Retrouvons les valeurs déja trouvées pour atteindre FF : I'espérance du temps d'arrét vaut 6.

Soient Ep = espérance du temps d'arréL.FFF
Er = espérance du temps d'arréL.FFF
ou % désigne un nombre indéterminé de changement d'états

1/2 1
P 1/2 = 12 =

1/2
@EPZEP;1+EF51
L] _Ep+1, donck=6et E=4.

_E
Of = =21

1
2 2
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3- Compétition entre deux états finaux

Considéronsin systemepossedantieuxétatsfinaux. On cherchda probabilitéd'atteindrde premier
état plut6t que le second.

[0 On consideraunepieceayantuneprobabilitép detombersurP et q = 1 — p detombersurF. Sur
I'axe réel, on part de 0. A chaque P, on fait un saut vers la droite et a chaque F, csafsitensla
gauche.Soit n un entierdonné.On arrételes lancersquandon a atteintn ou — n. On cherchela
probabilité d'atteindra et celle d'atteindre r:
Soit PK) la probabilité d'atteindne en partant d& On a :

Ph) =1

P(=n)=0

OkO{~(n-1),-0-2),..n-2,n-1}, PK) =pPk+ 1) +gPk—1)
On obtient donc une suite récurrentelinéaire d'ordre 2 dont I'équationcaractérisquel'inconnuer
est:

prr—r+q=0

et dont les racines sont 1 etr =3, Dans le cas 0Q # p, il existeA ety tel que, pour touk :
Y
PR = + ('
On trouveA et avec les conditions :

Gn =
h +ucd =1

Smu(g)—”—
Y
doncu = 1 = (g)” = zpnqnz et )\:——sz—ny
Gr-@e @roy TP T -p

n

La valeur de P(0) edt+ :—np—n.
q+p

EXEMPLE:

D'aprés Huygeris "Ayant pris chacunl2 jetons,A et B jouentavectrois désa cetteconditionqu'a

chaque coup de 11 points, A doit donoejetonaB et queB endoit donneruna A a chaquecoup

de 14 points, et queceluila gagneraqui serale premieren possessioie tousles jetons.On trouve

dans ce cas que la chance de A est a celle de B comme 244 140 625 est a 282 429 536 481".

La probabilitéd'obtenir11 avectrois desest%Z et celle d'obtenir14 estde%? Commeles autres

totaux n'interviennenpas,on peutconsidéreﬂes probabilitésconditionnellessachangu'ontire 11
15 _ 5 _

ou 14, celles-ci valant respectlvemsgLS 14 =p t27 T1514°

12
B gagne avec la probabllﬁqqp—ﬂ —rzg—rz de l'ordre dﬁg(?go

2 De ratiociniis in ludo alea¢1657), cinquiéme probléme, http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k77862v/f95.image
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Annexe Il : Ensembles dénombrables et non dénombrables

a) On pourrait pensergu'il n'y a que deux typesd'ensembledes ensembledinis et les ensembles
infinis, cesderniersetanttous de mémenature.Cettevision a été mise en défautpar GeorgCantor
(1845-1918).Sestravaux sont a la basede la théorie des ensemblesau XX ™ siécle. Il définit
plusieurs types d'infinis.

Un ensemblenfini esten bijectionavecl'une de sespartiesstrictes.Parexemple, N esten bijection
avecN*, au moyen de la bijection suivante :

N - N*

n -n+1
Soientplusieursensemblefinis, parexempleN, Z, Q et R. Sont-ilsen bijectionlesunsavecles
autres? On prouveraque N, Z et Q_sonteffectivementn bijection, maisce n'estpasle casde R.
Les premiers sont dits dénombrables.

Galiléea bienremarquéguelestermes'autantd'éléments”;moins d'éléments'ou "plus d'éléments”
ne peuvents'appliquersansparadoxeaux ensemblesnfinis. Le terme bijection n'était pas encore
inventé, mais Galilée a mis en évidence une bijection &tet une partie stricte A :

1 2 3 4 ..n ..
1 4 9 16 .n° ...

b) Deux ensemble®n bijection sontdits équipotentsS'ils sontfinis, celasignifie simplementqu'ils
ont le mémenombred'élémentsSoit E un ensemblequelconqueet HE) I'ensemblede sesparties.

Alors E et HE) ne sont paséquipotentsCelaest évidentsi E estfini, a n élémentspuisqu'alors
AE) possede” élémentset pourtout n, 2" > n. Mais cettepropriétérestevraie si E estinfini. |l

faut prouver qu'il ne peut exister de bijection f entre E et #E). Raisonnonspar I'absurdeet
supposons I'existence d'une telle bijection
f:E -~ ®E)
X - f(X)
A tout élémentx de E, f associef(x), élémentde HE), autrementdit, f(x) est une partie de E.
Considérons maintenant la partie A de E définie de la fagon suivante :
A ={xUE | x O f(x)}.
Pardéfinitionde A, onal'équivalence x 0 A = x [0 f(X). Puisquef estsupposéétre unebijection
de E sur &E), et que A étantune partiede E estun élémentde H{E), A possédeain antécédent

unique paf, a. On a dond(a) = A. On se pose alors la question suivante : ad-dri(a) ? Or:
allf(a) = aldAcarf(a) =A
= af(a) par définition de l'appartenance a A

Ainsi la propositiona 0 f(a) estéquivalentea sanégation.La contradictionne peutétrelevéequ'en
rejetant I'nypothése de l'existencefde

Cettedémonstratiorassurd'existenced'ensembleaon dénombrables;'est-a-direqui ne sontpasen
bijectionavecN, parexemple®{N). On concoitmémeune hiérarchieinfinie d'espacedN, AN),

AAN)), ...
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c) N estle plus petit ensemblenfini. Si E estun ensemblejuelconquealorsou bien E estfini, ou
bienil estdénombrablden bijectionavecN), ou bienil existeuneinjectionde N danskE maispas

de bijection (exemples: E #(N) ou E =R). Un ensemblalénombrableétantenbijectionavecN,
peut s'écriresousla forme {x, |n O N} ; la bijection est l'applicationf : N - E, n - X, Un
ensembledénombrablese reconnaita ce qu'on peut énumeérersesélémentsOn a vu queZ et Q_
étaient dénombrables.

d) R n'estpas dénombrableS'il I'était, il en seraitde mémede [0,1[. Considéronsalors une
énumeération(x,)non+ de [0,1[, obtenueau moyen d'une bijection f : W* - [0,1[, n - X, et
considérons le développement décimalxles

X1 = O,aj_lalzalg. ..a1p...

Xo = 0,3.213.223.23. ..dp...

Xn = O,anlanzans---anp---
anp est lep™™ chiffre de la décomposition décimalexdeC'est un élément de {0,1,...,9}.
Considérons maintenant I'élémegrde ]0,1[ défini de la fagcon suivante :

y= 0b1b2b3...bp...
oub, = 0 siay, # 0 etby, = 1 sia,, = 0.
On obtientle développemendécimald'unréeldistinctde touslesx,. En effet, le n°™ chiffre de x, et
y sont difféerents (O n, b, # a,,). Par ailleurs, il est évidentque y appartienta [0,1[. Cela est
contradictoireavecle fait quef soit bijective, puisqu'alorstout élémentde [0,1] seraitde la forme
d'un des«,. Cette démonstration est connue sous le nom de diagonalisation de Cantor.

On peut prouver que R est équipotenta AN), et que les trois ensemblessuivants sont
équipotents AR), AAN)) et C(R) ensemble des fonctions continuesRur

e) Signalonségalementine questionétonnantePeut—ontrouverun ensembleée comprisentre N et
R, maisqui ne soit équipotenti a N, ni a R ? On auraitseulementesinjectionsde N dansE et
de E dansR. Rappelonsjue Q ne répondpasa la questionpuisqu'il esten bijection avec N. On

peutprouverqu'il étaitimpossiblede répondrea cettequestion.Celane signifie pasqu'onn‘ait pas
encore trouve si cette propriété était vraie ou fausse, ks bienqu'onne peutni prouvergu'elle
est vraie, ni prouver qu'elle est fausse. Elle est dite indécidable. Elle ne gesaldesaxiomesdela
théoriedesensemblespasplus que sanégation.Celasignifie égalementju'onpeutprendrecomme
axiomesupplémentairéexistenced'un tel ensembleE sansapporterde contradictiona I'édifice des
Mathématiquespu au contraire,de prendrecommeaxiomela non-existencale E. Dansce dernier
cas,on adoptece qu'onappellel’hypothesedu continu.L'un ou l'autre choix conduitdonc a deux
théories mathématiques différentes.

Cesconsidérations'ont aucuneimportanceen ce qui housconcerne car nous n'utiliseronsjamais
cette propriété, ni sa négation !

f) Donnonsenfin uneconséquenceurieusede ce qui précédesn informatique.On peutmontrerque
I'ensemblede tous les algorithmespossiblesestdénombrablealors que I'ensembledesfonctionsde
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N dansN estéquipoten& R.. Il y adoncdesfonctionsde N dansN qui nesont calculablegar

aucun ordinateur. Aucun algorithme ne permet de les calculer. De telles fonctions ont été
explicitement définies.

O
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