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| : Les entiers naturels

1- Le principe de récurrence
Peano (1858-1932) a posé les axiomes qui régissent N. (Un axiome est une propriété servant de

base a la construction d'une théorie et dont il est impossible de montrer la véracité ou la faussete. Ils
servent a poser les régles de fonctionnement de l'objet que I'on définit et sont considérées comme
inhérents a la nature de cet objet).
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Il existe un ensemble noté W dont les éléments seront appelés entiers naturels et une fonction

appelée successeur définie sur cet ensemble, et verifiant les axiomes suivants :
i) 0 est un entier naturel.
il) Tout entier naturel posséde un successeur.
iii) Deux entiers naturels ayant le méme successeur sont égaux.
iv) 0 n'est le successeur d'aucun entier naturel.
v) Si une partie A de N contient O et si le successeur de tout élément de A appartient & A, alors

A est égale 8 N.

V) est a la base du principe de récurrence. Soit P un preédicat sur N, i.e. une fonction définie sur
N a valeur dans {vrai, faux} (autrement dit, pour tout n, P(n) est I'une des valeurs vrai ou faux).

.| P(0)
Si [ ¥neN, (M) = P+ 1)) alors vV n e N, P(n)

On applique en effet I'axiome v) avec la partie A = {n | P(n)}. Le fait que v) soit un axiome est
développé dans une annexe de LI/ENSEMBLE.PDF.

EXEMPLE :
n

O On rappelle que, pour tout entier n, Dk = Mn2_+1) Qu'en est-il de la somme des carrés ?
k=0

Montrons par récurrence que :

n
vn S K= n(n+1)(2n+1)
b 6

n
On note P(n) le prédicat > k? = n{n + 1)éZn *1)
k=0
P(0) est vérifié car P(0) < 0=0
Soit n quelconque. Supposons P(n) vérifié. Montrons P(n + 1) :

n+l

n
K=Y K+ (n+1)?
k=0 k=0

+(n+1)® car P(n) est supposée vraie

_nin+1)(@2n+1)
B 6

(n+1)2n° +n+6n+6) _(n+1)2n*+7n+6) _ (n + 1)(n + 2)(2n + 3)
6 6 6
_(m+D((n+ D+ DR +1) +1)
6
ce qui est bien la propriété P(n + 1) demandée.

n 2 2
A , +
On pourra de méme montrer par récurrence que Y. K= Mn4_1L
k=0
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Les axiomes de Peano permettent de définir sur W l'addition, le produit, la relation d'ordre, avec

toutes leurs propriétés bien connues ... Nous ne nous etendrons pas sur ce sujet et nous admettrons
(ce qui est bien connu) que :

+ est associative V(ab,c),(@atb)+c=a+(b+c)
+ est commutative V(ab),a+tb=b+a
+ possede un élément neutre 0 Vaa+0=a

x est associatif

x est commutatif

x possede un élément neutre, 1, successeur de 0 Vaaxl=a

x est distributif par rapport a l'addition V(a b,c),(a+tb)xc=ac+hbc

La relation d'ordre est telle que, pour tout entier naturel n, il n'existe aucun entier x vérifiant
n<x<n+1,0<netpourtout couple dentiers (n,m),n<m<n+1<m.

Z est construit de fagon que tout les éléments de N posséde un symétrique pour +. Les éléments de
Z sont les entiers relatifs. (Z, +, x) est un anneau. Cet anneau est commutatif (car le produit est
commutatif), unitaire (car le produit admet un neutre), integre (ce qui signifieque : ab=0=a=0
ou b = 0). Q_est construit de fagon que tout élément non nul possede un inverse pour x. (Q, +, x) est
alors un corps (voir LI/ENSEMBLE.PDF).

2- Propriétés de N

Les propriétés de ce paragraphe paraitront évidentes en soi. Une démonstration est cependant
donnée, car il s'agit de théoremes se déduisant du principe de récurrence, et non d'axiomes
supplémentaires.

PROPOSITION :
Toute partie non vide de N possede un plus petit élément.

Cette propriété est connue sous le nom de principe du bon ordre.

Démonstration :
O La démonstration de cette propriété utilise le principe de récurrence. Soit A une partie non vide.
Raisonnons par I'absurde en supposant que A n‘'admet pas de plus petit élément. On a:

YVaeA0<a

si n vérifie: V a € A, n < a, alors n minore A, mais comme A ne possede pas de plus petit
élément, n ne peut étre élément de A. Donc :

YVaceAn<a
Cette derniére affirmation est équivalente a :
YaeAn+l<a.

Soit P(n) le predicat V a € A, n <a. On a montré que :

P(0)
{Vn € N,P(n) = P(n+1)

Le principe de récurrence permet de conclure : ¥V n € N, P(n).
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ouencore:Vne N,Vae A n<a.
Or ceci est absurde. Il suffit de prendre a € A et n =a + 1 pour arriver a une contradiction.

COROLLAIRE
Toute suite strictement décroissante de N est finie.

Démonstration :

QO Prendre comme partie A lI'ensemble des termes de la suite. Le fait que A admette un plus petit
élément x, et que la suite soit strictement décroissante entraine que X, est nécessairement le dernier
élément de la suite.

Cette propriété a été utilisée par Fermat (1601-1665) sous la forme suivante : Pour montrer qu'une
propriété P est vraie pour tout n, Fermat montre que si P est fausse pour un entier, alors elle est
fausse pour un entier strictement plus petit. Ce qui est impossible, car en itérant le procédé, on
construirait une suite strictement décroissante d'entiers. Cette méthode s'appelle principe de
descente infinie de Fermat. C'est une des premieres méthodes utilisées pour montrer qu'une
propriété est vraie pour tout entier, a une époque ou le principe de récurrence n'était pas encore
clairement formulé.

COROLLAIRE:
Toute partie de N non vide majorée admet un plus grand élément.

Démonstration :
O Soit A une partie non vide majorée. L'ensemble M de ses majorants est donc non vide. M étant
non vide admet un plus petit élément m.

si m =0, alors nécessairement A = {0} et 0 est le plus grand élément de A.

sim >0, alors m — 1 n'appartient pas a M, (puisque m est le plus petit élément de M), donc
m — 1 ne majore pas A. Il existe donc un élément a de A tel que :

m-l<a<m

Donc a = m, et comme m majore A, a est bien le plus grand élément de A.

3- La division euclidienne
La plupart des propriétés de Z développées dans le paragraphe Il reposent sur la division
euclidienne.

PROPOSITION (DIVISION EUCLIDIENNE) :
Soit a et b deux entiers (relatifs) tels que b soit strictement positif. Alors il existe un couple unique
(g, r) tels que :
a=bq+r
et0<r<b
g s'appelle le quotient, r s'appelle le reste.

Ainsi la division de 36 par 5 donne 7 comme quotient et 1 comme reste.

Démonstration :
Q Prouvons l'existence. Considérons d'abord le cas ol a > 0. Soit A I'ensemble des entiers naturels
g tels que a — bg > 0. A est non vide car 0 appartient a A. A est majoré par a. En effet :
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ge A=a>bgorbg>qcarb>1donca>q
A admet donc un plus grand élément g. g + 1 n'est donc pas elément de A. D'ou :
[ a—bq>0
a-b(g+1)<0
La quantité r = a — bq vérifie donc bien 0 <r <b.

< 0<a-bg<b

Sia <0, onapplique le résultat précédent a — a. 1l existe donc q et r tels que :
[—a:bq+r [a:b(—q)—r:b(—q—1)+b—r
0O<r<b ~|l0<b-r<b

Sir=0,a=b(-q) convient. Si r >0, — q— 1 est le quotient, b — r est le reste.

Une autre démonstration consiste & se placer dans R et & poser q = | % |ou| |désigne la partie

entiere (voir L1/REELS.PDF). On a donc g < % <Qg+1 etdonc gb <a<qgb+qg. Sion pose

r=a-qgb,ona:

a=bg+ret0<r<gq
Cependant, I'existence de la partie entiere repose sur un axiome de R, I'existence de la borne
supérieure, et il n'est pas trés élégant d'utiliser cet axiome pour traiter une question portant
uniquement sur les entiers.

Q Il reste a prouver l'unicité. Si l'on a:
[a:bq+r:bq'+r'
0<r<bet0O<r<b
alors :
b(a-q) = r'—ravec|r'—r| <b
donc |b(q—q)|<b
donc |q—q|<lcarb=0

donc |q—q'|:0etq:q'
donc onaaussir=r.

Lorsque r = 0, on dit que b divise a, et on note b | a.

Pour n entier non nul, on définit également une relation de congruence, reliant deux entiers a et b
ayant méme reste dans la division euclidienne par n :

a=bmodn<3dg,a=b+ngenja-b
ce qu'on note encore a = b [n], et ce qu'on dit a est congru a b modulo n. 1l s'agit d'une relation
d'équivalence, compatible avec la somme et le produit. Autrement dit :

[asbmodn [a+a'sb+b'modn

a'=b'modn = | aa'= bb' mod n

En effet :

a=bmodn , a=b+nq
a'sb'modnzﬂ(q’q)tEIque a=b+ng
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- [a+a':b+b'+n(q+q')sb+b'modn

aa'=bb'+n(bg' + gb'+ nqq’) =bb' mod n

EXEMPLE :
U On appelle sous-groupe G de Z, une partie non vide de Z telle que :
|:VX€G,V)/€G,X+yEG
VxeG,XxeG

On se propose de déterminer les sous-groupes de Z.
G = {0} est un exemple trivial de sous-groupe. Soit G un sous-groupe de Z, différent de {0}. On a:

)0eG
prendre x dans G et calculer x + (—X).

ii)sixeG,alorsVneZ nxeG
Il suffit de le montrer pour n élément de N. La propriété P(n) : nx € G est vérifiée pour n = 0 et
pour n = 1. Si elle est vraie pour n, elle est vraie pour n + 1, puisque (n + 1)x = nx + X, que nx et x
sont tous deux dans G et que G est stable pour la somme. Par récurrense, la propriété P(n) est vraie
pour tout entier.

ii)Ixe G, x>0
Prendre x non nul, et si x <0, prendre —x

iv) Soit m le plus petit élément strictement positif de G (qui existe puisque I'ensemble des
éléments de G strictement positifs est non vide d'aprés iii). Montrons que : V X € G, 3 q € Z tel que

x = gm. En effet, il existe g et r tels que : x =mqg + ravec 0 <r <m. Donc r = x — mqg. Or x est
élément de G, mq aussi (d'apres ii), donc r aussi. Or r est positif ou nul, et inférieur a m. m étant le
plus petit élément de G strictement positif, r est nécessairement nul.

Nous avons ainsi montré que G = {mq | q € Z}, ensemble noté mZ. Inversement, il n'est pas
difficile de voir que tout ensemble de la forme mZ est un sous-groupe de Z. Ainsi, les sous-groupes
de Z sont de la forme mZ.

L'étude des congruences est menée de maniére plus approfondie dans L2/ZSURNZ.PDF.

4- Bases de numération

On a I'habitude de noter les nombres a l'aide de 10 chiffres. En fait, le nombre 10 est arbitraire, et
I'on aurait pu choisir n'importe quel entier b supérieur ou égal a 2.

PROPOSITION
Soit b un entier supérieur ou égal a 2. Tout entier naturel n s'écrit en effet de maniére unique sous
la forme :

n=dp+dib +dob” + ... + dib*, avec 0 < di < b

Démonstration :

Q Montrons I'existence par récurrence :

Sin <b alors, on pose n = do.

Supposons la propriété vraie jusqu'a n — 1. Montrons-la pour n. On effectue la division euclidienne
de n par b. On an =bhq + dg avec dy < b. Par ailleurs, b > 2 = g < n donc on peut appliquer
I'hypothése de récurrence sur g en posant g = dy + dyb + ... + db* ™.
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QO Montrons l'unicité. Supposons que I'on ait :
N =do+dib + dob® + ... + db* = co + c1b + ... + cib¥
On peut obtenir le méme k dans les deux membres, quitte a rajouter des coefficients nuls a I'un des
membres. Supposons par I'absurde que les deux décompositions sont différentes. On peut supposer
dy # c, quitte a simplifier les termes de plus haut degré s'ils sont égaux. Supposons par exemple
di > ck. Onaalors :
do + dab + dob? + ... + dib* > dyb
et, en majorant co, ..., Cx g parb—1:
CotCb+...+cb<b—1+(b-1b+..+(b-1)b"" +cb
<b*—1+cbf=(cc+1)b* -1
< db*— 1 < dyb*
Les deux membres ne peuvent donc étre égaux.

Les bases les plus répandues sont :

la base 10 (nombres décimaux)

la base 2, avec les chiffres 0 et 1 (nombres binaires)

la base 16, avec les chiffres 0, 1, ..., 9, A, B, C, D, E, F (hombres hexadécimaux).
Les babyloniens, vers 2000 avant JC, utilisaient la base 60 qui a survécu jusqu'a nos jours a travers
les civilisations grecque, arabe et occidentale dans le format des heures, minutes, secondes et dans
les degrés, minutes, secondes d'angle.

Les algorithmes de calculs dans une base b sont identiques aux algorithmes décimaux, mais les
retenues se font a partir de b et non de 10.

EXEMPLES :
Pour distinguer les entiers exprimés en décimal et dans une base quelconque, on indique par un
indice la base non décimale dans laquelle s'effectue le développement.

U Convertir en base h = 16 I'entier décimal 1457 :
1457 =16x91+1
=16x (16 x5+11)+1
=5B1,

O Convertir en base b = 2 l'entier donné en base a = 7 par 2455,. Ci-dessous, on opére la
conversion directement sans passer par la base décimale :

2455, = 1226, x 2 car 15, =6 x 2
= (446, x 2 + 1) x 2 car12,=4x2+1et16,=6x2+1
=223, x23+2
= (111 x 2+ 1) x 22 + 2
= (40, x2+ 1) x 2* + 2% + 2 car11,=4 x 2
=20, x28+2°+ 2%+ 2

=10, x 2" +2*+23+2
=(Bx2+1)x2"+2°+2%+2
=2+ x282+2"+2°+ 2% +2
=29+28+2"+24+2%+2
=11100110104

Q Convertir en base b = 2 ou h = 16 I'entier décimal 125 624
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125 624 = 2% x 31406 = 2% x 15703
=23+ 2%, 15702 =23+ 2* « 7851
=28+ 2%+ 24,7850 = 2° + 2% + 2° x 3925
=28+ 2%+ 2542543924 =23+ 24+ 2%+ 27« 981
=22+ 2%+ 254274274080 =2+ 2 + 25+ 2" + 29 x 245
=28+ 20+ 25427+ 294+ 2% 244
=28+ 20425427+ 29+ 2«61
=28+ 20+ 25427+ 29+ 21 4+ 2 L 60
=28+ 20+ 25427+ 294+ 21 4+ 218 15
:23+24+25+27+29+211+213+213><14
=284 24+ 254274 2% 42 4 8 L 014 7
AR AN LR L R N S I L LV
=3 4 h 425427+ 29421 4 213 D14y 915 3
:23+24+25+27+29+211+213+214+215+216
=11110 1010 1011 10004
=1 EABS,

O Voici maintenant un exemple d'addition directement en base h = 16.
14EDy,
+ 27F

=176Cy

Il: L'anneau Z

1- Diviseurs communs, PGCD

On appelle diviseur commun de deux entiers non nuls a et b un nombre d tel que d divise a et d
divise b. On s'intéresse en particulier au plus grand d'entre eux, le PGCD (plus grand commun
diviseur), et on le note PGCD(a, b) ou a A b. Cette notion intervient couramment quand on cherche
a simplifier une fraction rationnelle. 1l est en effet avantageux de diviser numérateur et
dénominateur par leur PGCD.

A noter que les Grecs se posaient un probléeme comparable pour des grandeurs quelconques. Le
probléme était le suivant : étant données deux grandeurs A et B (longueurs, aires, mais aussi
entiers), trouver une quantité X dite mesure commune a A et B, i.e. trouver X tel que A et B soient
des multiples entiers de X. A I'époque pythagoricienne (VI°™ siécle avant J.C.) I'existence de X ne
faisait pas de doute. Un algorithme pour trouver X existait probablement déja. 1l est clairement
expose dans les Eléments d'Euclide (315-255 avant J.C.) :

Si A > B, retrancher B de A autant de fois que possible.
S'il reste une quantité R a A, recommencer sur B et R.
S'il ne reste rien, X est la plus petite des deux quantités considérées.

Pour des quantités A et B quelconques, on peut se poser la question de savoir si I'algorithme se
termine. Si oui, les quantités A et B sont dites commensurables (Aujourdhui, on dirait A/B est
rationnel), sinon, elles sont incommensurables (A/B est irrationnel). La découverte de grandeur
incommensurable a été un evénement marquant des mathématiques grecques. Prenons par exemple

le cas de /2.
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C

Prenons un petit carré de coté c et de diagonale d, et construisons un grand carré dont le cété a pour
longueur C = d + ¢. Soit D sa diagonale. On a :

C=c+d

D=2c+d (car D? = 2C? = 2¢? + 4cd + 2d% = (2¢ + d)? puisque d? = 2¢?)
On va chercher la mesure commune a A =C + D et a B = C. On voit que C va deux fois dans C + D.
Donc le premier quotient est égal a 2. Le premier reste R est ¢ car :

R=C+D-2C=D-C=c

On est donc maintenant amené a comparer B = C et R = ¢, c'est-a-dire ¢ + d et c. Ainsi, ayant fait
I'opération une fois sur C + D et C, on trouve pour quotient 2, et les deux nouvelles quantités a
considérer sont ¢ +d et c. On se retrouve dans la méme situation car, par homothétie, les deux
rapports sont égaux. Par conséquent, les quotients successifs valent tous 2, jusqu'a I'infini. Ceci
démontre que le rapport est irrationnel.

PROPOSITION
Pour deux entiers non nuls, I'algorithme d'Euclide se termine nécessairement et donne le PGCD.

Démonstration :

O Soient deux entiers strictement positifs a et b. L'algorithme d'Euclide consiste successivement a
diviser a par b, puis b par le reste obtenu précédemment, puis les deux restes entre eux, etc....
Commencons par un exemple. Pour a = 1236 et b = 96, on obtient successivement :

1236 96 1236 =96 x 12 + 84
96 84 96 =84 +12
84 12 84=12x7

Sur cet exemple, on observe bien que la mesure commune a 1236 et 96 est 12. 12 est le PGCD
cherché.

Plus généralement :
Soit a et b deux entiers, a > b > 0. On a, par divisions euclidiennes successives :

a=bg+tn avec0<r <b
b=rng+r; avec0<r,<n
r=ryQs+rs avec0<rz<rn

-1 = MOn+1 T M+ avec 0 < <ry



jusqu'a obtenir un reste nul (par exemple rn.;). Lalgorithme est nécessairement fini, sinon (r,)
formerait une suite strictement décroissante d'entiers positifs ou nuls, ce qu'on sait impossible.
Montrons que le dernier reste calculé r, est le PGCD :

O r, divise a et b. En effet, r, divise r, 3 puisqu'on a rps+1 = 0. 1l se divise également lui-méme. Par
récurrence descendante, si 1 divise rp+y et rp, il divise rp1 (Car rp-1 = rpQp+1 + rp+1). Donc ry, divise ry
et ry, puis ry et b, puis a et b.

QO Un diviseur d commun a a et b divise également ry (car ry = a — bqs). Il divise également r, (car
r, = b —riqp). Par récurrence ascendante, si d divise 1 et rp, il divise ry.1 (Car rps1 = o1 — Qo+1lp).
d divise donc rp,.

Ainsi, ry est un diviseur commun a a et a b, et tout diviseur commun a a et b divise rp. r, est le plus
grand diviseur commun de a et b, au sens de la relation d'ordre de divisibilité.

L'algorithme est le suivant. La fonction mod (mod pour modulo) donne le reste de la division
euclidienne. Dans cet algorithme, la propriété PGCD(A,B) = PGCD(AO, B0O) est conservée en
permanence au début de chaque itération et s'appelle invariant de boucle :

lire(A,B) # A =A0, B =B0,
# A0 et BO valeurs initiales.
# PGCD(A,B) = PGCD(A0,B0)

tant que B = O faire # invariant de boucle : PGCD(A0,B0) = PGCD(A,B)
R« AmodB #PGCD(A0,B0)=PGCD(A,B) = PGCD(B,R) car (A, B) et (B, R) ont
#  mémes diviseurs communs donc méme PGCD

A« B # PGCD(A0,B0) = PGCD(A,R)
B« R # PGCD(A0,B0) = PGCD(A,B)
fin faire # On quitte la boucle quand B = 0 donc

# quand PGCD(A0,B0) = PGCD(A,B) = A
resultat < A

Si d =1, on dit que a et b sont premiers entre eux, ce qu'on note a A b = 1. On peut également
définir le PGCD de n nombres. Si celui-ci vaut 1, ces nombres sont dits premiers entre eux dans
leur ensemble. Par exemple, 6, 10, 15 sont premiers entre eux dans leur ensemble, mais ne le sont
pas deux a deux.

2- Egalité de Bézout
PROPOSITION

(i) Soit a et b deux entiers non nuls de PGDC d. Alors il existe x et y entiers tels que :

ax+by=d

(ii) La condition nécessaire et suffisante pour que a et b soient premiers entre eux est qu'il
existe x et y tels que ax + by = 1.

(iii) Si ay, ay, ..., a, sont n entiers non nuls de PGCD d,, il existe xq, X2, ..., X, tels que :

aiXg + ...+ anXy, =d,

En particulier, ay, ..., a, sont premiers entre eux dans leur ensemble si et seulement si il existe X1, X2,
.., Xp tels que a;x; + ... + anXp = 1.

Démonstration :
Q (i) On applique l'algorithme d'Euclide sur a et b de fagon que, pour tout p :
M1 = MpQp+1 + Mp+1
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jusqu'a obtenir un reste nul. (rp) est la suite des restes, (qp) celle des quotients.
On part de :

axl+bx0=a delaformeax ;+by;=rjavecr;=a
ax0+bx1=Db de la forme axo + byo =rpavecro=b
a-bqi=n de laforme ax; + by; =y

Silona:

aXp1+ byp1=rpy
axp +thy, =rp
on retranche ¢+ fois la deuxieme de la premiere pour obtenir :
aXp+1 + DYpe1 = Mpaa
avec Mps1 = o1 — Qpe1lp
Xp+1 = Xp-1 = Qp+1%p
Yp+1 = Yp-1 — Qp+1Yp
Si l'on définit les vecteurs W, = (rp, Xp, Yp) avec W1 = (a, 1, 0) et Wo = (b, O, 1) alors, les trois
égalités précédentes s'interprétent vectoriellement par :
Wpi1 = Wp1 — QpraWp
Le dernier reste non nul r, donne le PGCD d, et on a alors ax, + by, = r, = d comme désire.

Q (ii) En particulier, si deux entiers a et b sont premiers entre eux, alors d = 1 et il existe x et y tels
que ax + by = 1.

Réciproquement, si cette relation est vérifiée, alors tout diviseur positif de a et b divise ax + by donc
divise 1 donc vaut 1, donc le PGCD de a et b est 1, et a et b sont premiers entre eux.

Dans le cas général, on remarquera que, si on pose a = da' et b = db’, alors a' et b' sont premiers
entre eux. En effet, I'identité de Bézout donne ax + by = d, donc da'x + db'y =d donc a'x + b'y = 1.

Q (iii) On procéde par récurrence sur n. Le (i) prouve la relation pour n = 2. Supposons la relation
veérifiée au rang n — 1, pour n > 2. Soit d, ; le PGCD de ay, ..., a,_1. Remarquons que d, est le PGCD
de dn; et de a,. En effet :

Tout diviseur de a, ..., a, divise ay, ..., a1 et divise a,, donc divise d,_; et an.

Tout diviseur de d, 1 et a, divise ay, ..., a, 1 et divise a,, donc divise a, ..., an.
Les diviseurs de (d, 1, an) étant les mémes que les diviseurs de (ay, ..., an), leur PGCD respectif est
le méme.
Par conséquent, il existe x et y tels que d, 1x + any = d,, d'aprés le (i), et il existe yy, ..., yn1 tels que
a1y1 + ... + a, 1yn 1 = dy 1 d'apres I'nypothése de récurrence. Donc :

ary1X + ... + ap1yn1X + any = dy
et la relation est prouvée au rang n en prenant X; = Y1X, ..., Xn_1 = Yn_1X, Xn = Y.
Une autre démonstration est donnée dans le chapitre L2/ZSURNZ.PDF.
La fin de la proposition (iii) se montre comme le (ii).

EXEMPLES :
Qa=123eth=27:

1xa+0xb=123 [L1]

Oxa+1lxb=27 [L2] orl123=27x4+15
= a-4b=15 [Ls=L;—4L,] or27=15x1+12
= —a+5b=12 [Ls=L,—Ls] orl5=12x1+3
= 2a—-9b =3 [Ls = Ls— Lg]

dernier calcul puisque 3 divise 12.
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L'identité de Bézout est 2a — 9b = 3.

Qa=123eth=26:

1xa+0xh=123 [Ld]

Oxa+1xb=26 [L2] or 123 =26 x 4 + 19
=~ a-4b=19 [Ls = Ly — 4Ls] or26=19x1+7
—~  —a+5b=7 [Ls =L, — Ls] or19=7x2+5
—~  3a-14b=5 [Ls = Ls — 2L4] or7=5+2
=  —4a+19%=2 [Ls = Ls— Ls] or5=2x2+1
- 1la-52b=1 [L7 = Ls — 2Lg]

123 et 26 sont premiers entre eux et I'identité de Bézout correspondante est 11a — 52b = 1.

Qa; =143,a, =77 et a3 = 91.
On commence par traiter a; = 143 eta, = 77 :

1xa;+0xa,=143 [Ll]

Oxag+1xay=77 (L] or 143 = 77 + 66
= a;—a, =66 [L3:L1—L2] or77=66+11
= —a;+2a,=11 [L4:L2—L3]

Comme 11 divise 66, on a prouveé que 77 A 143 = 11 = d, avec l'identité de Bézout :
—ay+2a,=d,=11
On traite ensuite a3 =91 et d, =11 :

lxaz+0xd, =91 [Ll]

Oxas+1xdy=11 L] 0r91=11x8+3
a3—8d2:3 [L3:L1—8L2] orl1=3x3+2
—3&3+25d2:2 [L4:L2—3L3] or3=2+1
4&3—33d2: 1 [L5: L3—L4]

On a prouvé que PGCD(143, 77, 91) = 1. L'identité de Bézout correspondante est :
1=4a3—- 33d, = dasz — 33(— a + 23.2) = 33a; — 66a, + 4a3

Un algorithme de l'identité de Bézout est le suivant :
X1,Y1,X2,Y2 sont des entiers, coefficients utilisés dans deux lignes successives de calcul
R,Q sont des entiers, reste et quotient provisoires
Temp est un entier, variable temporaire de transfert

Les commentaires prouvent la validité de I'algorithme.

lire(A,B) # A = AO, B = B0, valeurs initiales
# PGCD(A0,B0) = PGCD(A,B)
Xl«1
Y1« 0 #A0.X1+B0.Y1=A
X2« 0
Y2« 1 #A0.X2 +B0.Y2=8B
tant que B = O faire # Les invariants de boucles sont :
# A0.X1+B0.Y1=A
# A0.X2 +B0.Y2=B
# PGCD(A0,B0) = PGCD(A,B)
R« AmodB
Q « A/lIB # on convient de noter ici par // le quotient de A par B
Temp « X1 #A0.X1+B0.Y1=AetTemp = X1
# A0.X2 + B0.Y2=B
X1 « X2 #A0.Temp + BO.Y1=A
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# A0.X1 +B0.Y2=B et X1=X2

X2 « Temp — X1*Q #A0.Temp + BO.Y1=A
# A0.X1 +B0.Y2 =B et X2 = Temp — X1.Q
# ce qui implique :
# A0.Temp + BO.Y1=A
# A0.X1+B0.Y2=B
#A0.X2 + A0.X1.Q +B0O.Y1=A

Temp « Y1 #Temp=Y1
# A0.X1+B0.Y2=B
# A0.X2 + A0.X1.Q + BO.Temp = A

Y1« Y2 #YL=Y2
# A0.X1+B0.Y1=B
# A0.X2 + A0.X1.Q + BO.Temp = A

Y2 « Temp - Y1*Q #Y2=Temp-Y1.Q
# A0.X1+B0.Y1=B
# A0.X2 + A0.X1.Q + B0.Y2 + BO.Y1.Q = A
# ce qui implique
#A0.X2+B0.Y2=A-B.Q=R
# PGCD(A0,B0) = PGCD(A,B) = PGCD(B,R)

A< B # A0.X1+B0.Y1=A
# A0.X2 +B0.Y2 =R
#PGCD(A0,B0) = PGCD(A,R)

B« R #A0.X1+B0.Y1=A
# A0.X2 +B0.Y2=B
# PGCD(A0,B0) = PGCD(A,B)

jusquaB =0 # lorsque B = 0, le PGCD est A.
On a hien obtenu les coefficients (X1, Y1) de I'égalité de Bézout

3- Le théoreme de Gauss

PROPOSITION
Soit trois entiers non nuls a,b et c tels que c | ab, et que c Aa=1. Alors c | b.

Démonstration :
Q) Puisque ¢ A a = 1, il existe x et y tels que ax + cy = 1 donc abx + bcy = b or 3 g, ab = cq donc
b = c(gx + by) donc c divise b.

COROLLAIRES
(i) Si on a une solution (x, y) a l'identité de Bézout relative a (a, b), comment s'obtiennent les
autres ? Soit a' tel que a =da' et b' tel que b =db’, avecd =a A b. Onaalors a' A b’ = 1. Soit (X, y')
une autre solution de l'identité de Bézout. On a:

[ax+by:d [a‘x+b'y:1

ax'+by' =d = ax'+by =1
= ax'—x)=b'(y-y).Donca |b'(y-y),ora Ab =1 donca'|y-y. Il existe donc k tel que
y =y +ka'. En remplacant dans I'égalité a'(x' — x) = b'(y — y"), on obtient x' = x + kb'. Les solutions
sont donc nécessairement de la forme x' = x + kb' et y' =y — ka', et réciproquement, de tels nombres
sont bien solutions car :
a(x +kb") +b(y —ka') =d

puisque ab' —ba' = d(a'b’' - b'a’) = 0.

Le raisonnement précedent appliqué a a = 123 =3 x 41l et b = 27 = 3 x 9 pour qui 2a—9b =3
donnera :
a(2+9k)—b(9+41k) =3
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(i)VneZ,anb=ana(b+na)
En effet, un diviseur commun a a et b est diviseur commun a a et b + na, et inversement. Donc le le
plus grand diviseur commun est le méme pour les deux membres. Cette régle permet parfois de
calculer le PGCD de deux nombres plus vite gu'avec l'algorithme d'Euclide. Par exemple, par
I'algorithme d'Euclide, on a :
144 A89=89AB55=55A34=34A21=21A13=13A8=8A5
=5A3=3nr2=2A1=1
alors que :
144 A 89 =89 A 34 obtenu en remplacant 144 par 2 x 89 — 144 = 34
=34 A 13 obtenu en remplacant 89 par 3 x 34 — 89 = 13
=13A 5  obtenuenremplacant 34 par 3x 13-34=5
=5A2 obtenu en remplagant 13 par 3 x5-13=2
=2A1 obtenu en remplacant5par5-2x2=1
=1
soit cing calculs au lieu de neuf.

..l aanb=1

("')[cdivisea =>cAb=1

En effet, il existe d tel que a = dc, et il existe u et v tel que :
aut+bv=1

donc cdu+bv=1

donc caAb=1

(vyichna=1=>aanb=ana(bc)

En effet, un diviseur commun de a et b est évidemment diviseur commun de a et bc. Inversement,

soit d diviseur commun de a et bc. On a, d'aprées la propriété précédente d A ¢ = 1. Or d divise bc. Il

résulte du théoreme de Gauss que d divise b. Ainsi a et b ont mémes diviseurs communs que a et bc

et donc méme PGCD. Cette regle permet également d'accélérer les calculs de PGCD. Par exemple :
144 A 89 = (4 x 36) A 89

or 4 A 89 =1 donc le PGCD cherché est égal a 36 A 89, 0ua9 A 89 =1.

(v) Si a est premier avec n nombres by, by, ..., by, alors a est premier avec leur produit
Par récurrence sur k, on a :
an bl...bk =1
Cette propriété est vraie pour k = 1. Soit k quelconque. Supposons que a A by...by = 1. Alors
a A by...bybgsr = a A by...by = 1 puisque a A by+; = 1 (en utilisant la régle (iv) ci-dessus).

(vi) Si a est divisible par by, by, ..., b, est que les b; sont premiers entre eux deux a deux, alors a
est divisible par le produit des b;.

a = byg; et donc b;q; est divisible par b,. Or by est premier avec b, donc b, divise g; d'apres le
théoreme de Gauss. Donc il existe g, tel que q; = b,(, et a = b;b,q,. Par récurrence, supposons que
a = bib,...bxgk. by+1 divise a donc divise bib,...byqk, mais by, est premier avec bib,...byx (d'apres v)
donc, dapres le théoreme de Gauss, by divise g donc il existe Qws1 tel que gk = byQk+1 et
a = bib,...bx+10k+1. On itére jusqu'a k = n.

(vilbac=1=aAbc=(aAb)x(anc)
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Soitd=aAbc,g=anbetr=anc. llexisteu,v,x,y tels que :

ax+hy=q

autcv=r
donc (ax + by)(au + cv) = qr = a(axu + xcv + byu) + becvy quantité de la forme aX + bcY. Donc gr
est un multiple de d car d divise aX + bcY.
Par ailleurs, q divise a et b, donc divise a et bc donc divise d. De méme, r divise d. Enfin, g est
premier avec r car un diviseur commun de g et r est aussi un diviseur commun de b (que divise q) et
de ¢ (que divise r), or b A ¢ = 1. Comme q et r divise d et sont premiers entre eux, qr divise d
(d'apres v ci-dessus).
Donc gr =d.

(viii) Si a et b sont premiers entre eux, alors, pour tout m et p, a" et b sont premiers entre eux.
a A b =1, donc en appliquant (v) sur p fois b, on obtient a A b® = 1, puis en appliquant m fois (v) sur
a, on obtient a™ A b? = 1.

On appelle nombre premier tout entier naturel strictement supérieur a 1, divisible uniqguement par
1 et par lui-méme. Les premiers entiers premiers sont :

2 357 11 13 17 19 23 29 31 37 41
Un nombre qui n'est pas premier est dit composé.

(ix) Si py, ..., pk sont des nombres premiers distincts, et si pini divise a, alors a est divisible par le
produit.

Le (ix) est une application directe du (vi), en remarquant que les pini sont premiers entre eux deux a
deux d'apres (viii).
Par exemple : 4 divise n et 9 divise n = 36 divise n.

(x) Si p est premier et ne divise pas a, alors p et a sont premiers entre eux.
Un diviseur commun a a et p est un diviseur de p, donc vaut 1 ou p. Or ce n'est pas p, donc c'est 1.

(xi) Si p est premier et divise un produit de facteurs, alors p divise I'un des facteurs.

Sinon, p serait premier avec chacun des facteurs, donc avec le produit d'aprés (v). Si on raisonne
modulo p (i.e. a un multiple entier de p pres), cela se traduit de la facon suivante : si un produit de
facteurs est nul modulo p premier, alors I'un des facteurs est nul modulo p. On cherchera un
exemple prouvant que ce résultat est faux si p n'est pas premier.

Voici une application qui généralise l'irrationalité de \/E Soit n entier. Alors \/ﬁ est soit irrationnel
(par exemple \/§ \/3 \/(_3 ...), soit entier (par exemple \/E \/2_5 )

En effet, si \/ﬁ est rationnel, égal a % avec % qu'on peut supposer irréductible, on a nb® = a% Or a est

premier avec b, donc (d'aprés viii) a® est premier avec b%. Mais b? divise a®>. Donc le PGCD de a? et
b? est égal d'une part & 1, d'autre part a b Ainsi b> = 1, n = a® et\/n est entier.

4- PPCM

On appelle multiple commun de deux entiers a et b un entier m qui est multiple de a et multiple de
b. On s'intéresse au plus petit d'entre eux, le PPCM (plus petit commun multiple). Le PPCM
intervient couramment quand on cherche & additionner deux rationnels. Il est intéressant de
minimiser le dénominateur final en prenant comme dénominateur commun le PPCM des
dénominateurs des deux fractions.
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PROPOSITION
Soit m le PPCM et d le PGCD de a et b. Alors ab = md.

Démonstration :

U Posons a = da', et b=db' avec a' A b' = 1. Posons m :%—b = da'h' = ab' = ba'. On a donc m

multiple communaacetab.
Soit maintenant n multiple de a et b. 1l existe x et y tels que :

n=ax=hy < n=dax=dby=ax=by
Ainsi, b' divise a’x. Or b' est premier avec a'. Donc b' divise x. Il existe donc q tel x = b'q donc
a'x=a'b'q donc n = da'b'qg = mqg. Donc tout multiple commun n de a et b est multiple de m. m est
bien le plus petit multiple commun.

Le PPCM de a et b est noté PPCM(a, b) ou a v b.

On notera que si a et b sont premiers entre eux, le PGCD vaut 1 et le PPCM vaut ab.

5- Les nombres premiers

PROPOSITION
Tout entier naturel supérieur strictement a 1 se décompose de maniére unique (& commutativité
pres) en le produit (éventuellement réduit a un seul terme) de nombres premiers.

Démonstration :
Q) Par récurrence : on suppose que tout entier inférieur ou égal a n se décompose en produits de
facteurs premiers (ce qui est vrai pour n < 2). Considérons n + 1.
Sin+ 1estpremier, alorsn+ 1 =n+ 1 est une décomposition.
Sinon,n+1=ab,avecl<a<n+1,etl<b<n+1 Lhypothése de récurrence s'applique
sur a et b, qui se décomposent donc en produits de facteurs premiers. Il en est donc de méme de
n+1.
O Montrons l'unicité de la décomposition. Si :

n i 51 Sn Ntm 4
P1 ...pn =P1 ...pn avec r; >0 ets; >0 (on compléte éventuellement les deux membres par
. A . r ..
des pi° pour avoir les mémes facteurs premiers dans les deux membres). p; * divise le membre de
. . . s s o C s r
droite, mais est premier avec pa, ..., p, donc avec p; %...pn ", donc, d'aprés le théoréme de Gauss, p; *

.. S . .. A
divise p; !, donc ry < s;. Symétriquement, s; < ry. Ainsi s; = r1, et de méme pour les autres
puissances.

PROPOSITION

Sia= plrl...pnrn eth= plsl...pnr”, ou les p;j sont des nombres premiers, alors :
le PGCD est égal a pltl...pnt”, ol t; = Min(s;, 7).
le PPCM est égal & p; ~...pa", oll t; = Max(s;, ).

Par exemple :
156 = 2% x 3 x 13
24=2%43

Donc IePGCDvaut22x3:12;156:12x13et24:12x2
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le PPCM vaut 2° x 3 x 13 =312 =156 x 2 = 24 x 13

La puissance de p intervenant dans la décomposition d'un nombre n s'appelle valuation p-adique de
n, votée vy(n). Les notations précedentes se traduisent donc sous la forme :

Vp(a A b) = Min(vp(a), vp(b)) pour tout facteur premier p

vp(@ v b) = Max(vp(a), vp(b))

Démonstration :

. t t . . . ..
0 Soit d = p; *...pn". Comme, pour tout i, t; < rj et t; < s;, il est clair que d divise a et b. Montrons
que c'est le plus grand diviseur. Considérons un diviseur q quelconque et décomposons-le en
Vp(@)

fac(t%urs premle(r)s Comme g divise a, pour tout nombre premier p, p divise q donc divise a, donc
V(g v, (a
p " divise p donc vy(q) < vp(a). De méme vy(q) < vy(b). Donc vy(q) < Min(vp(a), vp(b)) = vp(d).
Le méme raisonnement ayant lieu pour tout facteur premier p, on a g diviseur de d.
O Si m =PPCM(a, b), comme m = %b on a, pour tout p premier :

Vp(m) = vp(@) + vp(b) — vp(d) = vp(a) + vp(b) — Min(vp(a), vp(b)) = Max(vp(a), V(b))
comme on le vérifiera aisément

PROPOSITION
L'ensemble des nombres premiers est infini.

Démonstration :

O La démonstration est connue depuis Euclide. En effet, soit pi, ..., pp N nombres premiers.
Montrons qu'il en existe nécessairement un autre. On considéere la quantité p;p,...pn + 1. Soit g un
nombre premier divisant cette quantité. Alors g est nécessairement différent de tous les p;. Car s'il
existe i tel que g = pj, q divise pip,...p, d'une part, et divise pipz...pn + 1 d'autre part, donc divise la
différence 1, ce qui est impossible. Ainsi, la famille de nombres premiers ne peut étre finie.

On notera qu'il se peut que pipz...pn + 1 lui-méme soit premier. En fait, on ignore si la quantité
P1P2...pn + 1 prend une infinité de fois une valeur premiere, ou si elle prend une infinité de fois une
valeur non premiére. Par ailleurs, si p; = 2 et si on pose p, le plus petit premier diviseur de
P1P2-.-Pn1 + 1, on construit une suite infinie de nombres premiers distincts deux a deux . Voici les
premiers termes de la suite :
2,3,7,43,13,53,5,6221671, 38709183810571, 139, 2801, 11, 17,...
On conjecture que tous les nombres premiers apparaissent dans la liste ci-dessus. La méme
conjecture s'applique également a la variante suivante : on prend g; = 3 et on définit g, comme le
plus petit premier de la suite q10s...0n-1 — 1 dont les premiers termes sont :
3,2,5,29,11,7, 13, 37, 32222189, 131, 136013303998782209, 31, 197, 19, 157, 17...

Les démonstrations de l'infinitude des nombres premiers sont innombrables. En voici une autre,
datant de 1955 (preuve de Furstenberg®). Pour tout a et b entiers, notons a + bZ = {a + nb, n € Z}.
Pour tout entier n, I'ensemble des non-multiples de n est :

NM(@) ={m|nnedivisepasm}=(1+nZ)u(2+nZ)v..u(n—-1+nZ)

! Voir H. Furstenberg, On the infinitude of primes, Amer. Math. Monthly, 62:5 (1955), 353, et I. D. Mercer, On
Furstenberg's proof of the infinitude of primes, Amer. Math. Monthly, 116:4 (2009), 355-356.
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On note par ailleurs que, pour toute famille finie (ri) et (m), i € |, nj étant non nuls, () (ri + niZ) est

vide ou infinie. Car si x appartient & cette intersection, alors il en est de méme de tous les

x +k [ ni, k € Z. Supposons maintenant que la famille des nombres premiers soit une famille finie

iel
P. L'ensemble Q NM(p) est constituée des entiers multiples d'aucun nombre premier. Il s'agit donc
simplement de I'ensemble constitué des deux eléments {-1, 1}. Mais on a également :
p-1
QNMP) = Qi (k+pZ)

Or m est distributif par rapport a U de sorte qu'une intersection finie de réunion finie de k + pZ est

également une réunion finie d'une intersection finie de tels ensembles. Mais nous avons vu qu'une
telle intersection est vide ou infinie. Il en est a fortiori de méme pour la réunion qui, vide ou infinie,
ne peut en aucun cas étre égale a {-1, 1}.

Les records de nombres premiers sont (entre 1983 et 2024) :

286243 _ 1 qui posséde 25 962 chiffres (1983)
2132049 _ 1 qui posséde 39 751 chiffres (1984)
2216091 _ 1 qui posséde 65 050 chiffres (1985)
391581 x 2¥%19 _ 1 qui posséde 65 087 chiffres (1989)
2790839 _ 1 qui posséde 227 832 chiffres (1992)
2859438 _ 1 qui posséde 258 716 chiffres (1994)
2107181 _q qui posséde 378 632 chiffres (1996)
21398269 _ 1 qui posséde 420 921 chiffres (1996)
22976221 _q qui posséde 895 932 chiffres (1997)
23021317 _ 1 qui posséde 909 526 chiffres (1998)
20972593 _ 1 qui posséde 2 098 960 chiffres (1999)

13466917 _ 9 qui posséde 4 053 946 chiffres (2001)

20996011 _ 9 qui posséde 6 320 430 chiffres (2003)
224036383 _ qui posséde 7 235 733 chiifres (2004)
22964951 _ 9 qui posséde 7 816 230 chiffres (2005)
230402457 _ 9 qui posséde 9 152 052 chiffres (2005)
32582657 _ qui posséde 9 808 358 chiffres (2006)
243112609 _ 9 qui posséde 12 978 189 chiffres  (2008)
257885161 _ 9 qui posséde 17 425 170 chiffres  (2013)
274207281 _ 9 qui posséde 22 338 618 chiffres  (2016)
2191 _q qui posséde 23 249 425 chiffres  (2017)
282589933 _ 9 qui posséde 24 862 048 chiffres  (2018)
136279841 _ 9 qui posséde 41 024 320 chiffres  (2024)

Cette progression traduit a la fois les progres des algorithmes utilisés et des moyens de calculs. On
pourra consulter le site internet https://mwww.mersenne.org pour de plus amples renseignements. On
voit que la plupart de ces nombres sont de la forme 2" — 1. Ce sont les nombres de Mersenne, pour
lesquels Lucas a défini au XIXéme un algorithme efficace permettant de déterminer leur primalité.
Voir l'annexe 1.
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6- Le petit théoréme de Fermat

Il s'énonce comme suit :

THEOREME

Soit p premier et a non multiple de p. Alors a8”* = 1 mod p.

On rappelle que la notation x =y mod p signifie: 3k € Z, x =y + kp.
On peut aussi énoncer le théoreme de Fermat sous la forme suivante :

v a, a® =amod p.
Cette deuxieme formulation est équivalente a la premiére car a’ = a mod p signifie que p divise
a” —a et donc divise a(@”* — 1). Donc, si a est non multiple de p et donc premier avec lui, le
théoréme de Gauss permet de conclure que p divise a®* — 1.

Démonstration :
O La relation a® = a mod p se montre par exemple par récurrence sur a. Elle est vraie pour a = 1, et
si elle est vraie pour un nombre a, ona:

wrr-§ (Je-eea g0

k=0

Or (E) - b - 1)..|.((|p —k+1) est un entier donc k! divise p(p — 1)...(p — k + 1). Par ailleurs p > k

donc p ne divise aucun nombre inférieur ou égal a k, donc p est premier avec tous les nombres
inférieurs ou égaux a k donc p est premier avec leur produit k!. Puisque k! divise

p(p—1)...(p —k + 1) et que k! est premier avec p, k! divise (p — 1)...(p — k + 1). Donc (ﬁj =pxun
entier, donc (E) =0 mod p. Il en résulte que :
(@+1)P=a’+1modp=a+1modp en appliquant I'hypothese de récurrence.

On consultera I'annexe 111 sur les tests de primalité pour voir comment on utilise ce théoréme de
Fermat dans la recherche de nombres premiers.

[Il : L'anneau des polynémes KJ[X]

Les propriétés des polyndmes sont en tout point comparables a celles des entiers. C'est pour cette
raison que ce paragraphe a été placé dans le chapitre LL/ARITHMTQ.PDF et non dans le chapitre
L1/POLYNOME.PDF.

Rappelons qu'il existe une division euclidienne dans les polynémes (voir L1/POLYNOME.PDF) :
Soient A et B deux polyndmes tel que B = 0. Alors il existe un unique couple (Q, R) de polynémes
tels que :

A =BQ + R, deg(R) < deg(B)
Q est le quotient, R est le reste.

Cette division euclidienne permet de prouver les mémes propriétés arithmétiques que celles
montreées pour les entiers.
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1- Algorithme du calcul du PGCD
On cherche le polynéme plus grand diviseur commun a deux polynémes A et B, le plus grand
signifiant pour le moment de degré maximal. L'algorithme d'Euclide, appliqué a deux entiers, admet
une traduction pour les polyndmes. Cherchons le PGCD de X* + 2X* — X — 2 et de X? + 4X + 3. On
a:

X+ 2XP X —2= (X2 +4X +3)(X —2) +4X + 4

x2+4x+3:(4x+4)(§+%)

Le PGCD est donc 4X + 4, ou plutdét X + 1, I'nabitude étant de donner le polynéme normalisé ou
unitaire, i.e. celui dont le coefficient du terme de plus haut degré vaut 1. Prouvons que la démarche
suivie donne bien le PGCD. La démonstration pourra étre comparée avec ce qui se passe dans Z.

Soient A et B deux polyndmes. On a, par divisions euclidiennes successives :

A =BQ;+R; avec deg(R;) < deg(B)
B =RiQ;+R; avec deg(R2) < deg(R1)
R1=R,Q3 +R3 avec deg(Rs) < deg(R>)

Rn-1 = RnQn+1 + Rps1 avec deg(Rn+1) < deg(Rn)
jusqu'a obtenir un reste nul (par exemple Rps1). L'algorithme est nécessairement fini, sinon
(deg(Ry)) formerait une suite strictement décroissante d'entiers, ce qui est impossible. Le dernier
reste calculé R, est le PGCD. La démonstration est identique a celle des entiers.

Le PGCD est en fait défini a une constante non nulle multiplicative pres. On choisit donc le
polynéme unitaire correspondant. Le qualificatif de plus grand s'applique non seulement au sens de
diviseur commun de plus haut degré mais également aussi au sens de diviseur commun multiple de
tout autre diviseur commun, comme pour les entiers.

Si D =1, on dit que A et B sont premiers entre eux. On peut également définir le PGCD de n
polynémes. Si celui-ci vaut 1, ces polyndmes sont dits premiers entre eux dans leur ensemble.
C'est le cas par exemple de (X + 1)(X + 2), (X + 1)(X + 3), (X + 2)(X + 3).

On appelle polynéme irréductible tout polyndme de degré supérieur ou égal a 1, divisible
uniqguement par 1 et par lui-méme (a une constante multiplicative pres). Les polyndmes
irréductibles jouent dans K[X] le méme role que les nombres premiers dans Z.

2- Egalité de Bézout
Il existe une identité de Bezout en tout point comparable a celle des entiers.

PROPOSITION

(i) Soit A et B deux polynomes. Il existe P et Q polyndmes tels que :

AP+BQ=D

ou D est le PGCD de A et B.

(if) La condition nécessaire et suffisante pour que A et B soient premiers entre eux est qu'il
existe P et Q tels que AP + BQ = 1.

(iii) Si Az, Ay, ..., A, sont n polynémes de PGCD Dy, il existe des polyndmes Py, Py, ..., Py
tels que :

A]_P]_ + ...+ AnPn = Dn
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En particulier, Ay, ..., A, sont premiers entre eux dans leur ensemble si et seulement si il existe Py,
P2, ..., Pntels que APy + ... + AP = 1.

On remarquera que, si on pose A = DA'et B = DB', alors A’ et B' sont premiers entre eux.

Il suffit de reprendre la démonstration donnée dans Z, qui s'adapte mot a mot.

EXEMPLE :
Q A=X'+X3_2X+1etB=X?+X+1.0na:
Lo A+0B=X*+X3_2X+1

Ly OA+B=X’+X+1 or X*+X3-2X+1 = (X2+X+1)(X*-1) — X + 2
L, A-(X*-1)B=-X+2 or X2+ X+1 =(-X+2)(-X-3) + 7
Lz  (X+3)A-(X*+3X*-X-4)B=7

On afait :

L, = Lo— (X*— 1)Ly
L3: Ll—(—X—S)Lz
Les deux polyndémes sont premiers entre eux (en divisant I'égalité Lz par 7).

3- Le théoreme de Gauss

PROPOSITION
Soit trois polyndmes A,B et C tels que C divise le produit AB, et que C soit premier avec A. Alors C
divise B.

Démonstration :
Q Identique aux entiers. On peut la rappeler rapidement : il existe P et Q tels que AP + CQ =1 donc
ABP + BCQ = B. On voit alors facilement que C divise le premier membre, donc divise B.

Tous les corollaires énoncés dans le cas des entiers s'appliquent ici. Citons par exemple :

(i) Si A est premier avec n polynémes By, By, ..., By, alors A est premier avec leur produit.

(ii) Si A est divisible par By, By, ..., B, est que les B; sont premiers entre eux deux a deux,
alors A est divisible par le produit des B;.

(i) Si Py, ..., Py sont des polyndmes irréductibles distincts, et si P divise A, alors A est
divisible par le produit.

(iv) Si P est irréductible et ne divise pas A, alors P et A sont premiers entre eux.

(v) Si P est irréductible et divise un produit de facteurs, alors P divise I'un des facteurs.

Voici une application de ce qui précede :

PROPOSITION

Soit P un polynéme non nul de degré n. Alors le nombre de ses racines, comptées avec leur ordre de
multiplicité est inférieur ou égal a n.

Démonstration :

O Notons les racines a;, de multiplicité k;. Alors P est divisible par (X — a;) '. Or ces facteurs sont
premiers entre eux deux a deux. Donc P est divisible par le produit. Le degré du produit ne pouvant
excéder le degré de P, on en déduit que la somme des k; est inférieure ou égale au degré de P.

COROLLAIRE
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Soit P un polynéme de degré inférieur ou égal a n, et admettant plus de n racines. Alors P est nul.

COROLLAIRE
Soit P un polyndme a coefficients dans un sous-corps de C. Alors, si la fonction polynomiale

associée a P est identiquement nulle, P a tous ses coefficients nuls.

Démonstration :
Q Si la fonction polynomiale est nulle, elle admet une infinité de racines. Le polynbme ne peut
donc qu'étre nul.

4- Les polyndmes irréductibles
On rappelle qu'on nomme polyndéme irréductible tout polyndme de degré supérieur ou égal a 1,
divisible uniquement par 1 et par lui-méme (& une constante multiplicative pres). Voici des
exemples de polynémes irréductibles :

Dans C[X] : X -2, X +1i

Dans R[X]: X -2, X?+1

Dans Q[X] : X -2, X*+ 1, X* -2
On voit que la condition d'irréductibilité dépend du corps sur lequel on travaille. X? + 1 est
irréductible sur R ou Q_mais ne l'est pas sur C. X* — 2 est irréductible sur Q_(car /2 est
irrationnel), mais ne I'est pas dans R. Dans C, les polynémes irréductibles sont de degré 1. C'est le
théoreme de D'Alembert.

PROPOSITION

Tout polyndme unitaire de degré supérieur ou égal a 1 se décompose de maniére unigue (a
commutativité pres) en produit (éventuellement réduit a un seul terme) de polynémes irréductibles
unitaires.

Démonstration :

Q Elle peut se faire par récurrence sur le degré du polynéme, d'une facon analogue a celle des
entiers. On peut aussi procéder comme suit. Soit E I'ensemble des polyndmes n'admettant pas de
décomposition. Nous voulons montrer que E est vide. Raisonnons par I'aburde. S'il était non vide, il
y aurait un polynéme de plus petit degré A. Si A n'admet pour diviseur que 1 et lui-méme, A est
irreductible. A = A est une décomposition de A en facteurs premiers, ce qui est contraire a
I'nypothése. Donc A admet au moins deux diviseurs B et C. A étant de degré minimum dans E, B et
C ne sont pas éléments de E, et se décomposent donc en produit de facteurs irréductibles. Il en est
donc de méme de A qui est leut produit, ce qui conduit a une contradiction.

O Montrons l'unicité de la décomposition. On procéde comme pour les entiers. Si :
r r S S
P, L.P,"=P; . P, "avecr; >0
le théoréme de Gauss permet de dire que P, * divise le membre de droite, mais il est premier avec

. .. S . .. A
P,, ..., Ps, donc il divise P; %, donc ry <'s;. Symetriquement, s; < ry. Ainsi s; = ry, et de méme pour
les autres puissances.

SiA= Plrl...Pnrn etB= Plsl...Pns”, ou les P; sont des polyndmes irréductibles, alors le PGCD est égal
a PLL.Py" o0 u = Inf(s, r). Par exemple, le PGCD de (X-2)3X+1)° et de
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(X = 2)%(X + 1)*(X + 3) est égal & (X — 2)%(X + 1)? mais en général, on ne posséde pas d'algorithme
pour décomposer un polynéme en facteurs irréductibles. 1l est plus efficace de calculer le PGCD par
I'algorithme d'Euclide donné plus haut.

L'ensemble des polynémes irréductibles est infini. Une fois de plus, la démonstration est
parfaitement identique a celle de Z. En effet, soit Py, ..., P, n polyndémes irréductibles. Montrons

qu'il en existe nécessairement un autre. On considére la quantité P,P,...P, + 1. Soit Q un facteur
irréductible divisant cette quantité. Alors Q est nécessairement différent de tous les P;. Car si Q = P,
Q divise P1P,...P, d'une part, et divise P;P,...P, + 1 d'autre part, donc divise la différence 1, ce qui
est impossible.

5- PPCM

On appelle PPCM de A et B (respectivement de A;, Ay, ..., A,) le polynbme unitaire multiple
communaAetB (ouaAy, ..., Ay de plus bas degré.

SiA=P,L.P,"etB=P; . P," ol les P; sont des polynémes irréductibles, alors le PPCM est égal
a PL.P" ol t = Sup(s, r). Par exemple, le PPCM de (X—2%X+1) et de
(X = 2)%(X + 1)*(X + 3) est égal a (X — 2)3(X + 1)*(X + 3). On a également AB = MD, ou D est le
PGCD de A et B, et M le PPCM (Si les polynbmes ne sont pas unitaires, il y a une constante en
facteur). La démonstration est identique a celle des entiers.

Annexe | : Larecherche des grands nombres premiers, le test de Lucas

Nous avons vu que les plus grands nombres premiers connus sont de la forme 2% — 1. Ces nombres
sont appelés les nombres de Mersenne. D'une part, leur forme est adaptée au calcul sur ordinateur,
d'autre part, on dispose du test de Lucas qui permet de déterminer s'ils sont premiers ou non.

On remarque d'abord qu'il faut que g soit premier. En effet, si q = q102, avec 1 <q; <qetl<g,<gq,
alors 2% — 1 est divisible par 2™ — 1 et par 2*2 — 1. En effet, si on calcule modulo 2"* — 1, on a:
2" =1mod 2™ -1
= 2"2=1%-1mod2"-1
= 2°-1=0mod2" -1
De méme avec 22 — 1.

Cette condition n'est pas suffisante. 11 est premier, mais 2** — 1 = 2047 = 23 x 89. La primalité de
M3 était connue depuis 1461, celle de M7 et Myg depuis 1588. En 1640, Mersenne pensait que
Mis, M1z, Mg, M31, Mgz, M127 €t Mys7, étaient premiers. 1l se trompait sur Mg et Masy et il oublia
Me1, Mgg et Myp7. Euler montra en 1750 que Ms; (qui possede déja dix chiffres) est premier. Ce
nombre resta le plus grand nombre premier connu pendant plus d'un siécle. En 1876, Lucas mit au
point son test de primalité et prouva que Mg; n'était pas premier, mais ce nombre ne fut décomposé
en facteurs premiers qu'en 1903 sous la forme 193707721 x 761838257287. Ce calcul, invalidant
une conjecture de Mersenne vieille de 250 ans, ne demande aujourd'hui qu'une fraction de seconde
sur un simple ordinateur de bureau. La primalité de Mi,; fut prouvée par Lucas en 1876, celle de
Mez en 1883, celle de Mgy en 1911, celle de M1o7 en 1913. Mjy; est le plus grand nombre premier
connu avant l'invention des machines a calculer et des ordinateurs. Il posséde 39 chiffres. Lehmer
montra en 1927 que Mys; était décomposable, sa décomposition étant établie en 1980 seulement
sous la forme :

-23-



535006138814359 x

1155685395246619182673033 x

374550598501810936581776630096313181393

En 1878, Lucas écrivait au sujet de ce nombre :

Pour vérifier la derniére affirmation du P. Mersenne, sur le nombre supposé premier
2%7_1, et qui a soixante-dix-huit chiffres, il faudrait & I'humanité toute entiére, formée
de mille millions d'individus, calculant simultanément et sans interruption, un temps
supérieur a un nombre de siecles représenté par un nombre de vingt chiffres ; par notre
méthode, il suffit d'effectuer successivement les carrés de 250 nombres ayant 78
chiffres, au plus ; cette opération ne demanderait pas, a deux calculateurs habiles
controlant leurs opérations, plus de huit mois de travail.

Voici en quoi consiste le test de Lucas. On suppose g premier supérieur ou égal a 3. On pose
p = 29— 1. On définit la suite (Ln)ney Par :

Lo=4et Ly =L >—2modp
Le test de Lucas énonce que p est premier si et seulement si L, = 0 mod p.

EXEMPLE :

Q Pourq=7,p=2%-1=127 et les valeurs successives de la suite modulo 127 sont 4, 14, 67, 42,
111, 0. Donc 2" — 1 est premier.

Q Pour g =11, p =2%—-1 = 2047 et les valeurs successives de la suite modulo 2047 sont 4, 14, 194,
788, 701, 119, 1877, 240, 282, 1736. Donc 2'* — 1 n'est pas premier.

Nous nous contenterons de montrer que la condition énoncée par Lucas est nécessaire. On suppose
donc p et q premiers, g > 3. Montrons que le test est valide. On a une expression explicite de Ly, a

2n+1 B 2n+1
savoir (@j + (@@j , comme on pourra le vérifier par récurrence.

Notons que le petit théoréme de Fermat énonce que 2%* = 1 mod g, autrement dit, il existe m tel que
291 _1=gm. On aégalement 29 =p + 1 =1 mod p. Il en résulte que :

2P /2 = 921 2 9 2 1M mod p = 1 mod p
Admettons par ailleurs provisoirement que 3*"? = — 1 mod p et considérons L 1 :

L. = (3[2 + 3[6j2q .\ (5{2 —\[6)2'_ (\[2+:[6)P*L , (\2-[6)P+1
ol 2 2 L2 2
Développons cette expression. On obtient :

1 RH(p+l o 1 RE(p+l 41
Lq_lzwkzo( " )\/Eplk\/ék-l'zTI% c \/Eplk\/ék(il)k

:% Z(p:('l)\/épﬂ—k\/ék

k pai

g ey (p+1

=% om j 2023 6l en posant k = 2j
i=0
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(e,

T2 S\ 2
. (P2 (1

j=0

p+1

Orpour2<k<p-1,ona ( K )E 0 mod p. En effet, le facteur premier p apparait au numérateur

du coefficient binomial, et pas au dénominateur. Donc :
202 L1 =1+3""Y2 mod p
=1-3modp puisque nous avons admis que 3* 2 =_1 mod p
=-2modp
donc Lqi=-2modp  puisqu'au début de cette étude, nous avons vu que 2" =1 mod p.

Or L1 = Lgo* — 2, donc Lq»* = Ly y + 2 =0 mod p donc p divise Lq »* donc, p étant premier, p
divise Lq, et on a bien Ly > = 0 mod p. Nous avons donc montré que le test de Lucas est Vérifié.
Pour cela, nous avons admis que 3¢ =
p — 1 est divisible par 3. En effet :
p-1=29-2=(-1)*-2mod3=(-1)*+ 1 mod 3
or q est impair car premier supérieur ou égal a 3 donc :
p-1=-1+1=0mod3
p;_l est donc entier et nous pouvons donc considérer le polyndme X®" _ 1. Lorsqu'on effectue
les calculs sur les entiers modulo p, avec p premier, on obtient un corps dont les éléments (modulo
p) sont {0, 1,..., p— 1}. En effet, le fait que a non nul modulo p admet un inverse résulte de l'identité
de Bézout, car a n'est pas divisible par p et donc, p étant premier, a est premier avec p. 1l existe donc
b et m tel que ab + pm = 1 soit ab = 1 modulo p. a possede donc un inverse modulo p. Ce corps est
noté Z/pZ et fait l'objet d'une étude plus approfondie dans L2/ZSURNZ.PDF. Dans ce corps, le

— 1 mod p. Montrons cette propriété. Remarquons que

polyndme X® 13 _1 étant de degré p;—l admet au plus p;_l racines. Il reste donc au moins

p-1- p;_l éléments a en dehors de ces racines et du 0, vérifiant :

a#0modpeta®?+1modp
Posons b = a® ™" pour untel a. Ona:
b®=aPt=1modp encore d'apres le petit théoreme de Fermat
b®-1=0modp
= (b-1)(b*+b+1)=0modp
donc p divise (b — 1)(b* + b + 1), mais il ne divise pasb—1=aP® 1,
donc p étant premier, il divise nécessairement b? + b + 1
=  b?+b+1=0modp

= (2b + 1)>=-3 mod p il suffit de développer le membre de gauche
= —1=30Y2modp en élevant & la puissance impaire p;—l et en utilisant a

nouveau le petit théoréme de Fermat pour conclure que (2b + 1)** = 1 mod p, sachant que
2b+1#0 mod p puisque 3 # 0 mod p. CQFD
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Annexe Il : Les nombres parfaits

On appelle nombre parfait tout entier positif égal a la somme de ses diviseurs positifs autre que
lui-méme. Par exemple, 6 est parfait car 6 = 1 + 2 + 3. Le but de cet annexe est de decrire la forme
génerale des nombres parfaits pairs. Pour tout entier n positif, on note o(n) la somme de tous ses
diviseurs positifs. Ainsi, o(6) est égal a 12. Un nombre n est donc parfait si et seulement si
o(n) =2n.

On peut verifier que 28, 496 et 8128 sont d'autres nombres parfaits, et que 6, 28, 496 et 8128
peuvent tous s'écrire sous la forme 2"(2™* — 1), avec 2™* — 1 premier. A titre de curiosité, nous
indiquons que le cinquieme nombre parfait (découvert en 1456) est 33 550 336, et est également de
la forme précédente. Il n‘est pas difficile de montrer qu'un tel nombre est parfait. Ses diviseurs sont
en effet de la forme 25, 0 < k <n, ou bien 22" — 1), 0 <k < n. Il n'y en a pas d'autres si 2" — 1 est
premier. La somme de ces diviseurs vaut :
o"@™ 1) =1+2+ .. +2"+ (2" 1)+ 22" — 1) + ...+ 2"(2" - 1)

=(L+2+.. +2")A+2" 1)

— (2n+1 o 1)2n+1

=2 x 2"(2™1-1)
donc 2"(2"**-1) est parfait. Ce résultat, ainsi que la valeur des quatre premiers nombres parfaits, est
connu depuis Euclide.

Il a cependant fallu attendre Euler au XVIlleme pour voir établir la réciproque. Tous les nombres
parfaits pairs sont de cette forme. 1l n'y en a pas d'autres. Nous devons pour cela faire plusieurs
remarques préliminaires :

Mo =1+2+..+2"=2""1_1

(i) o(p) = p + 1 si et seulement si p est premier

(iii) Si m et n sont deux entiers premiers entre eux, alors o(mn) = o(m)c(n). En effet, les
diviseurs de mn sont de la forme uv avec u diviseur de m et v diviseur de n (pour le voir,
décomposer un tel diviseur en facteurs premiers et regrouper dans u les facteurs premiers diviseurs
de m et dans v les facteurs premiers divisant n) de sorte que :

o(mn)= > d= > uv=> ux> v=c(m)s(n)

dimn ujmetvin ujm vin

Considérons alors m = 2"k un nombre parfait, avec k impair. Notre but est de montrer que
k = 2" _ 1 et que k est premier. k étant impair est premier avec 2" de sorte que :

o(m) = o(k)o(2") = o(k)(2™* - 1)
Comme m est parfait, o(m) = 2m, et on a o(k)(2"** — 1) = 2m = 2™*k. Donc 2" divise o(k)(2"" — 1)
et est premier avec 2™ — 1 donc divise o(k). Il existe donc un entier t tel que :

o(k) = 2™t (a)

k=t(2""-1) (b)

Supposons t strictement supérieur a 1. k admet donc comme diviseurs au moins 1, t et lui-méme, de
sorte que o(k) est au moins égal & 1 + t + t(2"™* — 1) = t2"*! + 1 qui est strictement supérieur & 2"t
contredisant le (a).

Donc nécessairement, t = 1, k = 2" — 1, m = 2"(2""* - 1). Enfin o(k) = 2™* = k + 1, donc les seuls
diviseurs de k sont k et 1, donc k est premier. CDFD
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Si I'on connait parfaitement la forme des nombres parfaits pairs, on ignore actuellement si les
nombres parfaits pairs sont en nombre fini ou non. On ignore également s'il existe des nombres
parfaits impairs. On a démontré en 1976 qu'il n'existe aucun parfait impair inférieur & 10'%. Cette
limite a été portée & 10™°° en 1989, a 10°° en 1991, ..., et & 10°°® en 2010. S'il existe un nombre
parfait impair m, on sait qu'il se décompose en facteurs premiers comme produit de p* ou les
facteurs p sont au moins au nombre de 9, et ou tous les exposants k sont pairs sauf un qui est congru
a 1 modulo 4. Le nombre de facteurs, distincts ou non, est au moins égal a 101. Le plus grand
facteur premier est supérieur a 10%. L'une des puissances p* est supérieure a 10%2. Si m posséde n

facteurs premiers distincts, m est majoré par 2",

Annexe lll : Curiosités

1- Problémes de la factorisation des entiers

On ne connait pas d'algorithme efficace pour décomposer un entier n en facteurs premiers. La
recherche naive de diviseurs est un algorithme en O(\ﬁ) (i.e. le temps de calcul est majoré par une
constante x \ﬁ) qui est exponentiel en le nombre r de chiffres de n puisque n est de I'ordre de 10" et

O(\ﬁ) = 0(10"). Un tel algorithme prend plusieurs milliards d'années dés que n atteint une
centaine de chiffres. Certains algorithmes tres astucieux ont été développés pour déterminer un
diviseur de n. Citons par exemple la méthode rho de Pollard : on considére une fonction f définie
sur les entiers modulo n. On part de X, et I'on calcule les itérés xj.1 = f(X;), jusqu'a ce que le PGCD
de x; — Xi et de n soit non trivial. Cette méthode donne en général un diviseur p de n en un temps

O(\/B), et non O(\ﬁ). Au pire, pour un nombre non premier, l'algorithme est en 0(4\/?1). On connait
des algorithmes en O(exp(CA/r Inr)) pour un nombre n de r chiffres.

A titre d'exemple sur la difficulté de factoriser les grands entiers, le nombre suivant (RSA-250) de
250 chiffres n'a été factorisé qu'en 2020 :

21403246502407449612644230728393335630086147151447550177977549208814180234471401
36643345519095804679610992851872470914587687396261921557363047454770520805119056
49310668769159001975940569345745223058932597669747168173806936489469987157849497
5937497937

a savoir :

64135289477071580278790190170577389084825014742943447208116859632024532344630238
623598752668347708737661925585694639798853367

X
33372027594978156556226010605355114227940760344767554666784520987023841729210037
080257448673296881877565718986258036932062711

Mais le probléme reste ouvert pour le nombre RSA-260 constitue de 260 chiffres. (Voir
http://fr.wikipedia.org/Nombre%20RSA pour plus de précisions).

A l'inverse, comme le montre I'exemple de RSA-250, vérifier que le produit des deux entiers ci-
dessus redonne bien le nombre initial ne demande qu'une fraction de seconde avec un logiciel
permettant le calcul avec de grands entiers. Prouver qu'un nombre n est composé ne demande qu'une
multiplication. 1l suffit de donner deux nombres d; et d, supérieurs a 1 tels que d;d, = n. Mais on ne
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dispose daucune procédure efficace pour trouver d; et d,. On se trouve donc devant la siuation
suivante :

Si on se donne un entier n de plusieurs dizaines de chiffres, on est incapable en général d'en
donner un diviseur en un temps raisonnable. On ne connait pas d'algorithme qui donnerait un tel
diviseur en un temps qui serait une fonction polynomiale du nombre de chiffres de n. On ignore si
un tel algorithme existe.

Si on se donne n ainsi qu'un nombre d, il suffit d'une fraction de seconde pour tester si d
divise n. On peut montrer que le temps de calcul de la division est une fonction polynomiale du
nombre de chiffre de n.

On dit que le probléme de la factorisation de n est un probléme algorithmique de type NP (pour non
déterministe polynomial), ce qui signifie qu'un tirage au hasard chanceux du nombre d permettrait
de tester que n est composé en un temps qui soit une fonction polynomiale du nombre de chiffres de
n. Mais il n'existe aucune procédure efficace de déterminer un tel d et I'on ignore si ce probleme
algorithmique est de type P (pour déterministe polynomial), ce qui signifie qu'on ne connait pas a ce
jour d'algorithme en temps polynomial permettant de déterminer un tel d. La question de savoir si
les problemes de type NP sont en fait de type P est un probleme central de I'algorithmique. Elle fait
partie des sept problemes dits du millénaire par la fondation Clay qui offre une récompense d'un
million de dollars a qui saura la résoudre (voir http://www.claymath.org/millennium-problems/p-vs-np-
problem).

Un dernier exemple : le nombre de Fermat 228 + 1 n'est pas premier puisqu'on pourra vérifier en une
fraction de seconde que :
8
2% +1 = 1238926361552897 x
93461639715357977769163558199606896584051237541638188580280321
Cependant, la décomposition précédente n'a été trouvée qu'un 1981.

Voici un apercu de I'évolution de nos capacités de calcul :

e En 1874, on pensait impossible de factoriser les nombres d'une dizaine de chiffres, par exemple
8 616 460 799. Ce n'est qu'en 1925 qu'on le factorisa (96 079 x 89 681). Cette factorisation est
aujourd'hui instantanée sur un modeste ordinateur de bureau.

e Dans les années 1960, la factorisation des nombres de 25 chiffres semblait hors de portée. On
factorisa en 1970 un nombre de 39 chiffres.

e A la fin des années 1970, on s'attaque a des nombres de 80 chiffres. Le cap des 100 chiffres est
atteint en 1990. Le défi RSA-129, lancé en 1977 consistait a factoriser un nombre de 129
chiffres. Le temps de calcul était alors évalué a quelques millions d'années. Les progrés
algorithmique permirent d'atteindre le but en 1994. Le défi RSA-768 a été remporté en 2009,
mais comme nous l'avons vu, le défi plus modeste RSA-260 est encore a relever.

. 20 , . n
e On sait que le nombre de Fermat Fy = 2% + 1 est composé, mais on ne connait aucun de ses
facteurs. Il est possible qu'on n'en connaitra jamais aucun.

Le lecteur intéressé pourra se reporter au livre de Jean-Paul Delahaye, Merveilleux nombres
premiers, Belin (2000).

2- Un test probabiliste de primalité

Bien que ne sachant que difficilement factoriser un nombre d'une centaine de chiffres, on posséde
des algorithmes permettant de déterminer la primalité de nombres d'un millier de chiffres. Bien
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entendu, ces tests de primalité n'utilise pas la recherche de diviseurs, mais d'autres moyens plus
détournés. 1l existe également des tests probabilistes permettant de tester de maniere quasi-certaine
la primalité des nombres de quelques dizaines de milliers de chiffres. La plupart utilise le petit
théoreme de Fermat. Malheureusement, le théoreme de Fermat ne permet pas de tester si n est
premier, car certains nombres n vérifient la conclusion du théoréme de Fermat sans étre premier. Il
s'agit des nombres de Carmichael dont le plus petit est 561. On a donc affiné le théoreme de Fermat
de facon a obtenir une condition nécessaire et suffisante sur la primalité de n et pas seulement une
condition nécessaire. En voici un exemple :

Le test de Miller-Rabin :
Soit n un nombre impair. Posons n — 1 = 2°, avec t impair. Soit b premier avec n. On dit que b et n

passent le test si b'=1 mod n ou si il existe r, 0 < r < s tel que b*?" = 1 mod n. (Le théoreme de
Fermat énonce seulement que b™* = b= 1 mod n)

On prouve que, si n est premier, le test réussit pour tout b premier avec n, mais si n n'est pas

premier, le test échoue pour au moins % des nombres b. On choisit donc k nombres b au hasard. Si

I'un des tests échoue, on est certain que n est composé. Si le test réussit, alors n est premier avec une

probabilité d'erreur inférieure a ZlR soit %m si k = 30. La probabilité d'erreur est en fait certainement

encore plus faible. Pour b = 2, 3, 5 ou 7 seulement, le seul nombre composé n inférieur a 10** qui
passe le test est 3215031751. En outre, il a été prouvé que le test précédent serait déterministe (et
non plus probabiliste) en un temps de calcul O(In(n)?), & condition que la conjecture dite de
Riemann soit vérifiée. (Cette conjecture est aussi dotée d'un prix d'un million de dollars par la
fondation Clay).

La fonction isprime de certains logiciels tels MAPLE est un test probabiliste comparable a celui qui
vient d'étre exposé. Une réponse false assure que le nombre proposé n'est pas premier, mais l'aide de
MAPLE précise qu'une réponse true assure seulement que "n is very probably prime [...]. No
counter example is known and it has been conjectured that such a counter example must be
hundreds of digits long".

3- Les certificats de primalité
Un certificat de primalité est une donnée permettant d'assurer qu'un entier n est premier en temps de
calcul polynomial en le nombre de chiffres de n. Ce certificat est la donnée d'une liste (a, g1, a1, qz,
ay, ..., Ok, a) telle que les trois conditions suivantes soient vérifiées :

No1=qr g 2. g les g étant premiers

a"'=1modn

. —1)/q;

Vie{l, ..k} a" % % 1 modn

Pratt a montré en 1975 que ces conditions sont équivalentes a dire que n est premier. (Les gk

peuvent également étre accompagne de leur certificat s'il n‘apparait pas de fagon évidente qu'ils sont
premiers).

Ainsi, le nombre 28011962694190979003906251 est premier de facon certaine, son certificat étant
(2,2,1,3,24,5,18, 13, 1). En effet :
28011962694190979003906251 — 1 = 2 x 3% « 5'8 « 13
2"'=1modn
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2072 = 28011962694190979003906250 mod n = 1
2("DR = 11409189240457610488078453 mod n = 1
205 = 19149865221631627968481681 mod n = 1
2" D13 = 19033112994514288139538007 mod n = 1

Mais tout le probléme est de trouver la bonne liste. n étant donne, on tombe en effet sur le probleme
de décomposer n — 1 en facteurs premiers, probléeme dont nous avons souligné la difficulté plus
haut.

Un pas théorique extrémement important a été franchi en aolt 2002 par trois mathématiciens
Indiens, Agrawal, Kayal et Saxena qui ont mis au point un test de primalité déterministe dont le
temps de calcul est polynomial en le nombre de chiffres de n. Cette découverte a fait le tour de la
planete en peu de temps. Mais ce test est encore trop lent pour pouvoir étre mis efficacement en
pratique par rapport aux tests probabilistes.

4- Le polynéme de Jones

En 1976, Jones a explicité un polyndme des 26 variables entiéres positives ou nulles a, b, ..., z, dont
I'ensemble des valeurs positives coincide avec I'ensemble des nombres premiers. Le voici :
(k+2)[1 - (wz+h+j—q)° — [(gk+2g+k+1)(h+j) + h—2]°

— (2n+p+at+z—e)® — [16(k+1)*(k+2)(n+1)? + 1 — ]?

~ [€(e+2)(a+1)* + 1-0°)* — [(a*-1)y* + 1 - X’

— [16r%y*(@%-1) + 1 —u?)?

— [((a+u(u™-a))*~1)(n+4dy)” + 1 — (x+cu)’]” — [n+l+v—y]?

— [@-1)1? + 1 — m?)? — [ai+k+1-1-i]?

—[p + I(a-n-1) + b(2an+2a-n*-2n-2) — mJ*

~ [q+ y(a-p-1) + s(2ap + 2a - p> - 2p - 2) - x]

— [z + pl(a—p) + t(2ap — p* - 1) — pm]’]
Pour prouver qu'un nombre est premier, il suffit de donner les "bonnes" valeurs entiéres aux 26
variables, et de faire le calcul pour voir si on trouve bien le nombre premier en question?.
Malheureusement, ce resultat, trouvé en corollaire d'un probléme plus fondamental (le 10eme
probléme de Hilbert) n'a qu'un intérét théorique et nullement pratique, car le polynbme de Jones
n'est en fait qu'un codage extrément astucieux d'un critére fort peu efficace de primalité a savoir :
k + 2 est premier si et seulement si (k + 1)! + 1 =0 mod (k + 2) (théoréme de Wilson). Les nombres
intervenant dans ce polyndéme sont gigantesques. Ainsi, les valeurs des variables permettant
d'obtenir le nombre premier 2 sont-elles :

a =7901690358098896161685556879749949186326380713409290912

b=0
e =32,
f=17
g=0
h=2
i=0
j=5
k=0
=1

2 James P. Jones, Daihachiro Sato, Hideo Wada, Douglas Wien, Diophantine representation of the set of prime numbers,
Amer. Math. Monthly, 83:6 (1976), p.449-464.
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m = 7901690358098896161685556879749949186326380713409290912
n=2
0 = 8340353015645794683299462704812268882126086134656108363777
p=3
g=16
=1
=0
=15803380716197792323371113759499898372652761426818581821,
=1
X =1248734210305461237169554561999152273634980426253694047876630460
68861824030537771349337505905066959125291583487
y = 15803380716197792323371113759499898372652761426818581824
z=9
u et r sont trop grands pour étre affichés (et peut-étre méme calculés). Ils sont solutions de
I'équation :
6231032374774678375315487127485694881069777898489951862434007222130585
8194676925305194413689906975010766679814949029450382905632490521084141
7290621902135016282901929099490954840735339461508649159843345728224652
0615155424250771203904716541829646008407835639266837983050933901598992
2355433080757000533565286762919005360778364466495488 x r* —u” + 1 =0
c et d sont solutions d'une équation comparable. ® ©® ®

—~ W

= <

5- Les fractions de Conway et Guy

Dans le méme genre d'exploit loufoque, J.H. Conway et R.K. Guy, dans le livre The Book of
Numbers, (Springer-Verlag 1996), donne la curiosité suivante (“our best effort along these lines"
selon les auteurs). Considérons la suite de fractions qui suit :

17 78 19 23 29 77 95 77 1 11 13 15 15 55

91 8 51 38 33 29 23 19 17 13 11 14 2 1

A B C D E F G H I J K L MN
Démarrez avec une puissance de 2 de la forme 2P, ou p est premier, puis multipliez de fagon répétée
par la premiére fraction (en commencant par la gauche) qui fournira un résultat entier. Alors la
prochaine puissance de 2 que l'on obtiendra sera de la forme 2% ou g est le nombre premier immédiat
supérieur a p. Par exemple, en partant de 2, on obtient ainsi, en multipliant successivement par les
fractions M, N, E, F, K, A, etc... les nombres suivants :

2 —> 15— 825 > 725 — 1925 — 2275 — 425 — 390 — 330 — 290 —» 770 — 910 — 170

— 156 —» 132 —» 116 — 308 —» 364 — 68 — 4
avec 4 = 22 Si on continue, on obtiendra ensuite 23, puis 2° (sans jamais passer par 2%), etc...(Ne pas
partir de p trop grand car le programme est assez long a se terminer). Nous ne résistons pas a l'envie
de donner la suite des valeurs qui suivent 32 = 2°. On notera que I'on parvient & 128 = 2 sans jamais
étre passé par 64 = 2° 11 Le calcul analogue nous faisant passer de 2’ & 2'* prendrait six pages !!
© © ©

32 — 240 — 1800 — 13500 — 101250 — 759375 — 41765625 — 36703125 — 97453125
— 85640625 — 227390625 — 199828125 — 530578125 — 466265625 — 1238015625 —
1087953125 — 2888703125 — 3413921875 — 637765625 — 585243750 — 109331250 —
100327500 — 18742500 — 17199000 — 3213000 — 2948400 — 550800 — 505440 — 427680
— 375840 — 997920 — 876960 — 2328480 — 2046240 — 5433120 — 4774560 — 12677280 —
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11140640 — 29580320 — 34958560 — 6530720 — 5992896 — 1119552 — 417088 — 252448
— 1042720 — 631120 — 2606800 — 1577800 — 6517000 — 3944500 — 16292500 — 9861250
— 40731250 — 24653125 — 101828125 — 412671875 — 487703125 — 91109375 — 83606250
— 15618750 — 14332500 — 2677500 — 2457000 — 459000 — 421200 — 356400 — 313200 —
831600 — 730800 — 1940400 — 1705200 — 4527600 — 3978800 — 10564400 — 12485200 —
2332400 — 2140320 — 399840 — 366912 — 68544 — 25536 — 15456 — 63840 — 38640 —
159600 — 96600 — 399000 — 241500 — 997500 — 603750 — 2493750 — 1509375 — 6234375
— 25265625 — 22203125 — 58953125 — 69671875 — 13015625 — 11943750 — 2231250 —
2047500 — 382500 — 351000 — 297000 — 261000 — 693000 — 609000 — 1617000 —
1421000 — 3773000 — 4459000 — 833000 — 764400 — 142800 — 131040 — 24480 — 22464
— 19008 — 16704 — 44352 — 38976 — 103488 — 90944 — 241472 — 285376 — 53312 —
3136 — 3360 — 3600 — 27000 — 202500 — 1518750 — 11390625 — 626484375 — 550546875
— 1461796875 — 1284609375 — 3410859375 — 2997421875 — 7958671875 — 6993984375 —
18570234375 — 16319296875 — 43330546875 — 38078359375 — 101104609375 —
119487265625 — 22321796875 — 20483531250 — 3826593750 — 3511462500 — 655987500
— 601965000 — 112455000 — 103194000 — 19278000 — 17690400 — 3304800 — 3032640 —
2566080 — 2255040 — 5987520 — 5261760 — 13970880 — 12277440 — 32598720 —
28647360 — 76063680 — 66843840 — 177481920 — 155968960 — 414124480 — 489419840
— 91430080 — 83900544 — 15673728 — 5839232 — 3534272 — 14598080 — 8835680 —
36495200 — 22089200 — 91238000 — 55223000 — 228095000 — 138057500 — 570237500 —
345143750 — 1425593750 — 862859375 — 3563984375 — 14443515625 — 17069609375 —
3188828125 — 2926218750 — 546656250 — 501637500 — 93712500 — 85995000 — 16065000
— 14742000 — 2754000 — 2527200 — 2138400 — 1879200 — 4989600 — 4384800 —
11642400 — 10231200 — 27165600 — 23872800 — 63386400 — 55703200 — 147901600 —
174792800 — 32653600 — 29964480 — 5597760 — 5136768 — 959616 — 357504 — 216384
— 893760 — 540960 — 2234400 — 1352400 — 5586000 — 3381000 — 13965000 — 8452500
— 34912500 — 21131250 — 87281250 — 52828125 — 218203125 — 884296875 — 777109375
— 2063359375 — 2438515625 — 455546875 — 418031250 — 78093750 — 71662500 —
13387500 — 12285000 — 2295000 — 2106000 — 1782000 — 1566000 — 4158000 — 3654000
— 9702000 — 8526000 — 22638000 — 19894000 — 52822000 — 62426000 — 11662000 —
10701600 — 1999200 — 1834560 — 342720 — 314496 — 58752 — 21888 — 13248 — 54720 —
33120 — 136800 — 82800 — 342000 — 207000 — 855000 — 517500 — 2137500 — 1293750 —
5343750 — 3234375 — 13359375 — 54140625 — 47578125 — 126328125 — 111015625 —
294765625 — 348359375 — 65078125 — 59718750 — 11156250 — 10237500 — 1912500 —
1755000 — 1485000 — 1305000 — 3465000 — 3045000 — 8085000 — 7105000 — 18865000
— 22295000 — 4165000 — 3822000 — 714000 — 655200 — 122400 — 112320 — 95040 —
83520 — 221760 — 194880 — 517440 — 454720 — 1207360 — 1426880 — 266560 — 244608
— 45696 — 17024 — 10304 — 42560 — 25760 — 106400 — 64400 — 266000 — 161000 —
665000 — 402500 — 1662500 — 1006250 — 4156250 — 2515625 — 10390625 — 42109375 —
49765625 — 9296875 — 8531250 — 1593750 — 1462500 — 1237500 — 1087500 — 2887500
— 2537500 — 6737500 — 7962500 — 1487500 — 1365000 — 255000 — 234000 — 198000 —
174000 — 462000 — 406000 — 1078000 — 1274000 — 238000 — 218400 — 40800 — 37440 —
31680 — 27840 — 73920 — 64960 — 172480 — 203840 — 38080 — 34944 — 6528 — 2432 —
1472 — 6080 — 3680 — 15200 — 9200 — 38000 — 23000 — 95000 — 57500 — 237500 —
143750 — 593750 — 359375 — 1484375 — 6015625 — 7109375 — 1328125 — 1218750 —
1031250 — 906250 — 2406250 — 2843750 — 531250 — 487500 — 412500 — 362500 —
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962500 — 1137500 — 212500 — 195000 — 165000 — 145000 — 385000 — 455000 — 85000 —
78000 — 66000 — 58000 — 154000 — 182000 — 34000 — 31200 — 26400 — 23200 — 61600
— 72800 — 13600 — 12480 — 10560 — 9280 — 24640 — 29120 — 5440 — 4992 — 4224 —
3712 — 9856 — 11648 — 2176 — 128

Exercices

1- Enoncés
Exo.1) Soit b entier supérieur ou égal a 2 et (a,) la suite définie par :
ap=0,a;=1,et vV n, a2 =ban — a,
Montrer I'équivalence :
X —bxy +y*=1
y<X <:>E|n,y:an,X:an+]_
XxeN,ye N

Ex0.2) Soient a et b deux entiers naturels premiers entre eux et qi, ..., Oy la suite des quotients
intervenant dans le calcul du PGCD selon l'algorithme d'Euclide.

a) Montrerque%:q1+ 1 1
q2+... 1
On +
qn+1
b) On pose%:qﬁ 1 avecc A d=1. Montrerquead —bc=+1
q2+..a
EXEMPLE :
Prenons a = 123 et b = 26.
@:4+Q:4+i:4+ 1 =4+ 1 =4+ !
26 26 26 1+-L 1+2 1+—1
19 19 19 2+§
7 7
=4+ 1 =4+ 1 =4+ 1 =4+ 1
1+-L 1+—1 1+—1 1+— 1L
2+1 2+-1 2+—1 2+ —1
Z 1+Z 1+l 1+ 1
> > > 2+1
2 2
et §:4+ 11 =4+ 11 =4+ 11 =4+ 11
1+ 1+ 1+ 1+=
2+-1 2+1 2+2 8
141 3 3 3
2 2
cqe L _gpl_,,8_52
‘4+1+§‘4+;1'4+11 11
8 8

etonabien123x11-26x52=1
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Ex0.3) Résoudre dans Z? I'équation : 323x — 391y = 612.

Exo.4) Euler vous propose cet exercice : Quelqu'un achéte des chevaux et des boeufs. Il paie 31
écus par cheval et 20 ecus par boeuf, et il se trouve que les boeufs lui ont colté 7 écus de plus que
ne lui ont codté les chevaux. Combien cet homme a-t-il acheté de boeufs et de chevaux ?

Ex0.5) Soient n un entier strictement positif, m un entier quelconque, et p = m A n. Montrer que,
dans C, {exp(% IkeZ}= {exp(ﬂl‘r)]k—“) Ik e Z}.

Ex0.6) Soit m un entier strictement positif. Quel est le plus grand entier diviseur de deux termes
successifs de la suite (n*+ Mhex ?

Exo0.7) Soit x entier positif différent de 0 et 1. Soit p et q deux entiers de PGCD d. Montrer que le
PGCD de x" — 1 et X% — 1 est égal & x* — 1. De méme, dans K[X], le PGCD de X" — 1 et de X% — 1 est

xX4_1,

Ex0.8) Montrer que les nombres dont le développement dans une base b quelconque est de la forme
10101, 101010101, 1010101010101, etc... sont composés.

Ex0.9) Soita =Y a2“ etb =Y b, 2 la décomposition en base 2 de deux nombres a et b, les ay et
k=0 k>0

by valant 0 ou 1. On note :

a0b=3 min(ay, by 2
k>0
a<bo Vk ax< by
a) Montrerquea<b«<adb=a
b) Montrer que < est une relation d'ordre.
c) Montrerquec=adb«<c<aeta<a+b-c

Ex0.10) Soit n entier strictement positif. Déterminer un entier a tel que [a, a + n[ ne contienne
aucun nombre premier.

Exo.11) Prouver que PPCM(ay, ay, ..., an) = PGC&fZ'Ba” o) avec b; = _ala;...an. Cette formule
1, M2y, ...y Un i
VR ab
lise PPCM e e
géneralise PPCM(a, b) PGCD(a, b)

Ex0.12) A et B désignent des entiers ou des polyndmes. Que vaut le PGCD de A + B et de
PPCM(A, B) ?

Ex0.13) A et B désigne des entiers ou des polyndémes. Soit M = A v B. Montrer qu'il existe U et V
telsque M=UV avec U | A,V |BetU AV = 1. La décomposition est-elle unique ?
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Exo.14) A, B, C désignant des entiers ou des polynémes, montrer que :

a) AA(BvC)=(AAB)v (AAC)

b)Av(BAC)=(AvB)A(AvC)
ou A designe le PGCD et v désigne le PPCM. Ainsi, les deux opérateurs sont mutuellement
distributifs I'un par rapport a l'autre.

Exo0.15) Montrer qu'il existe une infinit¢ de nombres premiers de la forme 4n-1. Votre
démonstration vous permet-elle de montrer le méme résultat pour les nombres de la forme 4n +1 ?

Ex0.16) Soit ps1, pz, ... pr premiers distincts. On pose q; = P_1PS_&
|

a) Montrer que pp2...prA(Q1 + ... +q) =1
b) En déduire une autre démonstration de l'existence d'une infinité de nombres premiers
(Preuve de Metrod ou de Stieljes).

Ex0.17) Pour k variant de 1 a n, on pose by = k x n! + 1.

a) Montrer que : Vi#j, bj Abj=1.

b) En déduire une autre démonstration de l'existence d'une infinité de nombres premiers
(Preuve de Schorn).

Ex0.18) Soit n entier et r le nombre de nombres premiers intervenant dans la décomposition des
entiers compris entre 1 et 2". Autrement dit, tout entier compris entre 1 et n s'écrit sous la forme

ki ko Ky . i . .
P1 P2 “...pr  avec pi, Pz, ... Pr premiers distincts et ki, ..., ky entiers positifs ou nuls.
a) Prouver que, pour tout i, k; < n.
b) En déduire que 2" < (n + 1)".
c) En déduire une autre démonstration de I'existence d'une infinité de nombres premiers
(Preuve de Thue ou d'Auric)

Ex0.19) Pour tout n > 0, soit F, = 22" 41 (nombre de Fermat).
a) Montrer que, pour tout n > 0, F, divise 2F” -2.
b) Montrer que, pour tout n > 1, Fy = Fr 1% — 2F 1 + 2
c) Montrer que, pour tout n > 1, F, = FoF1F,...F 1 + 2
d) Montrer que, pour toutn<m, Fy AFp=1
e) En déduire qu'il existe une infinité de nombres premiers (preuve de Goldbach).

Ex0.20) Pour tout nombre entier strictement positif n, on pose s(n) = > d (somme des diviseurs
djn, 1<d<n

de n autres que n lui-méme). Deux nombres n et m sont dits amicaux si s(n) = m et s(m) = n. Ainsi,
220 et 284 sont amicaux car 220 est la somme des diviseurs 1, 2, 4, 71, 142 de 284, et 284 est la
somme des diviseurs 1, 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55, 110 de 220.

a) Montrer que, si a, b, ¢ sont des nombres premiers de la forme a = 3 x 2" — 1,
b=3x2"t—1letc=9x2*""1_1, alors 2"ab et 2"c sont amicaux (Thabit Ibn Qurra, IXéme).

b) Vérifier que le couple (220, 284) est de cette forme (Thabit Ibn Qurra), et qu'il en est de
méme de (17296, 18416) (Fermat) et de (9363584, 9437056) (Descartes). Ce sont les seuls couples
de nombres amicaux connus ayant la forme donnée.
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Ex0.21) Montrer que, pour tout m et n entiers naturels, 56786730 divise mn(m® — n®).

Ex0.22) Montrer que tout entier strictement positif m s'écrit de maniére unique m = a", ol a est un
entier qui ne peut lui-méme s'exprimer comme puissance supérieure ou égale a 2 d'un autre entier.
Par exemple, 64 s'écrira sous cette forme 2° mais non 4°.

3
Ex0.23) Montrer que, pour tout a élément de N*, la fraction ﬁi—;ﬁi—l est irréductible.

Ex0.24) Trouver un polyndme A de degré minimal, tel que A soit divisible par X* + 1 et A — 1 par
X3+ 1,

2- Solutions

Sol.1) Montrons par récurrence que la suite (a,) est strictement croissante. On a a; > ay, et Si
An+1 > Ap, alOrs an+2 = ban+1 — @n = 28p+1 — An > 28n+1 — An+1 = An+1.
Montrons par récurrence que : ¥ N, an1® — bansan + a,> = 1. C'est vrai pour n = 0, et si c'est vrai
pour n, alors :
an+2” — Dansz@net + net” = (ban+1 — an)2 —b(ban+1 — an)an+s + ane1”
= b%an+1® — 2bananss + an” — b?ans1® + bananst + ans1’
=—banans + an2 + an+12
=1
Donc, Si 'y = an, X = ans1, alors y < x et x* — bxy +y? = 1.
Réciproguement, soient x et y vérifiant y < x et x* — bxy + y* = 1. Montrons par récurrence sur y qu'il
existe n tel que y = a, et X = ans1. Si y = 0, alors x> — bxy + y* = 1 implique que x =1 et donc
(X, y) = (a1, ap). Si, maintenant, y > 1 et la proprieté demandée est vérifiée pour tout couple dont la
deuxiéme composante est inférieure ou égale ay — 1, alors considérons le couple (y, by —x). On a:
y2 —by(by — x) + (by — x)? = y* — b%y? + bxy + b%? — 2bxy + x* = y* —bxy + x* = 1
De plus 0 <by—x<y. En effet:

by —x<y
= bxy — x* < xy en multipliant par x non nul puisque x >y.
& Y -l<xy carbxy - x*=y* -1
& yYP<xy+l
qui est vrai car y <X.
Puis 0<by-x
= X < by

o x*<bxy=x?+y?—1quiest vraicary>0

On peut donc appliquer I'nypothése de récurrence au couple (y, by — x). Il existe n tel que
(y, by —x) = (an, an-1), donc y = a, et x = ba, — an.1 = an+1. Donc la relation demandée est vérifiée
pour le couple (X, y).

Sol.2)a)Ona:
a= bql +1r
b=riqa+r;

M1 = MNQk+1 t M1
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-1 = MQn+1

Onag:q1+ﬂ:q1+l:ql+ 1 , puis, par récurrence sur Kk :

b b b g+ 2

r ? r
a 1

_:q1+

b q2+... 1
Ok-1 +

g+

M1

jusgu'au rang k = n.

b) Considérons le rationnel & - qn + 1 _ GuOn*1 pour lequel gns1 A (QnQn+1 + 1) = 1, car un
n On+1 On+1

diviseur commun de Qn+1 €t qnQn+1 + 1 divise (gnQn+1 + 1) — QnQn+1 = 1. On a donc a = gnQn+1 + 1 €t

by = Gnet. SOt S8 = g, i.€. Cn = G, dn = 1. On aici :
n

andn —bpch =1
comme on le vérifie facilement. On procede ensuite par récurrence descendante sur k en posant :

%: + 1 %: + l
by Ok 1 "4, O«

Ok+1 + 1 Ok+1 T
qk+2+-.. 1 qk+2+..._
On + f

1

On+1

et on suppose que agdy — byck = £ 1, ax A by = 1, ¢k A dx = 1 (relation prouvée pour k = n). Montrons
que les relations restent vraiesau rangk — 1. On a:

Bt - Ok-1 + 1. k-1 + D Geadit b

k-1 Ak ak ak
by
Ci1 L1 + dk — QeaCic + di
= (k-1 = (k1 =
di1 Ck Ck Ck
dk

donc ax 1 = qx_1ax + by et b1 = ax qui sont bien premiers entre eux car :

a1 Abr = (Qaakth) Aak=bera=1
et de méme cx 1 = gk 1Ck + di et dx 1 = cx. Onaalors :

a1dic1 — braCier = (Querdk + bi)ck — a(QreaC + di) = bkek —ad =+ 1
On poursuit ainsi jusqu'a k = 1.

Sol.3)Ona:
323 x0+391x1=2391 Ly
323x1+391x0=323 L, or 391 =323 + 68
—323+391 =68 Ls=L;—L, 0or323=68x4+51
323x5-391x4 =51 Ly=L,—4L3 or68=51+17
—323x6+391x5=17 Ls=Ls— L4
et 17| 51, donc 323 A 391 = 17. Or 612 = 17 x 36. Une solution particuliere est donc, en multipliant
17 par 36 :

—323 x 216 + 391 x 180 =612
(X, y) Vérifie 323x — 391y = 612 si et seulement si :
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323 x (x +216) —391 x (y + 180) =0
& 19 x (x +216) —23 x (y +180) =0 en divisant par 17
& 19 x (x + 216) = 23 x (y + 180)
donc nécessairement, 19 divise 23 x (y + 180) donc 19 divise y + 180 car 19 A 23 =1. On adonc :
=—180 mod 19 = 10 mod 19
et 3k, y=10+ 19k
Si on reporte dans 19 x (x + 216) = 23 x (y + 180), on obtient :
19 x (x + 216) = 23 x (19k + 190)
& X+ 216 =23 x (k + 10)
S x =23k + 14
Les solutions sont donc (14 + 23k, 10 + 19k), k € Z.

Sol.4) Soit ¢ le nombre de chevaux acheté et b le nombre de boeufs. On a 31c + 7 = 20b. L'identité
de Bézout entre 31 et 20 est :

—9x31+14x20=1
donc, en multipliant par 7 :

—63x31+98x20=7=-31c+20b
donc (63-c¢)x31=(98-h)x20
Comme 31 divise (98 — b) x 20 et est premier avec 20, 31 divise 98 — b donc il existe k tel que
98 — b = 31k. Si on reporte dans la derniere équation, on obtient 63 — ¢ = 20k. Donc :

b =98 — 31k c =63 -20k
Comme b > 0, ¢ > 0, on doit prendre k < 3 (mais éventuellement négatif). Il y a donc
mathématiquement une infinité de solutions. Concretement, on peut supposer gque les animaux se
comptent en quelques unités, le plus vraisemblable étant obtenu pourk=3:b=5,¢c=3.

Sol.5) Comme m est un multiple de p, on a clairement exp(@) € {exp(z—ilcr)]k—7t |k € Z}.

Réciproquement, I'identité de Bézout donne I'existence de x et y entiers tels que xm + yn = p. Donc :
2ipk 2i(xm + yn)k
exp(_y) = exp(J_nLu)

= exp(ZXIKT) ¢ {exp@TKT | e 73

Sol.6) Utilisons le fait que, pour toutk,anb=a A (b +ka) :
M+m)A((n+1)>*+m)=n*+m)A(n*+2n+1+m)

=(n’>+m)A(2n+1)
= (4n® + 4m) A (2n + 1) cardA(2n+1)=1
=(4n>—(2n+ 1) +4m) A (2n + 1)
=(-4n+4m-1) A (2n+1)
=(-4n+2(2n+1)+4m-1) A (2n + 1)
=(@m+1)A(2n+1)

Le plus grand diviseur est 4m + 1, obtenu par exemple pour n = 2m.

Sol.7) Supposons par exemplep>q.0Ona:
P-—DAX-D=((x"-1)-xI"-1D) A (x*-1)
=(xP—x) A (xT-1)
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=xIP -1 A (x4-1)

=(xXPI-D)AXI-1) carxia@xi-1)=1
Ainsi, l'opération (p, q) — (p — g, q) sur les exposants de x laissent le PGCD invariant. En itérant la
soustraction par q, il en est de méme de I'opération (p, q) — (r, q), ou r est le reste de la division
euclidienne de p par g. Cela signifie qu'on peut appliquer sur les exposants (p, q) l'algorithme
d'Euclide tout en laissant le PGCD (x° — 1) A (x% — 1) invariant. Lorsque l'algorithme d'Euclide se
termine avec le couple d'exposants (d, d), oud =p A g, on obtient :

P-DA - =x"-1A x-1)=x-1

Sol.8) On a, pour tout n :
4n+2 2n+1 2n+1
2+ bt b + + an D71 _bTT -1 BT+
Lrorebieb ST T b1 bet

=(1+b+b?+b3+ .. +b™)(AL-b+b?—b*+.. +b""

Sol.9)a)adb=a< > min(a, b) 2= a2 V k, min(a, b) =ax= vk ax<by < a=<b
k>0 k>0

b) pas de difficulte.

c)Sic=a¢bavecc=> c, alors, pour tout k, ¢, = min(ay, bx) < ax donc ¢ < a. De plus :
k>0

a+b-c=Y (ac+bc—cy) 2¥
k>0
et I'égalité précédente donne la décomposition de a + b — ¢ en base 2 car, pour tout k, ax + by — ¢ est
égal a by ou ax selon que cx = ax ou by, donc vaut 0 ou 1. Comme ¢, < by, on a ax < a + by — ¢ donc
a<a+b-c.

Réciproguement, supposons c < aeta<a+b—c. Alors vV k, cy <acdonca—c= Y (ax—ci) 2% est
k>0

la décomposition en base 2 de a — ¢ car, pour tout k, ax — ¢, vaut 0 ou 1. Il s'agit maintenant d'étudier

la décomposition binaire de a + b — ¢ pour la comparer a celle de a. Montrer par récurrence sur k

que le calcul de (a — ¢) + b ne nécessite aucune retenue lors de I'addition des chiffres binaires de

a— c avec ceux de b. Supposons que la somme des k — 1 premiers chiffres binaires n‘aient pas donné

lieu a une retenue (ce qui est vrai pour k = 0 puisqu'alors, il n'y a pas de chiffre qui précédent ceux

de rang 0). Regardons ce qu'il en est lorsqu'on additionne ax — ¢k avec by.

Le cas ax = 0 et cx = 1 ne se produit pas car ¢y < a.

Siax=cx =0, alors ax — ¢, = 0. by peut étre quelconque, et il n'y a pas de retenue au rang k.

Siax=cx=1, alors ax — ¢k = 0. Il n'y a pas de retenue au rang k, le chiffre binaire de rang k de

(a—c) + b étant ax — cx + by = by, mais nécessairement by = 1 car la condition a < a + b — ¢ impose

alors que ax < by.

Siac=1,¢c=0ethby=0,il nya pas de retenue, le chiffre binaire de rang k de (a—c) + b étant

ax—Ck+be=1.

Siagk=1,ck=0cetbg=1,alors le calcul au rang k de la somme (a —c) + b donne ax — ¢k + by = 2, ce

qui conduira, dans la décomposition binaire de (a —c) + b a un chiffre binaire nul au rang k et une

retenue au rang k + 1. Mais ce cas est en contradiction avec a < a + b — ¢ car le chiffre binaire de

rang k de (a — c) + b, dont on vient de voir qu'il est nul, devrait étre supérieur ou égal a a, qui vaut 1.
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Ainsi, les seuls cas possibles sont, pour tout k :
ax = ¢k = 0 et by est quelconque
ak:ckzletbkzl
=1, ck:Oetbk:O
On constate que, pour tout k, ¢, = min(ay, by), ce qui donne bienc=a ¢ b.

Sol.10) Prendre a = (n + 1)! + 2. Alors, pour tout k variant de 2 an + 1, k divise (n + 1)! + k donc
tous les entiers entre a et a + n — 1 ont un diviseur strict. IIs ne sont donc pas premiers.

Sol.11) Prendre une décomposition en facteurs premiers py .

ai = 1;[ pkaki. ogi =0

Max(ayj, 1 <i<n)

PPCM(ay, ..., ay) = ];[ Pk
al-“an — H pkakl (an
k

_ OgpteF oYy —Oi
bi=]T p«
k

Min(ak1+...+akn—aki, 1<i<n)

PGCD@LNHM)=EIM

Max(ayj, 1 <i<n)

- gt oen
=11«
k

= a;...an/PPCM(ay, ..., an)

Sol.12) Le PGCD de A + B et de PPCM(A, B) est égal a PGCD(A, B). En effet, soit D = A A B, A’
etB'telsque A=DA,B=DB".Ona:

A'AB =1
A+B=D(A +B)
Av B =DAB'

Puis :

(A'+BYAAB' =1
car tout diviseur premier de A' + B' et A'B' divise I'un des facteurs de A'B', par exemple A'. Il divise
A' et A' + B' donc il divise B'. 1l divise A" et B' donc il divise 1. Il n'existe donc pas de tel diviseur
premier.
Onaalors:

PGCD(A+B,AvB)=D(A'"+B)ADAB'=D((A'"+B)AAB)=D

Sol.13) Posons A' et B' tels que A=DA',B=DB',D =A ABetdonc A'AB'=1. Alors M = DA'B".
Comme A' A B' =1, un facteur premier de D ou bien divise A' mais pas B', ou bien divise B' mais
pas A', ou bien ne divise ni A' ni B'. On regroupe ensemble les facteurs divisant A" avec A’ lui-
méme dans U, ceux divisant B' avec B' lui-méme dans V, et ceux ne divisant ni A' ni B'
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indifferemment dans U ou V. Il n'y a donc pas unicité en géneral, sauf si D = 1. Dans ce dernier cas
eneffet, onaM=AB=UVavecA=KU,B=LVdoncKL=1doncK=L=1,U=A,V=B.
EXEMPLE :
A =1260
B =1320
M = 27720
D=60=2°x3x5
A'=21
B'=22
On place le facteur 3 de D avec A', 2% avec B', et 5 indifféremment avec A’ ou B'. On a ainsi :
U=63
V =22 x 2° x 5 = 440
ou bien
U=63x5=315
V=22x2"=88

Sol.14) Posons D = A A B A C, A', B, C' tels que A = DA', B = DB', C = DC'. Remarquons que
A'AB'AC'=1, car un diviseur commun E de A', B', C' est tel DE est un diviseur commun de A, B
et C donc divise leur PGCD D donc DE = D donc E = 1. Posons X = B' A C, Y=A" A C,
Z=A'AB.OnaYAZ=A'AB'AC =1lorY|AetZ|A' donc YZ]|A' Il existe donc A" tel
que :

A=DA'=DYZA"
De méme, il existe B" et C" tels que :

B = DB'=DXZB"

C=DC'=DXYC"
Comme X = B' A D' = XZB" A XYC" = X(ZB" A YC"), on a ZB" A YC" = 1, et de méme
YA" AXB"=1 et ZA" A XC" = 1. En particulier A" A B" =1 et A" A X = 1, et de méme en
permutant circulairement les lettres. On a alors :
a) AAB=D(A'AB)=DZ

AAC=DY

(AAB)v (AAC)=DZvDY=DYZ carYAZ=1
puis Bv C=DX(ZB"v YC")=DXYZB"C" carZB"AYC"=1

AA(BvC)=DYZ(A"AXB"C")=DYZ car A"AX =1, A"AC"=1etA"AB"=1

donc A" A XB"C" =1

OnabienAA(BvC)=(AAB)v (AAC)
b) AvB=DZ(YA" v XB") =DXYZA"B" car YA"AXB"=1

A v C =DXYZA"C" de méme
(AvB)A(AvC)=DXYZA" car B"AC" =
puis BAC=DX car ZB" AYC"=1

Av (BAC)=D(YZA" v X) =DXYZA" car XAY=XAZ=XAA"=1
donc YZA" A X =1 donc YZA" v X = XYZA"
OnabienAv(BAC)=(AvB)A(AVv ()

Sol.15) On adapte la preuve de l'infinitude des nombres premiers. Soient p, ..., px des premiers
congrus a — 1 mod 4. Considérons le produit P =4 x py x p2 x ... x px — 1. Il est de la forme 4n — 1 et,
en raisonnant modulo 4, on voit qu'il ne peut étre produit de premiers uniquement de la forme
4n + 1 car un tel produit est lui-méme de la forme 4n + 1. Donc il admet au moins un diviseur
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premier q de la forme 4n — 1. g est différent de p1, pa, ..., Pk car si q est égal a I'un des p;, comme ¢
divise P, g diviserait aussi — 1. On a montré ainsi que, quelle que soit la collection finie de nombres
premiers congrus a —1 mod 4, on peut toujours trouver un nombre premier supplémentaire de la
méme forme.

Une démonstration pour les premiers de la forme 4n + 1 existe mais est beaucoup plus difficile.
D'une maniére générale, Dirichlet a prouvé en 1837 que toute suite arithmétique (an + b), avec
a A b =1, contenait une infinité de nombres premiers.

Sol.16) a) Soit p un diviseur premier de pip2...pr A (1 + ... + qr), S'il en existe. Comme p divise
p1p2...pr, il est égal a I'un d'entre eux, par exemple p =p;. p divise alors les g, pour i>2, car
gi = P1.--Pi-1Pi+1...pr. P divise donc la somme g, + ... + . Comme p divise aussi q; + ... + ¢, il divise
g1 = p2...pr Ce qui est absurde, car p = p; est différent de tous les facteurs p, ..., pr. Donc on a bien
Pip2.prA (G + ... +0r) = 1.

b) Pour toute collection finie de nombres premiers distincts ps, ..., pr, On peut toujours trouver un
nombre premier supplémentaire. Il suffit de prendre un facteur premier de g; + ... + Q.

Sol.17) a) Si p premier divisait b; et b;, alors p diviserait jb; — jb; = j — i, donc p < n, donc p | n!, et
comme il divise i x n! + 1, p diviserait 1.
Ou bien :

ixn+DA(xnt+)=(@Gxn+DA((-1D)xnHornt A(ixnt+1)=1
donc (ixnt+DA((-D)xn)=(ixnl+1)A(j-1) mais j — i < ndonc j — i divise n!
donc (ixn+DA(-D)=1A(-0)=1
b) Pour tout k variant de 1 a n, prendre un facteur premier pyx de by. Comme les by sont premiers
entre eux, les px sont distincts. On est donc capable, pour tout n, de trouver n facteurs premiers
distincts.

. ki k k ki ki
Sol.18) &) Pour tout i, 2" > p; 'pz Z..pr "= pi ' =2 donc ki < n.
b) Les nombres compris entre 1 et 2" sont définis la suite (ki, ..., k) intervenant dans leur
décomposition en facteurs premiers. Comme 0 < k; < n, il ya au plus (n + 1)" tels nombres.

c)Onadoncr > Inn(%r% qui tend vers I'infini quand n tend vers l'infini.

n n n
Sol.19) @) Ona2™—2 =22 _ 2 =2 (22° _1). Il suffit donc de montrer que F, divise 22 — 1.

n
Posons N = 2" et Q = 22" de sorte que 22° —1=2"°_ 1 et que Fy = 2V + 1. 2 + 1 est bien un
diviseur de 2M? — 1 car, en posant X = 2N ;
2V 1=X0- 1= (X + DX X2+ X+ L+ X 1) car Q est pair
b) Fo?— 2Fpq+2= (22 +1)2 2028 +1)+2
=27 42,27 1 2.2
=27 +1
=F,
c) Par récurrence, c'est vraipourn=1oun=2 (Fo=3,F1 =5=F¢ + 2, F, = 17 = FoF; + 2). Si C'est
vrai au rang n, alors :
FoFiFo...Fn + 2 = (FoF1Fo..Fh1 + 2)F, - 2F, + 2 = Fn2 —2F + 2 =Fnn
qui a été prouvé au b)
d) D'apres le ¢), Fn divise Fp — 2, donc Fn A Fa = Fpn A (Fn—2 4+ 2) = Fy A 2 = 1 car Fp, est impair.
e) Pour tout n, prendre p, nombre premier diviseur de F,. Tous les p, sont distincts d'aprés le d).
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Sol.20) a) Les diviseurs de 2"ab (y compris 2"ab) sont 1, 2, ..., 2", a, 2a, ..., 2"a, b, 2b, ..., 2"b, ab,
2ab, ..., 2"ab. Leur somme s(2"ab) + 2"ab vaut :

n
s(2"ab) + 2"ab = > 21 + a + b + ab)
k=0

=™ -1 +a)l+h)=(2"-1)x3x2"x3x 2"
— 9 % 22n—1 o (2n+l . 1)
Les diviseurs de 2"c sont 1, 2, ..., 2", ¢, 2c, ..., 2"c. Leur somme s(2"c) + 2"c vaut :

n
s(2c) +2"%c =Y 20 +¢) = (2" — 1) x 9 x 22"
k=0

Enfin :
2"ab+2c=2"x (9x 22" 3% 2"-3x 2" +1+9x 221 1)
=2"x (9x2°"—9x 2"}
=22 9% (2™ - 1)
=s(2"ab) + 2"ab = s(2"c) + 2"c
donc s(2"ab) = 2"c et s(2"c) = 2"ab.
b) 220 =2° x5 x 11 et 284 = 2> x 71. Prendren=2,a=11,b=5,¢c = 71.
17296 = 2* x 23 x 47 et 18416 = 2* x 1151. Prendre n =4, a = 47, b = 23, ¢ = 1151
9363584 = 2’ x 191 x 383 et 9437056 = 2’ x 73727. Prendre n = 7, a = 383, b = 191, ¢ = 73727.

Sol.21) On a la décomposition en facteurs premiers. 56786730 =2 x 3 x5 x 7 x 11 x 13 x 31 x 61. Il
suffit donc de montrer que mn(m® — n®) est divisible par chacun de ces nombres premiers p. C'est
évidemment le cas si p divise m ou n. Reste a traiter le cas ou ni m ni n ne sont divisibles par p.
Montrons alors que p divise m*®® — n®. Selon le théoréme de Fermat, pour tout entier x non divisible
par p, X" * =1 mod p. Or, pour p=2,3,5,7,11, 13,31, 61, p—1=1, 2, 4, 6, 10, 12, 30, 60. Dans
chaque cas, 60 est un multiple de p—1. Onadonc :

mP*=1modp d'apres le théoreme de Fermat
donc m*®*=1mod p en élevant I'égalité précédente a la puissance %
de méme, n®® = 1 mod p, donc p divise m*®® — n®.
La démonstration donne un moyen de généraliser I'exercice. Soient pi, pz, ..., px des nombres
premiers distincts, et soit N = PPCM(p: — 1, p2 — 1, ..., px — 1). Alors pour tout entier m et n,
mn(m™ — n™) est divisible par pip....p«. Ainsi, on pourra vérifier que mn(m>°*° — n*%% est divisible
par 33202626730.

Sol.22) (i) Existence de la décomposition. Décomposons m en produit de ses facteurs premiers p :

m= ][ pkp, ko, > 0. Soit d le PGCD des exposants kp, et pour tout p, g, l'entier tel que k, = dqp.

p premier

q . . \ .
Prenonsa= ][] p*etn=d.Onaalors m=a". De plus, a n'est pas une puissance t-éme d'un autre
p premier

-43 -



entier b= ] prp , t > 2, car sinon, on aurait g, = tr, pour tout p, donc k, = dtr, donc dt serait
p premier

diviseur commun des Ky, en contradiction avec le fait que d est le PGCD des k.

(i) Unicité de la décomposition. Si m peut sécrire b* avec b= [ p”®, alors I'égalité m = a" = b°

p premier
conduit a la relation ky, = ngp = srp. s est un diviseur commun des k; et n en est le PGCD. Donc s

divise n, donc b = a"™ avec 2 entier. Si b est supposé ne pas étre puissance supérieure ou égal a 2

d'un autre entier, on a nécessairement 2 =letb=a.

On peut aussi dire que, si A est I'ensemble des entiers dont m est une puissance, alors a est le plus
petit élément de A, a étant "plus petit" que b étant pris aussi bien au sens "a < b", qu'au sens "a | b",
ou méme au sens b est une puissance de a".

Sol.23) Si on applique lidentité de Bézout sur les polyndmes A(X) = 2X3> + 3X et
B(X) = 2X* + 5X% + 1, on trouve :

(1 + X?)B(X) — (X3 + 2X)A(X) = 1
Donc a fortiori (1 +a%)B(a) — (a°+2a)A(a) = 1, ce qui prouve que A(a) A B(a) = 1 daprés le
théoréme de Bézout sur les entiers.

Sol.24) On cherche deux polyndmes P et Q tels que A = (X? + 1)P = 1 + (X3 + 1)Q. Il suffit d'établir
l'identité de Bézout entre X* + 1 et X3 + 1 :
Ix(XP+1)+0x(X2+1)=X3+1
Ox(XC+1)+1x(X2+1)=X>+1
Ix(C+1) - Xx(X*+1)=—X+1 Ly « Ly — XLy
Xx(X+1)+1-X)x(XP+1)=X+1 Ly < Lo+ XLs
L+X)x(C+D)+(L-X-X)x(X°+1)=2 Ls<« Ls+Ly
Il suffit de prendre : ,
1-X-X
A= 2

XXX+
2

1+X

x(X2+1)=1- 5

x(X3+1):
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