© 2025 - Gérard Lavau - https://gerardlavau.fr

Vous avez toute liberté pour télécharger, imprimer, photocopier ce cours et le diffuser gratuitement. Toute diffusion a
titre onéreux ou utilisation commerciale est interdite sans accord de l'auteur.

Si vous étes le gestionnaire d'un site sur Internet, vous avez le droit de créer un lien de votre site vers mon site, a
condition que ce lien soit accessible librement et gratuitement. VVous ne pouvez pas télécharger les fichiers de mon site
pour les installer sur le votre.

CALCUL MATRICIEL

PLAN

| : Résolution de systémes

1) Méthode de Gauss

2) Notation matricielle

3) Rang d'un systéme ou d'une matrice
Il : Operations sur les matrices

1) Somme de matrices

2) Produit par un scalaire

3) Produit de matrices
[11 : Algebre des matrices carrées

1) Définition

2) Matrice identité

3) Matrices particulieres

4) Matrices inversibles
IV : Transposition

1) Définition

2) Propriétés

3) Matrices symétriques et antisymétriques
Annexe : utilisation des matrices en physique

1) Matrice d'inertie

2) Réseaux de conducteurs électriques

3) Quadriplles

4) Electrostatique

5) Inductance mutuelle

6) Polarisation

7) Optique matricielle

8) Transformation de Lorentz
Exercices

1) Enoncés

2) Solutions

| : Résolution de systémes

1- Methode du pivot de Gauss-Jordan

On appelle systéme lineaire a n équations et p inconnues X, ..., X, un systéme de la forme :
apXy +apXe + ...+ d1pXp = b]_
dx1Xo + AxoXp + ... + AopXp = b2



En ce qui concerne les coefficients ajj, la convention universelle adoptée est telle que l'indice de
gauche i est le numéro de ligne, l'indice j de droite est le numéro de colonne correspondant a
I'inconnue x;.

On procede a la résolution d'un tel systéme par un algorithme appelé méthode du pivot de Gauss-
Jordan. Cette méthode consiste a effectuer des opérations sur les lignes de fagcon a obtenir un
systeme échelonné facile a résoudre, tout en garantissant que le systeme final est équivalent au
systeme initial, de sorte que toute solution du premier systeme est solution du second et
inversement.

Si tous les aj; sont nuls, alors x; n'intervient pas et on passe a la deuxieme colonne. Si lI'un des aj; est
non nul, on permute la i-eme ligne et la premiére de facon a se ramener au cas a;; # 0. On remplace
ensuite, pour 2 <k <n, la ligne L par Ly’ = ay;Lx — axiL1, ce qui a pour effet d'annuler le coefficient
de x; dans les lignes 2 a n. On obtient un nouveau systéeme :
dpiXp +apXo + ...+ A1pXp = b]_
axn' X +..+ azp' Xp = b,'

anzl X2 + + anpl Xp = bnl
Ce systeme est équivalent au précédent. En effet, connaissant les Ly' et Ly, il est possible de
. '+ . . .
reconstituer les Ly = %. On remarquera pour cela qu'il est essentiel que aj; soit non nul. On
11
itére le procédé sur les n — 1 dernieres lignes.

Nous symboliserons le calcul L' = a;;Lx — aL; par Lx «— a;ilk — axiLa, analogue & une opération
d'affectation de variables en informatique, ceci afin de pouvoir indiquer les calculs effectués sans
avoir besoin d'introduire de nouvelles notations pour les nouvelles lignes.

Un systeme (ou une matrice) est échelonné si sa matrice des coefficients vérifie les propriétés
suivantes :
e Siune ligne est nulle, toutes les lignes qui suivent sont nulles
e Si laligne i est non nulle, son premier coefficient a;; non nul s'appelle son pivot et se trouve a une
colonne j de rang strictement supérieur a celui du pivot de la ligne précédente.
12-13 4
. . 0016-2 . . : :
Ainsi, la matrice 00012 | &t échelonnée (selon les lignes). Les inconnues en facteur d'un
00000
pivot sont appelées inconnues principales, les autres sont appelées inconnues secondaires ou
parameétres. Avec la matrice précédente, les inconnues principales sont xi, X3, X4 ; les inconnues
secondaires sont X, et Xs.

EXEMPLE :
2X+4y—z+1=2
X—2y+3z-t=1

z  t
+y+E4==
X+y >t 0

Q



[ 2x+4y—z+t=2

N 8y —7z+3t=0L,« L; 2L,

L 2y—ZZ:2L3(—L1—2L3

[ 2x+4y—z+1=2

P 8y —72+3t=0

L Vy—27= 1 L3« L3/2

Dans la derniére équation, on peut exprimer y en fonction de z et reporter dans I'équation
précédente, mais pour des raisons didactiques, nous préférons appliquer la méthode de Gauss-
Jordan de fagon systématique jusqu'au bout.

2X+4y—z+1=2
= 8y—72+3t:O
z+3t=-8 Ls <« L, —8L3

Le systeme final obtenu est échelonné. Les coefficients non nuls 2, 8, 1 en début de chaque équation
sont les pivots. Les inconnues X, Y, z devant ces pivots sont les inconnues principales. L'inconnue t
est inconnue secondaire ou parameétre. Sous cette forme finale, on termine la résolution en
exprimant de bas en haut les inconnues principales en fonction des parameétres, et en reportant dans
les équations qui précedent :

[ 2x+4y—z+1=2
= 8y—-7z2+3t=0

L z=-8-3t

[ 2x+4y—z+1=2
& y=—-7-3t

i z=-8-3t

[ x=11+ 4t
= y=—-7-3t

| z=-8-3t

Ce systeme admet une infinité de solution.

Les opérations élémentaires effectuées sur les lignes sont de trois types :

Q) Li & Lj permuter deux lignes
(i)  Li< AL multiplier par une constante non nulle A
(i)  Li« Li+oal ajouter a une ligne un multiple d'une autre

Ces opérations garantissent de conserver un systeme équivalent. C'est évident pour (i). Pour (ii), on

retrouve la valeur initiale de la ligne en effectuant L;j < % L;. Il est donc essentiel que A soit non nul.

Pour (iii), on retrouve la valeur initiale de L; en effectuant L; «— L;i — aLj. o peut étre nul, mais dans
ce cas, aucune transformation n'est effectuée. Il est possible de combiner en méme temps plusieurs
de ces opeérations afin de gagner du temps, ce qu'on a fait plus haut en effectuant L;j < as; L — aiiL.,
a condition que aj; # 0. Plus généralement, on peut affecter a L une combinaison linéaire de toutes

p
les lignes L; < > Ak Lx a condition que A; soit non nul, afin de garantir I'équivalence des systémes.
k=1



2- Notation matricielle

On écrit le systeme initial sous la forme AX = B ou A est le tableau constitué des coefficients a;;, X
la colonne des inconnues, élément de K, et B la colonne constituée des termes du second membre,

élément de K" :

daii ... dip
A=| ... .. ] A s'appelle matrice a n lignes et p colonnes.
\ani ... np
X1\
X=|..
\ Xp/
b1
B=]|..
\ b,/

La notation AX désigne un véritable produit, celui d'une matrice par une colonne. Pour pouvoir
effectuer ce produit, il est nécessaire que le nombre de termes dans la colonne X soit égal au nombre
de colonnes de A. Si Y = AX, Y est une colonne ayant un nombre de termes égal au nombre de
lignes de A, et, pour tout i :

p
Yi= 2 & X

=1
Ce produit caractérise A dans le sens ou si deux matrices A et B vérifient AX = BX pour toute
Q

0

colonne X de KP, alors A = B. Il suffit en effet d'appliquer A et B sur le j-éme vecteur| 1 |dela
0

\0./
base canonique de K (ou le 1 occupe la j-éme place) pour voir que A et B ont méme colonne j.
Ainsi :

(VX eK,AX=BX)=>A=B

3- Rang d'un systéme ou d'une matrice

On appelle rang r du systeme le nombre d'inconnues principales (ou de pivots non nuls) une fois
obtenu un systéme échelonné. On observera que la méthode du pivot applique sur les lignes du
systeme la méme méthode que celle utilisée pour calculer le rang d'un systéme de vecteurs (voir
L1/ESPVECT.PDF). Ainsi, le rang du systeme n'est autre que le rang des lignes de la matrice des
coefficients A = (a;). Dans le chapitre L1/LINEF.PDF, on montre que ce rang est également celui
des colonnes de la matrice A. On appelle rang de la matrice A cette quantité r, et on note
r=rg(A).

Plusieurs cas se présentent, en fonction des valeursr, n, p :

Q Si r =n = p: autant d'inconnues que d'équations, le nombre d'inconnues étant egal au rang. On
dit qu'on a un systéeme de Cramer. Apres échelonnement, on obtient un systéme triangulaire sans
inconnues secondaires. 1l y a alors une solution et une seule :
EXEMPLE :r=n=p=3
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y—2z=2
z=3
Cela signifie que I'application X — AX est bijective, ou A est la matrice des coefficients du systeme
et X la colonne des inconnues.

[x+2y32:5

Q Sir=n <p: plus dinconnues que d'équations, le nombre d'équations étant égal au rang. On
obtient apres échelonnement un systeme échelonné ayant p — r inconnues secondaires. Il y a une
infinité de solutions, quel que soit le second membre :
EXEMPLE :r=n=3<p=4
X+2y—-3z2+2t=5
[ y—2z2-t=2
z+3t=3

On résout le systeme en prenant t quelconque, et on en déduit z, puis y, puis x en fonction de t.
Concretement, le fait que le rang soit égal au nombre d'équations signifie que les équations sont
indépendantes entre elles.
Cela signifie que lI'application X — AX est surjective.

Q Sir=p<n:plus déquations que d'inconnues, le nombre d'inconnues étant égal au rang. Apres
échelonnement, on obtient un systéme échelonné sans inconnues secondaires, mais dont les n—r
dernieres équations ont leur membre de gauche nul. Si tous les membres de droite sont également
nuls, alors ces équations sont inutiles et on se raméne au systeme de Cramer. Mais si I'un des
membres de droite est non nul, cela signifie une incompatibilité entre les équations initiales et il n'y
a pas de solution.

EXEMPLE :r=p=2<n=3

[ x+2y=5 [x+2y=5
y=2  provenant par exemple de| 2x + 5y =12 solution unique
0=0 L X+3y=7

[ x+2y=5 [x+2y=5
y=2  provenant par exemple de| 2x + 5y =12 pas de solution
0=1 L X+3y=8

Cela signifie que l'application X — AX est injective. Dans le cas d'un second membre B nul, la
seule solution est la solution nulle.

QSir<petr<n,ilyap-rinconnues secondaires, mais comme ci-dessus, n — r équations ont
leur membre de gauche nul. Ou bien il n'y a pas de solution si les équations sont incompatibles, ou
bien il y en a une infinité.

EXEMPLE:r=2<p=n=3

[ 2x+y—-z=1
X+3y+z=3
LAX+T7y+z2=7
[ Xx+3y+z=3L;1« L,
P 5y+3Z:5L2(—2L2—L1
5y +3z=5L3« 4L, - L3
[ x+3y+z=3
= 5y+3z=5
L 0=0 |_3(—|_2—|_3



o 37 L'ensemble des solutions est une droite affine

Mais :
[ 2x+y-z=1

X+3y+z=3

L Ax+T7y+z2=-1

[ x+3y+z=3L1« L,

& 5y+3Z:5L2(—2L2—L1

S5y +3z=13L3« 4L, L3

L, et L3 sont incompatibles (5 = 13). Il n'y a pas de solution.

Il : Opérations sur les matrices

1- Somme de matrices

On note M,,(K) I'ensemble des matrices & n lignes et p colonnes, a coefficients dans K (K = R ou
C). On souhaite définir une addition sur cet ensemble de fagcon que cette addition satisfasse la

relation :
(A + B)X = AX + BX
ou X est un élément quelconque de K’. Si A = (a;j) et B = (bjj), le i-eme coefficient de AX est

p p p p p

> ajj x;, celui de BX est Y bjjx;, donc celui de (A + B)X est X" ajjx + > bijx = > (ajj + bjj) X;.
j=1 =1 =1 =1 =1

A + B est donc la matrice dont le terme (i, j) est aj; + bj; :

DEFINITION
Soient A et B deux matrices de M,(K). Alors A + B est une matrice de M,,(K) dont le terme

général est :
(A +B)jj = aj + by

On vérifie facilement que :
A+B=B+A
(A+B)+C=A+(B+0C)
A+O0=0+A=A ou O désigne la matrice dont tous les coefficients sont nuls
(matrice dite nulle)
A+(A)=(-A)+A=0 ou A désigne la matrice de terme général — a;;

Autrement dit, (Mp(K), +) forme un groupe commutatif.

2- Produit par un scalaire
On souhaite définir un produit par un scalaire A élément de K de facon que :
AMAX) = (AA)X



p
ou X est un élément quelconque de KP. Si A = (aj), le i-eme coefficient de AX est Y ajj X;, celui de
=1

MAX) = (MA)X est XZ ajj Xj = Z 1aij Xj, donc le terme général de AA est Aajj :

DEFINITION
Soit A une deux matrice de My(K) et & un élément de K. Alors LA est la matrice de M,(K) dont

le terme général est :
(XA)ij = kaij

On vérifie facilement que :
MupA) = (ApA
A+ WA=AA+ A
MA +B) =AA + 1B
1A=A

(M, (K), +, .) est donc un espace vectoriel. Sa dimension est np. Une base est en effet constituée

des matrices E;jayant tous leurs termes nuls sauf un seul qui vaut 1 et qui occupe la position (i, j). Si
A est une matrice de terme genéral a;j, on a simplement :

A= Z djj Eij
]

3- Produit de matrices

On souhaite définir un produit de matrice de fagon que :
(AB)X = A(BX)
ol X est un élément quelconque de K. B doit donc disposer de g colonnes, donc est élément de

M,,(K) pour un certain p. Dans ce cas BX posséde p lignes. Pour effectuer le produit A(BX), A
doit donc posséder p colonnes, donc est élément de M,,(K) pour un certain n. A(BX) sera alors
élément de K". Cela signifie que AB doit appartenir a Mnq(K).

g
Si A = (@) et B = (by), le k-eme coefficient de Y = BX est yx = > by ;, et le i-eme élément de
=1
p
A(BX) = AY est z aik Yk. Or :
k=1

q
Zalk Yk = Zaukme Xj= Z 2. aik by X = ZZ aik by X

k=1 j=1 k=1 j=1

q P
=2 (2 ahy) x;

=1 k=1



p
donc le terme général (i, j) de AB est D aix by
k=1

DEFINITION

Soit A élément de M,p(K) et B élément deMpq(K). Alors AB est un élément de M, (K) dont le
terme général est :

P
(AB)ij = kZ: dik bkj
=1

Pour calculer le produit C = AB, on effectue le produit de la i*™ ligne de A par la j*™ colonne de B.
La disposition usuelle de calcul est la suivante :

b1 ... blj blq
bis . by ... big
bt .- Dyj . Do
dji1 di2 ... Aip I
é-li-l di2 ... &jp — — Gjj

dn1 An2 ... a-np
On peut aussi dire qu'on multiplie successivement chaque colonne de B par la matrice A.

EXEMPLE :
10 2) (21
Q Calculons 01 0 |* 10 | Ona:
0-1
0-14
21
)
0-1
101 2 0
10 -2 2 3
010 10
0-14 -1-4

Les propriétés du produit sont (en supposant les nombres de lignes et de colonnes entre matrices
compatibles entre elles) :

A(B + B) = AB + AB'
(A+A)B=AB+AB

(AB)C = A(BC) que I'on note ABC

A(AB) = A(AB) = (LA)B que I'on note AAB

La seule propriété non évidente est I'associativité (AB)C = A(BC). Or, pour toute colonne X :
((AB)C)X = (AB)(CX) par définition du produit de AB par C sur la colonne X
= A(B(CX)) par définition du produit A par B sur la colonne CX

-8-



= A((BC)X) par définition du produit de B par C sur la colonne X

= (A(BC)X) par définition du produit de A par BC sur la colonne X
Cette relation étant vérifiée pour toute colonne X (de dimension adéquate), on peut conclure que
(AB)C = A(BC).

On notera que si A appartient & Mn,(K) et n appartient & Myq(K), alors MN existe et appartient a

M,q(K), mais que, si g est différent de n, BA n'existe pas. Le produit n'est donc pas commutatif. I
ne I'est pas méme si les matrices sont carrées de méme taille.

EXEMPLE :
11)02 13
- (2 3)(1 1) = (3 7)
: (O 2)(1 1) B (4 6)
mais \11023)734
On prendra donc garde qu'en général AB = BA.

En particulier, (A + B)? n'est pas égal 2 A> + 2AB + B?, mais a8 A’ + AB + BA + B2. Ce défaut de
commutativité du produit est source importante d'erreur chez les étudiants qui débutent I'étude des
matrices.

Si A et B commutent, alors toute puissance de A commute avec B (par récurrence sur la puissance
de A), toute puissance de A commute avec toute puissance de B, et si A est admet un inverse A
pour le produit (voir plus bas la notion d'inverse d'une matrice), A commute avec B (car
A'B =BA™ < BA = AB en multipliant les deux membres & gauche et & droite par A).

Une autre propriété source d'erreur provient du fait que AB peut étre nul alors que ni A ni B n'est
nul.
EXEMPLE :

A(s0)(61)=(00)

En particulier, on ne peut rien conclure du fait que AB = 0 et certainement pas que I'une des
deux matrices est nulle.

Il résulte de la définition du produit de matrice qu'on peut assimiler une colonne X élément de K" a

une matrice a une colonne M., (K). Le résultat AX est le méme dans les deux cas.
[l : Algebre des matrices carrées

1- Définition
On note M,(K) I'ensemble des matrices carrées a n lignes et n colonnes. Dans ce cas, le produit des
matrices est un produit interne a cet ensemble :

vV A € M\(K), VB e M(K), AB € M(K)



(M,(K), +, x) est un anneau et (Mn(K), +, .) est un espace vectoriel. De plus, la relation
L(AB) = (AA)B = A(AB) établit une compatibilité entre le produit interne des matrices x et le
produit externe . par un scalaire. On dit que (M,(K), +, x, .) est une algébre.

2- Matrice identité
Cette matrice, notée I, est associée a I'application identique : X € K" — I1,X = X. Elle vaut :

100..0
010..0
001..0
000..1

comme on peut le vérifier facilement en multipliant une colonne X par cette matrice. Son terme
général est noté &;; (symbole de Kronecker).

Si A est élément de Mo,(K), alors :
1A = Al = A
En effet, pour tout (i, j) € {1, ..., n} x {4, ..., p}:

n
(InA);j = kZ ik A
=]

mais tous les &; sont nuls sauf pour k = i, donc (I,A);; = a;j. Donc I,A = A. On procede de méme
pour Al,.

On aurait pu dire aussi que, pour toute colonne X élément de K :

(IhA)X = I,(AX) par définition du produit de I, par A, appliqué sur la colonne X
= AX par définition du I,
donc LA =A.

3- Matrices particulieres

a) Matrices scalaires :

Les matrices scalaires sont les matrices de la forme Al,. Tous les termes sont nuls sauf sur la
diagonale, ou ils sont tous égaux entre eux. Ce sont les matrices associées aux homothéties
X e K" - AX.

b) Matrices diagonales :

Les matrices diagonales sont les matrices dont tous les termes sont nuls en dehors de la diagonale :
I # ] = a;; = 0. Ceux de la diagonale sont quelconques, égaux ou non, nuls ou non
a2 00..0
0a0..0
A=| 00a..0

000..a
On pourra verifier que, si A et B sont toutes deux diagonales, le produit AB est diagonal et que les
termes de la diagonale sont les ajb;.
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c) Matrices triangulaires :_

On traitera des matrices triangulaires supérieures, le cas des matrices triangulaires inférieures
se traitant de maniére analogue. Elles sont de la forme :
djl a2 d13 ... Ain
0 doo do3 ... Ao
A=] 0 0 as.. as

0 0 0 ..am
et caractérisées par : i >j = a;; =0
. . . + .
Elles forment un sous-espace vectoriel de dimension % (une base de ce sous-espace vectoriel
est formée des matrices dont tous les coefficients sont nuls, sauf un seul qui vaut 1 et qui occupe

I'une des an_lz positions du triangle superieur de la matrice), mais également un sous-anneau (ou

une sous-algebre). La seule chose non évidente est de vérifier la stabilité pour le produit de matrices.
Soient donc deux matrices A et B triangulaires supérieures et soit i > j. Le terme (i,j) du produit est

n
donné par Y aix by qui est nul car ai = 0 pour i > k et by; = 0 pour k > j. Comme i > j, pour chaque
k=1

k, il existe I'un des deux termes ajx ou by qui est nul.

d) Matrices nilpotentes :
Une matrice M est dite nilpotente s'il existe un entier p tel que MP = 0.

EXEMPLE :
1-1 i
am= (1 _1) est nilpotente car M = 0.

4- Matrices inversibles

On dit que A élément de M, (K) est inversible si et seulement si il existe M élément de M, (K) tel
que AM = MA = I,. On note alors M = A™. Le produit de matrices étant non commutatif, il est a

priori indispensable de préciser qu'on a les deux relations AM = I, et MA = I,. Cependant, nous
allons montrer plus loin qu'il suffit d'une égalité pour avoir l'autre.

S'il existe, l'inverse est unique, car si MA = NA = |,, en multipliant a droite par I'un des deux
inverses (peu importe lequel), on obtient M = N.

Remarque préliminaire : effectuer une opération elémentaire sur les lignes de A revient a multiplier
A a gauche par une matrice, et effectuer une opération élémentaire sur les colonnes revient a la
multiplier a droite. On vérifiera en effet que :

e Multiplier 1a j*™ ligne de A par A est équivalent & multiplier A & gauche par la matrice :

J
\
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10 .. O

01 0
00..A ..0 |« j(matrice de dilatation)
o0 .. 1
¢ Retrancher la ligne j a la ligne i est équivalent a multiplier A a gauche par la matrice :
i
J
10 .. O
R . i
0 0 1 0| <j (matrice de transvection tjj(-1))
oo .. 1
e Permuter les colonnes i et j est équivalent a multiplier A a gauche par la matrice :
]
I
10 .. O
. 0.1 i
1 O ij (matrice de transposition)
oo .. 1

Ainsi, toutes les opérations élémentaires sur les lignes de A sont équivalentes a des produits de
matrices élémentaires a gauche de A. Effectuer plusieurs opérations élémentaires sur les lignes
revient donc a multiplier A a gauche par des matrices élémentaires My, puis My, ..., puis M et donc
a multiplier A a gauche par la matrice M = MMy 1...M,M;.

On vérifiera de méme que les produits a droite par les mémes matrices donne les opérations
élémentaires sur les colonnes de A.

Réciproguement, multiplier A a gauche par une matrice B quelconque est équivalent a effectuer des
opérations quelconques sur les lignes de A. En effet, si Ly, ..., L, désignent les lignes de A, la i-éme
ligne de BA est bj;L; + ... + bjpL,. Multiplier a droite par B est équivalent a effectuer des opérations
sur les colonnes. Si B n'est pas produit de matrices élémentaires, il est possible que le rang de la
matrice A ne soit pas conservée.

Remarquons qu'une matrice M produit de matrices élémentaires est de rang n puisque les opérations
élémentaires appliquées sur M en sens inverse vont mener de la matrice M a la matrice échelonnée
I, ayant n pivots non nuls. Il en est de méme si on raisonne sur les colonnes : le rang des colonnes
d'une matrice N produit de matrices correspondant a des opérations élémentaires sur les colonnes est
n.

PROPOSITION :
Dans M, (K), il y a équivalence entre :
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i) A est inversible

i) rg(A) =n

iii) L'équation AX =0, X € K", admet 0 comme seule solution.
iv) vV B € K", I'équation AX = B admet au plus une solution.
v) V B € K", I'équation AX = B admet au moins une solution.

vi) vV B € K", I'équation AX = B admet une solution et une seule.

Démonstration :
Qi) = iii)
Car AX=0=AAX=A0=I,X=0=X=0

Q iii) = ii)
car si le rang était strictement inférieur a n, le systeme AX = 0 admettrait un nombre de parametres
égal an—rg(A) > 0 et il y aurait une infinité de solutions.

Qi) = vi)

Si rg(A) = n, alors la résolution du systeme AX = B conduit a un systeme échelonné ayant n
équations, n inconnues et n pivots non nuls. C'est un systéeme de Cramer qui admet une et une seule
solution.

Q vi) = iv), v) est trivial.

Q iv) = iii)
Appliquer iv) en prenant B =0

Qv) =ii)

Si v) est vraie, cela signifie que la résolution du systeme AX = B conduit a un systéme échelonné
avec n pivots non nuls et donc que rg(A) = n. En effet, par I'absurde, si I'un des pivots est nul et si M
est la matrice dont le produit a gauche de A conduit a ce systeme échelonné, on a MAX = MB avec
I'une des lignes de MA nulle. S'il s'agit de la ligne k, on a donc la k-eéme ligne de I'égalité précédente

n
de la forme 0 = my bj pour tout B. Donc, V j, my; = 0 et la k-eme ligne de M est nulle. Cela est
=1
impossible, car cela voudrait dire que le rang de M est strictement inférieur a n, or M est obtenu a
partir d'opérations élémentaires sur les lignes donc est de rang n.

On a donc montré que

i) = ii) © i) < iv) © V) < Vi)

L'équivalence entre iv), v) et vi) montre qu'en ce qui concerne I'application X — AX ou A est une
matrice carrée, il y a équivalence entre son injectivité, sa surjectivité et sa bijectivité.

Pour conclure, il suffit donc de montrer que ii) = i) :

Q Si rg(A) = n, des opérations élémentaires sur les lignes (et donc des produits a gauche par des
matrices élémentaires) permet de passer de A a une matrice échelonnée ayant n pivots non nuls. On
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di1 a2 413 ... din
0 ay axs ... an

obtient donc une matrice triangulaire supérieure | O 0 ass ... asn |, les éléments diagonaux aji
0 0 0 ..am

étant non nuls. Mais il n'est pas difficile, a partir de cette matrice triangulaire, de poursuivre des

opérations elémentaires sur les lignes de facon a annuler le triangle supérieur, arrivant ainsi a la
matrice :

as 0 0 ... O
0a,0 ..0
0 0 azxz... 0
0 0 O ..am

Pour cela, commencer par annuler les coefficients de la derniére colonne en effectuant les

opérations L « L — :ﬁ Ln, 1 <i<n-1, puis, avec l'avant-derniére ligne ainsi obtenue, annuler de
nn

méme les coefficients I'avant-derniere colonne, et itérer sur les colonnes précédentes. Il suffit enfin

d'effectuer sur la matrice diagonale obtenue les opérations L <— ai L; pour obtenir I,. Comme opérer
i

sur les lignes et équivalent a multiplier a gauche par une matrice, il existe une matrice M (égale au
produit des matrices élémentaires correspondant a ces opérations élémentaires sur les lignes), telle
que MA = I,.

Procédons maintenant a des opérations élémentaires sur les colonnes sur la matrice A initiale, de
facon a obtenir une matrice échelonnée selon les colonnes. Cela revient a multiplier a droite par une
matrice, produit des matrices élémentaires correspondant chacune a une opération élémentaire sur
les colonnes.

Si on parvient a une matrice échelonnée en colonne, triangulaire avec ses termes diagonaux non
nuls, on pourra poursuivre les opérations élémentaires sur les colonnes pour parvenir a la matrice I,
(comme on l'a fait ci-dessus pour les lignes), ce qui signifie qu'il existe une matrice N telle que
AN = |,. Mais on a alors MAN = (MA)N = I,N = N = M(AN) = MI, = M, donc M = N et A est bien
inversible.

Dans le cas contraire, on obtiendrait une matrice échelonnée en colonne avec une colonne nulle.
Autrement dit, il existerait une matrice N produit de matrices d'opérations élémentaires en colonnes,
telle que AN posséde une colonne nulle. Mais ceci est impossible. Si AN a une colonne nulle, il en
est de méme de M(AN) or MAN = (MA)N = I,N = N, donc N possede une colonne nulle. Donc le
rang de ses colonnes de N est strictement inférieur a n. Ceci est contradictoire avec le fait que N est
produit de matrices d'opérations élémentaires en colonnes, puisque, pour une telle matrice le rang de
ses colonnes vaut n.

Accessoirement, on a montré que, si le rang des lignes d'une matrice de M,(K) est n, il en est de
méme du rang de ses colonnes.

PROPOSITION

L'ensemble des matrices inversibles, muni du produit des matrices est un groupe appelé groupe
lineaire et est noté GL,(K).
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Démonstration :
U GL,(K) est non vide car il contient ..

Si A et B sont inversibles, il en est de méme de leur produit et
(AB)'=B"'A"
En effet, (B*AHAB = BY(A*A)B = BI,B = B'B = I,. Donc x est une loi interne & GL,(K).

Cette loi est associative puisqu'elle I'est déja dans M,(K).

Le neutre est I,.
L'inverse de At est A, puisque A*A = AA L = |,

Le calcul de I'inverse d'une matrice se fait de la fagon suivante :

ab . . i . )
U Pour la matrice 2 x 2 (c d) , elle est inversible si et seulement si ad — bc = 0 et son inverse vaut

1 (d_b) le vérifi ltipliant cet i la matri (ab)' itial
ad—bc ¢ a comme on le veririe en mu Ip lant cet Inverse par a matrice c d Initiale.

O Si A € M,(K) et s'il existe B ¢ M,(K) tel que AB = I, (ou BA = 1) alors B = A™. En effet, si
AB = I, cela signifie que le rang des colonnes de A est n, puisque multiplier a droite par une
matrice B est équivalent a effectuer des opérations sur les colonnes et qu'on obtient au final la
matrice échelonnée I, de rang n. Donc A est inversible. En multipliant I'égalité AB = I, a gauche par
A', on obtient B = A™. On voit donc qu'il suffit d'avoir une seule égalité AB = I, pour avoir l'autre
BA=I,.

Q 11 en résulte également que, s'il existe une relation de la forme agl, + a1A + ... + a,A” = 0 avec
ap = 0, alors A est inversible et la relation permet d'inverser la matrice A. En effet, cette relation
peut s'écrire :

ACA, —B2a _Barh o
dg dg dg

donc Al=_&y _G2a__Zppt
g g do
Par exemple, une matrice A vérifiant la relation A% + 3A% — A + 1, = 0 est inversible puisque :
lh=—A3-3A*+ A=Ax (-A’-3A+1,)
et AT=-A_3A+]I,
01.
10. -
Autre exemple, pourn>2, et A= , on vérifiera que :
1..10
A?2=(n-1Dl,+(n-2)A
donc AA—(n-2)l,)=(-1)l,

donc A est inversible et son inverse vaut - 1 A-— - —

U Méthode générale pour trouver I'inverse d'une matrice : on résout le systtme AX =Y ou XetY
sont des vecteurs colonnes a n lignes. A est inversible si et seulement si la solution du systeme est
unique, et on aura X = A*AX = A'Y. L'expression de X en fonction de Y posséde des coefficients
qui sont précisement ceux de la matrice inverse.
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EXEMPLE :

10 9 1
Q Calculer l'inverse de[ 9 10 5].
159
10X+ 9y +z=X
O9x+ 10y +5z =y
| X+5y+9z=7
i 41y + 89z =10z'— x' 10L3—L; —> L3

& 3By +762=92'-y" 93-L, > L,
| X+5y+9z=7
[ X+5y+9z=17 Ly > Ly

& 35y + 762 =97'-y'

i z=197'-41y' + 35x' 41L,-35L; — L3
[ x = 65X+ 76y' + 357'

& y =—76x" + 89y' — 417’

| z=35x"—41y' + 197

65 76 35
Donc la matrice inverse vaut (76 89 411]
35 41 19
10.00
120..0
Q Inverser lamatrice A=| 113 .. 0
11..1n
En résolvant AX =Y, on obtient le systeme :
[ X1 =y1
X+ 2% =Y

X1+ X2+ 3X3=Y3

_X1++anl+an:yn
[ X1=Y1

+
m+m=L?ﬁ

yitys+y
Xp+ X +x3 =2 32 3

_Yit .. tVYn
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[ X1=Y1

X _—Y1tV¥e
2772

Y1 -V +
- Xg = YL 262 2y3

o= Y1 —Yo1+ (N—1)yn
n

- nin-1)
1 0 0 . 0
( 4 : ; 0\
> > .
1 1 1
[P —1_ J— Jp— —
1 1 1 1
K nn-1) nn-1) n(nh-1) " n)

Nous donnons enfin une méthode utilisant les matrices élémentaires, correspondant aux opérations
élémentaires sur les lignes ou les colonnes de A. Pour inverser une matrice, on choisit une fois pour
toutes d'effectuer les mémes opérations sur les lignes, ou (strictement) sur les colonnes, et ceci a la
fois sur A et sur la matrice Identité. Cela revient a multiplier A et I, par la méme matrice M (a droite
si on agit sur les colonnes, a gauche si on agit sur les lignes). Dans le cas d'opérations sur les
colonnes, en cours de calcul, on dispose donc des matrices AM et I,M = M. Si l'on parvient
finalement 8 AM et I,M avec AM = I,,, alors nécessairement I,M = M = A™.

EXEMPLE 1:
24 -1
Q Calculer I'inverse de [1 -2 3 ] en effectuant des opérations sur les colonnes.
11172
24 -1 100
[1 -2 3 ] [O 1 0]
11172 001
C2 < 2C1 — C2
C3« C1+2C5
200 121
[1 4 7] [O -1 0]
112 002
C3 < 4C3 - 7C2
200 12-10
[1 4 O] [O -1 7 ]
111 00 8
C2 < C2 - C3

-17 -



200 112 -10
[140] [08 7]
101 0-8 8

C2<—C2/4

200 13 -10
[110] [02 7]
101 0-2 8

C1<—(C1—C2—C3)/2

100 4 3 -10
[010] [5/2 -2 7 ]
001 -3 -2 8

4 3 -10
Donc la matrice inverse vaut| -5/2 -2 7
-2 8

-3
EXEMPLE 2:
10 91
Q Calculer l'inverse de| 9 10 5 | en effectuant des opérations sur les colonnes.
159

1091 100
9 105 010
159 001
C2<—10C2—9C1
C3<—10C3—C1

100 O 1-9-1

9 1941 010 0

1 41 89 00 10
C3 <« —41C, + 19C5

100 O 1-9-350

9190 0 10 410

1 4110 0 0 190
C3 < C3/10

1000 1-9-35

9 190 010 -41

1411 00 19
C2 < C2 — 41C3

1000 1-1444 -35
9190 0 1691 41

101 0 —779 19
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C2 < C2/19
1000 1-76 -35
[ 91 O] [O 89 41]
101 0-41 19

C1 < (C1 — 9C2 — C3)/10

100 65 —76 —35
010 —76 89 41
001 35 41 19

65 —76 -35
Donc la matrice inverse vaut| =76 89 —41
35 41 19

L'algorithme général est le suivant :

i) Obtenir une matrice triangulaire inférieure : Pour i variant de 1 a n — 1, placer en colonne i
un vecteur parmi ceux occupant les colonnes i a n dont le i°™ terme est non nul (ce qui est possible
sinon, la matrice ne serait pas de rang n et ne serait pas inversible) et faire des combinaisons entre
ce i°™ vecteur et les vecteurs placés a sa droite de facon a annuler les termes situés en la ligne i et en
colonne k, k > i. Ceci s'obtient par utilisation répétée des trois manipulations élémentaires. On
remplit donc de O le triangle supérieur.

ii) D'une facon analogue, obtenir une matrice diagonale en remplissant de O le triangle
inférieur, mais en procédant de gauche a droite, en commencant par remplir de O les lignes les plus
basses.

iii) Obtenir la matrice identité, en divisant chaque colonne par le terme de la diagonale
occupant cette colonne.

On peut également effectuer le calcul sur les lignes. Il est comparable a celui qui est mené dans la
méthode de Gauss pour résoudre un systeme. En particulier, si le rang de la matrice est n, on
arrivera de fagcon certaine a une matrice échelonnée triangulaire a diagonale non nulle, ce qui assure
qu'on pourra terminer le calcul.

EXEMPLE 3.
10..00
12 O .0
QInverser A=| 1 13 .. 0 |en effectuant des opérations sur les lignes.
11.. 1 n
10..00 10..00
12 O .0 010..0
113..0 001..0
11..1n 00..01

Pour i variant de 2 a n, faire Lj < L; + L4 fin faire
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10..00 10..00
220..0 110..0
333..0 111..0
nn..nn 11..11
Pour i variant de 2 a n, faire Lj <~ L;/i fin faire
10...00\
11
10..00 EEO"'O
110..0 111
111..0 5550
11..11 11 11
\nn"'n n

Pour i décroissante de n a 2, faire Lj <« Lj — Lj_1 fin faire

1 0 0 . 0

( 1 1 \

10..00 ) 5 0 . 0
010..0 1 1 1

001..0 5 6 3 . 0

00..01 1 1 1 1

" nn—-1) n(n—-1) n(—1) " n/

( 11 (;- 0 0\
—-= = 0 ... 0
2 2
1 1 1
-1 _ _ = _ = =
Donc A= 5 5 3 .0
1 1 1 1

\n(n-1) nn-1) n-1 "~ n/
Les opérations effectuées sur les lignes sont ici comparables a celles effectuées plus haut pour
résoudre le systeme AX =Y, mais sans noter le nom des variables.

IV : Transposition

1- Définition
On considére l'application transposition :
M.p(K) — Mpn(K)
A A appelée transposée de A,
définie par : (A)y= A, 1<i<p 1<j<n
On note aussi 'A la transposée de A.

EXEMPLES :
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23Y
aie] -(35)
65
Y1

Q) La transposée d'une colonne Y = [] estla ligne Y™ = (yy ... Yp), et réciproguement.
Yp

O Soit A une matrice élément de M,(K). Alors rg(A) = 1 si et seulement si il existe une matrice

colonne X non nulle de n éléments et une matrice ligne Y" non nulle de p éléments telles que
A =XY'". En effet, dire que le rang de A est égal a 1, c'est dire que le rang des colonnes (ou des
lignes) est égal & 1, donc il existe une colonne non nulle X telle que toutes les autres colonnes sont
proportionnelles a celle-ci. Elles sont donc de la forme y;1 X, y»X, ..., ypX. On prend Y la ligne égale
a(y1yz...yp)etonlona:

X1Y1 X1y2 ... X1Yp

X2Y1 X2¥2 ... X2Yp T

A=y X yoX ... ypX) = = XY

T Xnyl Xny2 s Xnyp
Réciproguement, si A = XY, on Vérifiera que toutes les colonnes sont colinéaires a X. Par
exemple :

152-3 1
A‘(z 10 4—6)_(2)(152_3)
Q Soient (X, ..., Xn) d'une part, et (Y, ..., Y;) d'autre part, des bases respectives de K" et K®, alors

:
(XiY; )1<i<n 1<j<p €St Une base de My (K).
Montrons que la famille est libre. Soit une combinaison linéaire nulle :

0= Z djj XinT = Z Xi (z ai,-Y,-T)
] L J

de la forme > X;C;' = 0 en posant C;" = " a;Y;', ligne de la forme (Ciz Ciz ... Cip).
i i

= vk D ckXi=0 en considérant la k-eme colonne de 3 XiCi'
i i

= VK Vicg=0 car les X; sont linéairement indépendants

= ViC=0

= Vi,ZainjT:O
j

= Vi, > aYj=0 en transformant par transposition les lignes en colonnes
j

= Vi,Vjaj=0 car les Yj sont linéairement indépendants.
Par ailleurs, le cardinal de la famille (XiY,-T) vaut np, égal a dim(M,,(K)). Donc il s'agit d'une base.
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Si on prend pour (X4, ..., Xn) et (Y1, ..., Y;) les bases canoniques de K" et K, (X;Y;') est la base
canonique de M,(K), notée (Ej;) plus haut.

2- Propriétés
PROPOSITION
Pour toute matrice de Mp(K)
i A) =A
(i) (A+B) =A"+B'
(iii) (LA) = 2A"
(iv) (AB) =B'A’ pour A élément de M,,(K) et B élément de Mpq(R)
v) (A =) pour A élément de GL,(K)
(vi) rg(A") = rg(A)

Les propriétés (ii) et (iii) signifient que la transposition est un opérateur linéaire.

Démonstration :
Q Les relations (i), (ii), (iii) se montrent sans difficulté.

Q (iv) : pour tout (i, j) :

((AB)); = (AB); = éAjk Bii = é (A)g(B )ik = é (B (A" = (B'A);

Q(v):0Ona

A inversible
s AAT=,
s (AAY =,
s  (AHA =1,

ce qui prouve que A’ est inversible d'inverse (Afl)T.

Q (vi) est démontré dans le chapitre L1/LINEF.PDF portant sur les applications linéaires, en lien
avec la notion de matrices équivalentes.

3- Matrices symétriques et antisymétriques

Soitﬁ une matrice carrée. On dit que A est symétrique si A’ = A. On dit que A est antisymétrique
si A' =—A. L'ensemble des matrices symétriques et I'ensemble des matrices antisymétriques sont

des sous-espaces vectoriels de M,(K). Montrons qu'ils sont supplémentaires :

O Si A est a la fois symétrique et antisymétrique, A" = A =_Adonc A est nulle. La somme est donc
directe.

O Toute matrice carrée s'écrit comme somme d'une matrice symétrique et antisymétrique :
T T
-M+tM M-M

2 2
-22.-
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o (5)-(22)+(53)

La dimension du sous-espace des matrices symetriques est anjl une base étant (E;j + E;ji), i < J.

La dimension du sous-espace des matrices antisymétriques est an;ll une base etant (Ejj— E;),

i <j.

EXEMPLE
O Soit A élément de GL,(K) et B élément de My(K). Résoudre dans Ma(K) : AX + X'A" = B.

Remarquer que le membre de gauche est symétrique du fait que (AX)T =X'A".

Donc si B n'est pas symétrique, il n'y a pas de solution.

Si B est symétrique, décomposons AX en la somme d'une matrice symétrique et d'une matrice
antisymétrique, ce qui donne AX = % B + C avec C antisymétrique. On en déduit que :

X = % A'B + AT'C, C antisymétrique quelconque

Annexe : utilisation des matrices en physique

Les utilisations des matrices en physique sont innombrables. On en donne quelques exemples ci-
dessous.

1- Matrice d'inertie
Soit M un point de masse m se déplacant a la vitesse V par rapport a un référentiel et O un point de
ce référentiel. On appelle moment cinétique de M par rapport a O le vecteur :

Lo=OM A mV
L'intérét du moment cinétique tient dans le fait que sa dérivée est égale aux moments des forces
appliquées en M par rapport a O (y compris les forces d'inertie si le référentiel n'est pas galiléen),
lorsque O est fixe dans le référentiel considéré.

Supposons que M effectue un mouvement de rotation autour d'un axe passant par O. La vitesse V
est alors de la forme V = @ A OM, ou @ est un vecteur appelé vecteur instantané de rotation et A
désigne le produit vectoriel (voir le chapitre LI/DETERMNT.PDF pour la définition du produit
vectoriel). L'axe (O,w) est I'axe de rotation. On a alors :

Lo=mOM A (@ A OM)

On introduit alors un opérateur, appelé opérateur d'inertie, qui, a tout vecteur u, associe le vecteur
J(u) = m OM A (u A OM), de sorte que Lo =J(w). En utilisant la formule du double produit
vectoriel, on obtient également :

J(u) =m OM?u —m <u,0M> OM =m (OM A u) A OM

En ce qui concerne un solide, on opere de méme en sommant au moyen d'une intégrale triple sur
tous les points du solide. L'opérateur d'inertie prend alors la forme :
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J(u) = JJJ OM A (uA OM) dm
\Y%
= JJJ OM?u — <u,0M> OM dm
\Y

J est clairement linéaire et est donc représenté par une matrice 3 x 3 dont on montre qu'elle est

A -F -E
symétrique. La matrice de J s'écrit donc [F B D] avec :
-E-D C

A =<J(i),i> = Jﬂ OM? — (i.0M)? dm =Jﬂ (? + 7% dm,
\Y \Y%

moment d'inertie par rapport a I'axe (O,i)

B JJJ (x* + z%) dm, moment d'inertie par rapport & I'axe (O.,j)
\Y%

C= JJJ (x* + y?) dm, moment d'inertie par rapport & I'axe (O,k)
\Y%

D =-<J(k),j>= JJJ yz dm, quantité appelée produit d'inertie.
\Y%

[ o
[

Etant symétrique, on montre qu'elle est diagonalisable dans un repere orthonormé dont les axes sont
appelés axes principaux d'inertie. (cf le fichier L2/PREHILB.PDF traitant du chapitre Espaces
prehilbertiens du cours de deuxiéme année pour plus de détails).

2- Réseaux de conducteurs électriques

On considere un réseau électrique formé de n mailles. On attribue & chaque maille un courant
électrique fictif orienté dit courant de maille (ou courant de Maxwell). Il y a donc n courants de
maille d'intensité I, ..., I,. Le courant réel observé dans un conducteur commun a plusieurs mailles
est la somme algébrique des courants des mailles auxquelles il appartient. Si chaque maille dispose
d'une force électromotrice Ej, ..., Ep, alors on dispose d'une relation matricielle :

(E) = (R)(D)

=] l1

OUE = [ ] I = [] et R une matrice n x n. Dans le cas de mailles extérieures les unes aux autres,
En In

toutes orientées dans le méme sens (par exemple le sens trigonométrique), on montre que :

O Rj; est la somme des résistances totales de la maille i

Q Rjj est I'opposé de la somme des resistances communes aux mailles i et j.

En particulier, cette matrice est symétrique. Pour connaitre les intensités connaissant les forces

électromotrices, il suffit d'inverser la matrice R.

3- Quadripdles
On considére le systeme électrique suivant, appelé quadripéle :
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Le cadre contient un réseau électrique purement passif. Dans ce cas, les courants I, et I, dépendent
linéairement de U; et U,. En effet, on peut les considérer comme les courants de mailles extérieures
de sorte que I'on a:

Iy U;

=R

avec (R)* inverse de la matrice (R) définie au paragraphe précédent. Le signe de U, provient de
l'orientation positive choisie pour U, ici, en sens contraire du courant. (R) ™ est symétrique. On
obtient donc, en introduisant le signe de —U, dans la matrice :

(1)=G2)0)
I “\b c U,
(e)=(E6) ()
I “\cd' Iy
dont on peut Vvérifier, en I'exprimant a partir de a, b, ¢ que le déterminant est égal a 1. La derniére

matrice utilisée s'appelle matrice de transfert. Cette disposition permet le calcul aisé d'une suite de
quadripbles en séries. Il apparait alors un produit de matrices.

On en déduit une expression :

4- Electrostatique
On considére n conducteurs électriques de charges Qi, Q, ..., Qn. Ces conducteurs sont portés aux

potentiels Vi, Vo, ..., V. L'expérience prouve que la dépendance des charges en fonction des
potentiels est linéaire, et donc gu'il existe une matrice (C) telle que :
(Q) = (C)(V)

ou (Q) est la matrice colonne de composantes Q; et (V) la matrice colonne de composantes V.

Les éléments diagonaux valent C;;, sont appelés capacité du conducteur i en présence des autres
conducteurs, et sont positifs. Les éléments Cj, pour i différent de j, s'appellent coefficient
d'influence du conducteur i sur le conducteur j. lls sont négatifs. Cette matrice est par ailleurs
symétrique. Cette propriété repose sur le principe de conservation de I'énergie. En effet, on montre
que, si I'on charge d'abord le conducteur j d'une charge Qj, puis le conducteur i d'une charge Q;,

I'énergie nécessaire vaut (C‘l)ijQ“2+(C‘1)iijQi+%(C‘1)ijj2. Si I'on commence d'abord par le

conducteur i puis par le conducteur j, I'énergie vaut (C™);Qi + (C™);iQiQi + % (C™;;Qi%. On a donc

(C_l)ij = (C‘l),-i. La matrice C* et donc la matrice C est symétrique. Indiquons enfin que I'énergie
électrostatique nécessaire pour charger les conducteurs i a la charge Q; vaut :
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E= % QT C 1 Q ol Q est la matrice colonne de composantes Q;

= %VT CV ouV est la matrice colonne de composantes V;.

Ll
_2Q V

5- Inductance mutuelle

De méme, considérons n circuits électriques parcourus par les courants I;. lls créent un champ
magnétique B dont le flux a travers le circuit i est ®;. On a une relation du type :
O =Ll

@, Iy

oud=| .. ||I= [] et L une matrice carrée n x n de terme général L;; avec :
(Dn In

Q L;; inductance propre du circuit i

Q Lj; inductance mutuelle du circuit i sur le circuit j.

Cette matrice est elle aussi symétrique. L'énergie magnétostatique du systeme s'exprime sous la

forme :

—

m
I
S)

NI NP N -

6- Polarisation

Considérons un corps diélectrique (non conducteur), plongé dans un champ électrique E. Les
atomes de ce corps subissent en général une polarisation. Il en résulte une polarisation globale par
unité de volume mesurée par un vecteur P qui n'est pas toujours colinéaire a E. Il existe une
transformation linéaire M telle que :
P =ME

En considérant I'énergie nécessaire a une polarisation d'abord suivant I'axe des x, puis suivant l'axe
des y, ou d'abord suivant I'axe des y puis suivant I'axe des x, on peut montrer la aussi que M est
symétrique. Le fait qu'une matrice symétrique soit diagonalisable dans une base orthonormée
signifie qu'il existe trois directions de polarisation privilégiées, pour lesquelles P est colinéaire a E.

L'énergie de polarisation est% E'M.E

7- Optique matricielle
On définit en chaque point d'un axe optique le couple (y,u) ou y est la distance du rayon a l'axe et u
I'angle du rayon lumineux et de I'axe.
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Entre deux points, on a en premiere approximation une transformation linéaire de (y,u) en (y',u’) due
a la présence d'appareils optiques tels qu'un systeme de lentielle. Cette approximation est obtenue en
confondant u, sin(u) et tan(u) (autrement dit, on considére que la direction du rayon lumineux est
trés proche de celle de I'axe [approximation de Gauss]). La matrice de cette transformation est dite
matrice de transfert. Par exemple, les matrices sont :

O milieu transparent de longueur L : u est invariant, mais y augmente de Lu

(01

Q dioptre sphérique de rayon R, du milieu d'indice n au milieu d'indice n' : y est invariant, mais le
rayon change de direction :
1 0
n-nj)n
nNR n'
Q dioptre plan, du milieu d'indice n au milieu d'indice n' : idem
10
n
m
obtenu comme cas particulier du dioptre shérique lorsque R tend vers l'infini.
O miroir sphérique de rayon R : idem

1 0
2
-2 1

obtenu comme cas particulier du dioptre shérique lorsque n' = —n.
QO miroir plan : idem
(0 )
0 -1

obtenu comme cas particulier du dioptre plan, lorsque n' = —n, ou du miroir sphérique lorsque R
tend vers l'infini.

Disposer successivement plusieurs dioptres ou miroirs sépares les uns des autres revient a construire
un systéme optique dont la matrice est le produit des matrices de ses éléments.

Deux plans sont conjugués lorsque y = 0 correspond a y' = 0 et ceci, quel que soit u. Cela signifie
qu'un objet disposé sur I'axe dans le premier plan aura son image sur lI'axe dans le second plan. On a

) . . . ao .
alors nécessairement aj> = 0. Si la matrice est (b C), on ay' = ay de sorte que a est I'agrandissement
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transversal. Si y =0, on a u' = cu et c est I'agrandissement angulaire. Les plans conjugués sont dits
principaux lorsque I'agrandissement vaut a = 1.

Le foyer objet est atteint lorsque ay, = 0, le foyer image, lorsque a;; = 0. Dans le premier cas, y =0
= Uu' =0, autrement dit les rayons issus d'un objet placé sur I'axe au foyer objet ressorte paralléle a
I'axe. Dans le second cas, u = 0 = y' = 0, autrement dit des rayons incidents paralléles a I'axe se

0 f
concentre sur I'axe au foyer image. La matrice entre les deux foyersvaut | 1 ol
f 1

8- Transformation de Lorentz

En relativité restreinte, on suppose qu'un repére O' se déplace a la vitesse V par rapport a O. Alors le
quadrivecteur (X', y', z', ct') constitué de la position (X', y', z') de O et du temps t' multiplié par la
vitesse de la lumiére ¢ se déduit du quadrivecteur (X, y, z, ct) par une tranformation linéaire. En
particulier, si les axes sont aligneés, et si le déplacement se fait suivant Ox, on a :

1 vy
(F R

N1 N1

ouy= % c vitesse de la lumiere. De méme, le quadrivecteur impulsion-energie (P, %) d'une masse

ponctuelle my se déplacant a la vitesse V et d'énergie cinétique E se transforme avec le méme

1 mOVetE: 1 MoC
1-vy c

1-y

opérateur, avec P = >

N

On transforme de méme les quadrivecteurs densité de courant (J, cp) ou le quadrivecteur potentiel
[

A, —).

(A7)

Exercices
1- Enoncés
Exo.1) Résoudre les systemes suivants :
[ X1 +%x=0
a)| Xi* Xis1 + Xis2 =0 pour 1 <i<n-2
L Xn1 + Xn =0

[x+my+z=1
b)| mx+y+(m-1)z=m en fonction du paramétre m
LX+y+z=m+1

11)\n
Exo.2) Calculer (1 0)

011
Ex0.3) Soit A = [ 10 ] Donner A" sous forme de combinaison linéaire de A et Is.
1

1
-110
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100

Exo.4) Soit J = [0 10 ] Pour A élément de M5(R), on pose *A = JA'J. Calculer *(*A) et *(AB).
00-1
Montrer que I = {A | *AA = I3} est un groupe multiplicatif.

Ex0.5) Soit D I'ensemble des matrices diagonales n x n. Soit A € M,(R). Montrer que :
aA)[VvDe D AD=DA]=AcD
DY[VMe M(K),AM=MA]=3 1 e K, A=A,

Ex0.6) Soit S une matrice n x n telle que I, + S soit inversible, et soit A = (I, — S)(I, + S) *. Pour G
matrice carrée n x n quelconque, montrer I'équivalence entre :

) A'GA=G

ii)S'G+GS=0
Montrer également que I, + A est inversible, et exprimer S en fonction de A.

Ex0.7) Soit a élément de M1 (K) et b élément de M;,(K). On pose A = I, + ab.
a) A quel ensemble appartient le produit ab ? Le produit ba ? Que valent ces matrices ?
b) Montrer que A* — (2 + ba)A + (1 + ba)l, = 0, en assimilant ba & un réel.
c) Montrer que A est inversible si et seulement si 1 + ba = 0. Calculer A™ dans ce cas.
d) Plus généralement, soit M une matrice inversible, élément de GL,(K). Montrer que :
M+abeGL(K) < 1+bM'a=0
et dans ce cas, déterminer (M + ab) ™ (formule de Shermann-Morrison)®.

Ex0.8) Inverser les matrices suivantes :

/100 ..0
110..0
aAA=[111..0
\111..1
(123 .. nY)
012 ..n1
byB=| 00 1 .. n-2 [ Exprimer la matrice B en fonction de la matrice A.
\000 .. 1)/
(laa®.. a"
0la..a"
oc=[001.. a7
\000 .. 1/

! Plus généralement, on peut aussi s'intéresser a la différence entre le rang de M et le rang de M + ab. Lire & ce sujet
Carl D. Meyer, Rank my update, please, 125:1, Amer. Math. Monthly, (janvier 2018), 61-65.
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Ex0.9) Soit n entier strictement positif. On note o le complexe exp(zr']—n). Soit M la matrice de
M,(C) telle que (M)pq = o V@™, Calculer M? et MM.

Ex0.10) Soient A et B deux matrices nilpotentes telles que AB = BA.
a) Montrer que A + B est nilpotente.
b) Montrer que | + A est inversible, ou | est la matrice unité de méme taille que A.

. P (n .(n — _
c) Montrer que, si A" =0, alors (1 + A)" = ) (k) A ol (kj = nn 1)..|.((In S 1), que n
k=0 !
soit un entier positif ou négatif.
d) Montrer que, si A" = 0 et AP = 0, les matrices (I, A, A% ..., AP) sont linéairement
indépendantes.

e) Montrer que, si AP =0, AP =0 et A € M, (K), alors p < n. (Autrement dit, A" = 0).

Exo0.11) Soient a et b deux entiers de PGCD d. On effectue les divisions euclidiennes successives
suivantes :

a=bgi+n 0<rn<q
b=riqa+r; 0<r<n
M2 =TIn10n + I 0<rm<ru
M1 = M0On+1 avecr,=d

v (10 108 1210

Montrer que ax + by =d.

Ex0.12) Soient A et B deux matrices carrées éléments de My(K), telles que AB — BA = Iy.

a) Montrer que : vV n >0, AB"— B"A =nB"*!

b) Montrer qu'il existe un entier m minimal pour lequel la famille (Iy, B, B, ..., B™) est liée.
Conclure alors a une impossibilité.

c) Soit u : R[X] — R[X] défini par u(P) = P' et v : R[X] — R[X] deéfini par v(P) = XP.
Calculeruov—vou.

Ex0.13) Soit A élément de GL,(R) et u et v deux éléments de R". On note v' la ligne transposée de

la colonne v. Montrer que, si 1 + VA™u = 0, alors A+uv' est inversible, son inverse
1

étant Al - — = Aw'A
1+Vv'A™u
1
Exemple: A=l,etu=v=
1
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Ex0.14) Soit A un élément de M,(R) de terme général a;;. On suppose que : V i, . |aij| < |aii|.

JE2

Montrer que A est inversible.

Ex0.15) Ry [X] est I'espace vectoriel des polynémes de degré inférieurs ou égal a n, a coefficients
réels. Soit f : Ry[X] — Ry[X] I'endomorphisme dont la matrice A dans la base canonique est
constituée d'un triangle de Pascal :
(1 111... 1 \
n

0123.. (1)

n
N

000m1(n)
n-1

\0o00.0 1 /
a) Quelle est I'image du polyndme X! par f, pour j variantde 0 an ?
b) Quelle est I'image d'un polyndme P quelconque de R,[X] par f ?

c) En déduire f* puis A,

Ex0.16) a) Soit A une matrice de M,,(K) de rang r. Du fait que rg(A) = rg(AT), il existe r

colonnes de A lineéairement independantes, notées Cj, ..., Cj, et r lignes de A linéairement

indépendantes L, ..., Lj. Le choix de ces colonnes et lignes étant fait, montrer qu'il existe une
Li

1
unique matrice B r x r inversible telle que A = (Cj, ... Cj) B

I'r

1 2 11
b) Application numérique : pour A = [1 -2 1 1], donner r, choisir (Cj, ... Cj) et
2 4 1 1
Li,
, et ce choix étant fait, déterminer B.
Li,
2- Solutions

Sol.1) a) On utilise x comme pivot dans la troisiéme équation, en effectuant L; «— L; — L3 et
L, < L, — mLs. On obtient le systéme équivant :
(mM-1)y=-m
(1-my—z=—m?
X+y+z=m+1
Donc :
Sim=1, il n'yapas de solution

(1—2m—m2+m3 m
1-m "1-m
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b) On exprime toutes les inconnues en fonction de x;. On obtient successivement les relations
suivantes :

Xo = — X1
X3=0
Xq = X1
X5 = — X1
Xe =0

et par récurrence :
X3k—2 = X1
X3k-1=—X1
X3k =0

etc. jusqu'a l'avant derniere ligne (qui se termine par la détermination de x,). Quand on vérifie la
derniére équation, on obtient alors :

sin=0mod 3 oun=1mod 3, x; =0, donc la seule solution est la solution nulle.

si n =2 mod 3, alors la derniére équation est veérifiée avec x; quelcongue, et I'ensemble des

()
0

solutions est la droite engendrée par | 1
-1
0
1

\-1/

11)\n F F
Sol.2) Par récurrence, (1 O) ( Eﬂ = ”1) ou (Fy) est la suite de Fibonacci, définie par :
n n

Fo=0, Fi=1, vYyn>2 F,=F_+F.

Sol.3) Vérifier que A® = 213 — A. Si on suppose qu'a un rang n > 1, il existe a, et b, tels que :
A'=a,lz+b, A
alors A™=A"A=(a,l3+b,AA=a,A+b, A>=a, A+b, (2ls—A)
=2by I3 + (an — bp)A
= a1 I3+ bt A
an+1 = 2by
Pn+1 = an — bn
donc, pour tout n > 1, bys; = 2by, 1 — by, avec by = 0 (puisque A° = I5) et by = 1 (puisque A* = A). La
récurrence linéaire double est associée a I'équation caractéristique r> + r — 2 = 0 de solution r = — 2
ou r =1, ce qui signifie qu'il existe A et p tels que : vV n, by = A(=2)" + pl" = A(-2)" + p (voir le

chapitre L1/SUITES.PDF). Les valeurs de by et b; permette de déterminer A = —% etu= % Donc :

n n
vn,bn £_2L+_an_2bn]___§ +g

3
donc A"= §—22+ )I + (- §—22+ )A

avec |:

Sol.4) Comme J est symétrique et que J° = 1, on a *(*A) = A. *(AB) = *B*A.
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I" est non vide. 1l contient I3. Si A et B appartiennent a I" alors :
*(AB)AB = *B*AAB =*BB = I3
Donc AB appartientaI.
Si A appartient a I, A est inversible d'inverse *A, et *(*A)*A = A*A = I3 donc *A appartientaI'. T’
est un sous-groupe du groupe GL(R3).

Sol.5) a) Pour tout i, j, si A a pour terme géneral a; et D pour terme diagonal général d;;, le terme
geénéral (i, j) de AD = DA est a;d;; = dijaj donc en prenant dj; = dj; on obtient a;; = 0 si i = j. Donc A
est diagonale.

b) On sait déja que A est diagonale d'apres le a). On a alors mjja;; = &;im;; pour toute matrice M donc
en prenant m;; non nul, on a a;; = &;; pour tout i, j, donc A est scalaire.

Sol.6) Puisque A" = (I, + S) > (I —S) = (I, +S) * (I,—S"), ona:
A'GA=G

& (I +S) (1 —-S)G (I - S)(h+9)'=G

& (1h-S)G (U -S) =(Ih+S) G (I, +9)

& G-SG-GS+S'GS=G+S'G+GS+S'GS
&  S'G+GS=0

Donc i) < ii).

Sol.7) a) ab € M,(R). Si a a pour coefficient général a; et b a pour coefficient général b;, alors ab
est la matrice ayant pour terme général ajb;.

n
ba € Mi(R). Il a pour unique terme . ajb; = c.
i=1

b) A% = (I, + ab)(I, + ab) = I, + 2ab + abab
Dans le terme abab, bab = (ba)b est le produit de la matrice 1 x 1 égale a ba par la matrice ligne b.
Le résultat est identique au produit de la ligne b par le scalaire c. On a donc :
abab = a(cb) = c(ab)
donc A?=1,+2ab+cab
donc A?—(2+c)A+(1+c)l,=1I,+2ab+cab-2l,—2ab—cl,—cab + I, +cl,

Dans la suite, nous assimilerons ana C.
¢) Si1+ba=0, alors—1+1baA2+i:EZA= |n:A(—1+lbaA+iIBZ 1)
donc A est inversible et son inverse est :
A1=1+1baA+iIEZ h
:1+1ba(|”+ab)+iigz h
=ho7 +1ba ab

Si 1+ ba=0,alorsba=—1donc A>— A =0=A(A— I,). Par l'absurde, si A était inversible, on
aurait 0 = A — I, donc A = — I, donc ab = 0. Mais ni a ni b ne sont nuls car sinon on aurait ba = 0.
Donc : Ji,a =0 et 3 j, bj # 0 donc abj = 0, mais ajb; est le terme (i, j) de ab. Donc ab = 0.
Contradiction.
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On peut aussi dire que, si 1 + ba =0, alors a= 0 et a + aba =0 = (I, + ab)a = Aa, donc a est un
élément non nul du noyau de A, donc A est associée a un endomorphisme non injectif, donc non
inversible.
d)Ona:

M + ab € GL,(K)
< I+ Mtab e GLy(K)
o 1+bMta=z0
en appliquant ce qui précéde a la colonne Ma et la ligne b.
On a alors, d'aprés c) :

+Mlapyt=1 _ 1 1

(ln M ab) In m M ab

et donc :

_ _ _ _ T _ 1 _ _
(M +ab)™ = (M(I, + Mtab))* = (I, + Mab) *M™* =M 1—mm labM™

100..0
-110..0
Sol.8)a)A'=| 0 -11..0
0 0..-11
(1-21 0 ..0)
01-21..0

b) B!=[{001-2..0]|B=A7

\00 0 ..01/
(1-a0 0 ..0Y)
01-a0..0

c) c'=[ 00 1 -a..0 | Atransposition prés, le c) est une généralisation du a).

\00 0 ..01/
Sol.9) (|\/|2)pq = Zn: P DD H-Da-) - Zn: ok DE+a-2)
k=1 k=1
=nsip=q=1ousip+q=n+2 (deuxiéme diagonale montante)
=0sinon

I n n o
(M M)pq - k; P DED) ~(k-1)(@-1) - kzl ol Dr-a) = NSpg donc MM = nl,

Sol.10) a) Si AP = 0 et B*! = 0, on montre que (A + B)P*** = 0.
En effet :

PHa+tlin 4+ g+ 1

(A+BPIl="% (p E )Ak BP9 car A et B commutent,
k=0

et AX=0sik>p+1, B =0sip+q+1—k>q+1(ie k<p)cequirecouvre tous les cas.

On ne peut trouver de démonstration génerale de la nilpotence de A + B avec une puissance

strictement inférieure a p + q + 1, méme si c'est possible dans certains cas particuliers. Par exemple,
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0
pourA:B:(Oo) onaA’=B?>=0,doncp=q=1,et(A+B)= 0 sans avoir besoin de la

0010 0100
1
puissance p + g + 1 = 3. Par contre, pour A = 8880 etB = 888(1) ,ona A% =B? =0, mais
0000 0000

(A + B)? = 0. On est obligé d'aller jusqu'a la puissance 3.
b) Si AP*1 =0, on vérifiera que (1 + A)(I - A+ A>— ... + (-1)PAP) = | + (-1)PAP** = |, donc l'inverse

de | + Aest | — A+ A® — .. + (-1)PAP. Pour penser & ce résultat, on peut s'inspirer du
développement limité dans R suivant :
1 2 +1
——=1-x+x"— ..+ (1) +OK"
T (-1)P%° +O(*)

c) Pour n > 0, c'est simplement le développement du binbme de Newton, en tenant compte que les
AXsont nuls si k > p.

-1
Pour la puissance (I + A)™, on retrouve la formule du b), sachant que ( ) (-1). On peut ensuite

P (—n
procéder par récurrence. Supposons que (I + A)™" = > ( K ) A alors :
k=0

(|+A)“1_(z[ )Ak)(Z(l)A)
k=0

k

et on développe le produit. Le coefficient de A* dans ce développement est Z( i j( 1), On doit
j=0

-n-1 ,
montrer que que ce terme vaut Kk ) Or dune part:

(n 1) (1)k(n+1)(n1|2) (n+k) _ (1)( k)

et d'autre part :
k

Z(}”)(—l)kké(—l)j(” Henri= cay z( N

j=0
- (1) (n+k)

d'aprés la formule donnant la somme des termes d'une colonne du triangle de Pascal.

d) Supposons que Aol + LA + ... + A,AP = 0.

En multipliant par AP, on obtient L0A° = 0 donc 2o = 0. Il reste LA + ... + A,AP = 0.

En multipliant par A", on obtient A;A° = 0 donc A1 = 0. Il reste A,A? + ... + A,AP = 0.

Itérer le procédé.

e) Puisque AP = 0, 3 X € K", APX # 0. On montrera alors, par une démarche analogue a celle du d),

que (X, AX, ..., APX) sont linéairement indépendants dans K", donc p + 1 <n.

Sol.11) Posons ro = b et r_; = a, de sorte que la relation ry_» = 10k + ri est vraie pour tout k variant
delan.
Par récurrence décroissante sur kK :
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x)_(0 1)(0 1) (0 1Y0
(Yk) ) (1 —Qk) (1 —Qk+1)"'(1 —Qn)(l) esttel queXdico + yiticr = d

_ xn_Ol)(O)_(l) _
En effet, pour k =n, on a (yn) = (1 “p A1) =g, sont tels que :

Xnln-2 + Ynln-1 =2 —0Onfn-1 =M =d
donc la relation est vrai pour k = n. Si la relation xyry » + Y1 = d est vraie a un rang k, alors :

(00 CO | EO ) ) EOP ) R

donc  Xials + Yialk2 = Yiles + (X — Ok-1 Vi) M2 = X2 + Yi(Mes — k1 Tic-2)
or M3 = MNe20k-1 + e
donc  Xials + Yalk2 = X2 + Yilk1 =d
et la relation est bien vérifiée au rang k — 1. Donc pour k = 1, on obtient :
X1 t il = d
mais Xy =X,y1 =Y, r1=a, ro=h. Donc ax + by = d.
Ainsi, le produit de matrices donnent les coefficients x et y de I'identité de Bézout (cf le chapitre
d'arithmétique dans LI/ARITHMTQ.PDF).

Sol.12) a) Par récurrence : si AB"— B"A =nB" !, alors :
AB"=B"A +nB"*
donc AB™! =B"AB +nB"
donc AB™=B"(BA + Iy) + nB"=B"A + (n + 1)B"
b) La famille (In, B, B ..., B™) est nécessairement liée dés que son cardinal m + 1 dépasse la
dimension N? de I'espace My(K). Parmi toutes ces familles liées, on prend celle de cardinal

minimal. 1l existe donc des scalaires Ao, ..., Am NON tous nuls tels que :

m
> aB"=0
n=0

m m m
Donc 0=A (> xB") - (. MBMA = > A.(AB" - B"A)
n=0 n=0 n=0

il 1
= > ni,B"
n=1
On obtient une relation nulle entre les puissances de B, de cardinal strictement inférieur a m. D'apres
la minimalité de m, cela impose que les nA,, 1 < n < m soient tous nuls. Mais alors, en reportant

m
dans > A,B" =0, on a Agly = 0, donc Ao = 0, en contradiction avec le fait qu'au moins un des ; doit
n=0
étre non nul.
Il est donc impossible d'avoir une relation AB — BA = Iy. Si on utilise la notion de trace définie
dans le chapitre L1/LINEF.PDF (la trace d'une matrice carrée étant la somme de ces éléments
diagonaux), alors cette impossibilité se montre trés facilement : AB — BA est en effet de trace nulle,
mais pas Iy.
) (UoVv—-Vou)(P)=(XP)—XP' =P, donc uovVv-—vVvou=Id Limpossibilité trouvée en b) ne
s'applique pas a des espaces vectoriels de dimension infinie.
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Sol.13) v'A'u est une matrice 1 x 1. Notons ¢ son unique coefficient. Le sens & donner au
dénominateur 1 + v"A'uest 1 + c. On aalors :

T -1 1 -1 ., 7A-1\ — . 1 TA-1 T*l_ 1 TA—L n,TA-1
(A+uv')(A ——1+CA uv'A7) =1, —1+CuvA +uv'A —1+CuvA uv'A
=1, - L owatswatlo L oAt
1+c l1+c
1 C TA-1
=l,+(——+1-———)uvA
n* ( 1+¢ 1+c)
:|n
D'ou le résultat.
1 21...1
1 12...1 .
Pour A=l,etu=v= ,onaA+uv = et son inverse vaut :
1 11..2

n -1..-1
1 ;1 |-1n..-1
Trvu Y Thel

n e e

-1-1..n

Le déterminant de A + uv' est calculé de plusieurs fagons différentes dans les exercices du chapitre
L1/DETERMNT.PDF.

Sol.14) Montrons que les colonnes de A sont linéairement indépendantes. Soient A4, ..., An des
n

scalaires tels que : V i, > j aj = 0. Soit p un indice tel que : V i, |xi| < |xp|, et supposons par
=1

I'absurde que Ap, #0.Ona:

ApBpp = — Z Aj ajj
i

donc | p| | ap| S_Z|7Lj| EN SZ|7w| |aij|= 2] Z|aij| <[ ol | age|

J#P J#p J#p
ce qui est absurde. Donc A, = 0, ainsi que tous les autres A;.
L'exercice montre que, si une matrice n'est pas trop éloignée d'une matrice diagonale a coefficients
diagonaux non nuls (dans le sens ou la somme des valeurs absolues de tous les coefficients d'une
ligne hors diagonale est plus petite que la valeur absolue du coefficient diagonal), alors la matrice

31-1 300
est inversible. Par exemple : [l 4 2 ] est inversible car suffisamment proche de [0 4 0].
0-12 002

Sol.15) a) (X)) =1 + G)x + G)xz + @)x:* +ot G)xl = (X + 1)
b) f(P)(X) = P(X + 1) par linéarité
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/111 (D)
01-23.. (—1)“1(2)

n-2 n
&) FP)X) =P(X -1 donc at= | 00 1 =3 (L) (2)
000 .1 —( i )
n-1
\0 00..0 1 )
Sol.16) a) A étant de rang r, toutes les colonnes de A sont combinaisons lingaires de Cj, ..., Cj.. Il
existe donc une unigue matrice r x p U telle que A = (Cj, ... Cj)U. En j*™ colonne, U contient les

coefficients qui permettent d'exprimer C; comme combinaison linéaire de (Cj; .. Cj), ces

coefficients étant définis de maniére unique.
En particulier, la sous-matrice constituée des r lignes de U et des colonnes ji, ..., jr n'est autre que
I'identité I,. Les r lignes de U engendrent donc un sous-espace vectoriel de R de dimension r, de

méme que les lignes Li, .., Li. Ces deux espaces sont identiques. En effet, la relation
A =(Cj, ... Cj)U montre que, pour tout k, la k-eme ligne de A est une combinaison linéaire des
lignes de U avec les coefficients ayj,, ..., a;,- En particulier, les lignes L , ..., L. sont combinaisons
linéaires des lignes de U, donc le sous-espace vectoriel engendré par (Li,, ..., Li) est inclus dans le

sous-espace vectoriel engendré par les lignes de U. Etant de méme dimension, ces deux espaces sont
égaux.
Donc les r lignes de U sont également combinaisons linéaires de Li,, ..., Li.. Soit B la matrice dont

la K™ ligne est constituée des coefficients permettant d'obtenir la k"™ ligne de U comme

(Li,
combinaison lingaire de L , .., Lj. OnaalorsU=B| ... | ce quirépond a la question.
\ L,
Li, )
B est unique car la relation A = (Cj, ... Cj) B[ - |=(Cj, ... Cj) U et l'unicité de U impose que
Lir)
Li,
U=B| .. |. Cette derniére égalité donne l'unicité de B du fait que les coefficients donnant toute
Li,

ligne de U comme combinaison linéaire des lignes linéairement indépendantes (Li,, ..., Li) sont
uniques.

1 120 %
b) Onar = 2. Prenons par exemple (C; C3) = [ -11 ] On trouve U = 1]
2 1 001 -3

i Ly (12-11 _1(11)
Prenons ensuite par exemple (Lg) = ( 24 1 1). Ontrouve B = 3\l21)

*
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