© 2023 - Gérard Lavau - https://gerardlavau.fr

Vous avez toute liberté pour télécharger, imprimer, photocopier ce cours et le diffuser gratuitement. Toute diffusion a
titre onéreux ou utilisation commerciale est interdite sans accord de l'auteur.

Si vous étes le gestionnaire d'un site sur Internet, vous avez le droit de créer un lien de votre site vers mon site, a
condition que ce lien soit accessible librement et gratuitement. VVous ne pouvez pas télécharger les fichiers de mon site
pour les installer sur le votre.

EQUATIONS DIFFERENTIELLES

PLAN

| : Equations différentielles linéaires du premier ordre
1) Définition
2) Equations a coefficients constants
3) Equations a coefficients non constants
4) Exemple d'équation non linéaire

Il : Equations différentielles linéaires du second ordre
1) Définition
2) Equations a coefficients constants

Annexe : Résolution d'une équation particuliere

Résoudre une équation différentielle y' = f(x,y) sur un intervalle (généralement ouvert) I, c'est
trouver une fonction y(x) dérivable sur I vérifiant :

vV x e l,y(x) =f(xy(x))
Les courbes représentatives des fonctions solutions s'appellent courbes intégrales.

| : Equations différentielles linéaires du premier ordre

1- Définition
DEFINITION :

Soient a, b, ¢ des fonctions continues sur un intervalle I. On appelle équation différentielle
linéaire du premier ordre une équation du type :

a(x)y" + b(x)y = c(x)
Une fonction f est solution de cette équation sur I si :
Vv x e I, a(x)f '(x) + b(x)f(x) = c(x)

2
Par exemple, la fonction exp(— XE) est solution de I'équation y' + xy = 0. Les fonctions considérées

peuvent éventuellement étre a valeurs complexes. Si f est une fonction de R dans C telle que

f=g+ih avec g et h fonctions a valeurs réelles dérivables, on pose f' = g' + ih'. Ainsi, pour a
complexe, la dérivée de e** est ae™ (voir LI/COMPLEXE.PDF).

2- Equations a coefficients constants

Il s'agit d'équations pour lesquelles les fonctions a et b sont constantes. On suppose a non nul.
Quitte a diviser par a et a renommer les coefficients, on peut se ramener a une équation du type :

y +ay =c(x)

a) Equation homogéne (ou éguation sans second membre) :
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On appelle ainsi I'équation y' + ay = 0. Quelles sont ses solutions sur R, avec a réel ?
Q Ilyalasolutiony =0.

O Cherchons les solutions ne s'annulant en aucun point. On peut alors écrire : % =-a

= In |y| = —ax + Cte, en prenant une primitive de chaque membre
- |y| — eCte ¥ @ &

La fonction y ne s'annulant pas et étant continue, elle garde un signe constant. En posant A = e“* ou
—e“® suivant le signe de y, on obtient :

y=xre™

Q) Existe-t-il dautres solutions, par exemple des solutions s‘annulant en certains points ? Qu'en est-
il si a (et donc y) sont complexes ? Montrons que les solutions sont de la méme forme (mais avec A
complexe si a est complexe). Il suffit de montrer que, si y est une solution, alors ye® est constant.
Posons donc z la fonction égale a ye™. Pour montrer que z est constant, il suffit de calculer sa
dérivée :

Z' =ye™+aye™ =0
Z' = 0 donc z est constante (complexe si les fonctions sont a valeurs complexes).

Ces résultats permettent d'énoncer la proposition suivante :

PROPOSITION :
Soit a réel ou complexe. Alors :

i) Les solutions de I'équation différentielle y' + ay = 0 sont de la forme y = Ae ™™, ou A est un
scalaire quelconque. Elles forment un espace vectoriel de dimension 1 dont une base est la fonction
e

—axX

ii) Si I'on fixe une condition y(xo) = Yo, alors cette solution est unique.
iii) En particulier, si y s'annule en un point, y est identiquement nulle.

b) Equation avec second membre :
Considérons I'équation y' + ay = c(X).
Soit yo une solution particuliére de cette équation. On remarque alors que :
i) si z est solution de I'équation homogene associée, alors yo + z est solution de I'équation
compleéte. En effet :
Yo' +ayo = c(X)
Z’+az=0
= (Yot2)+alyot+2z)=c(x)

ii) Inversement, si y est solution de I'équation complete, alors y — y, est solution de I'équation
homogéne. En effet :

y' +ay =c(x)

Yo'+ ayo = ¢(x)
=  (Y-yo'+taly-y)=0

La conséquence de cette remarque est la suivante. Pour trouver TOUTES les solutions y de
I'équation compléte, il suffit de trouver les solutions z de I'équation homogene associée (ce qu'on
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sait faire), et de leur ajouter UNE solution particuliere de I'équation compléte. Pour trouver cette
solution particuliére, on distingue généralement les deux cas suivant :

0 Si ¢(X) = P(x)e® ot P est un polyndme de degré n et k une constante réelle ou complexe (ce
dernier cas permet de traiter les fonctions trigonométriques), on cherche y sous la forme Q(x)e*, ou
Q est un polynéme. On obtient I'équation suivante, aprées simplification :

Q'(x) + (k +a)Q(x) = P(x)
Si I'on cherche les coefficients de Q, de degré n, cela revient a résoudre un systeme triangulaire de
n+ 1 équations a n + 1 inconnues. Les coefficients de la diagonale valent k +a. Il y a donc une
solution si k = —a. Par contre, si k =—a, on obtient Q'(x) = P(x) et il faut choisir Q de degré n + 1.

Q Si c(x) est une fonction quelconque, on cherche y sous la forme :
y = A(x)e™.
Cette méthode est connue sous le nom de méthode de variation de la constante. On prend la
solution de I'équation homogene, mais au lieu de prendre A constant, on prend A fonction de x. En
reportant dans 1’équation différentielle, on obtient I'équation suivante, aprés simplification :
L' (x)e™® = c¢(x), d'ots A'(x) = c(x)e* et il suffit de trouver une primitive de c(x)e®*

On remarque également que, si y; est solution particuliere avec second membre b; et si y, est

solution particuliére avec second membre by, alors y; + y, est solution particuliere avec second

membre by + by :
yi'+ay; = by

2 +ay,=b, =~ (y1+Y2) +alyr +y2) =bs + by

C'est ce qu'on appelle le principe de superposition.

EXEMPLES :
0 Résoudre y' +y = e*
La solution de I'équation homogéne esty = 1e™
1 er

Une solution particuliére cherchée sous la forme ae® est 3

La solution générale est donc % e + e’

O Résoudrey' +y =¢™*

La solution de I'équation homogéne esty = 1e™

Une solution particuliére cherchée sous la forme (ax + b)e™ est xe™, et b ne joue aucun réle
puisque be™ est solution de I'équation homogene. Ici, on a P = A polynéme de degré n = 0. On
cherche une solution particuliere sous la forme Q(x)e™ car l'exponentielle intervenant dans le
second membre est la méme que celle qui intervient dans la solution de I'équation homogéne
(k =-1).

La solution générale est donc xe™ + re™

O Résoudre y' + 2y = x°%¢ ¥ + 2 + 1 + x

La solution de I'équation homogéne est y = Ae >

Par le principe de superposition, il suffit de chercher des solutions particuliéres pour chaque
terme du second membre, et de les ajouter.
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Solution avec second membre x% 2*. Comme e > est I'exponentielle intervenant dans la
solution de I'équation homogeéne, on cherche une solution sous la forme y = (ax® + bx* + cx)e . |
avec un polynéme de degré 3. 1l est inutile de prendre un terme constant, car on obtient alors une
solution de I'équation homogeéne, qui n'a aucune contribution au terme du second membre. En
reportant dans 1’équation différentielle, on obtient I'équation : ;

1 X

3 b=c =0, et la solution particuliére y =% e

3ax’ + 2bx + c=x°. D'olla = 3

Solution avec second membre 2e**. Une solution cherchée sou la forme ae® est 2 e,

Solution avec second membre 1 + x. Une solution cherchée sous la forme ax + b estg +

I

La solution générale est donc :
3
_ — 2 3x X 1
e X+l ey Lp¥ X2
3 5 2 4

y =

O Résoudre y' —y = cos(x) _
Il suffit de résoudre avec comme second membre e”. Soit y la solution. 1l n'est pas difficile de voir
que le conjugué de y sera solution de I'équation avec second membre e, et donc par superposition,
que sa partie réelle (demi-somme des solutions trouvées) est solution avec second membre égal a
cos(X).

La solution de I'équation homogéne est y = 1¢e*

Une solution particuliére de la forme ae™ est Ii e*=— e

L 1 1.
Sa partie réelle est — 5 cos(x) + 5 sin(x)

1+
2

La solution générale de I'équation initiale est donc SINIX ;cos X) + e”
3- Equations a coefficients non constants

Soit une telle équation a(x)y' + b(x)y = c(x). Nous la résoudrons sur un intervalle I sur lequel a ne
s'annule pas.

Equation homogéene ou éguation sans second membre

On appelle ainsi I'équation a(x)y' + b(x)y = 0. Quelles sont ses solutions sur | dans le cas réel ?
O Il'yalasolutiony =0.

O Cherchons les solutions ne s'annulant en aucun point. On peut alors écrire :

Y- bk

y al
= In|y| = G(x) + Cte ol G est une primitive de —Zi(%
= |y|=e%xe®®



La fonction y ne s'annulant pas, elle garde un signe constant. En posant A = e“** ou — € suivant le
signe de y, on obtient :

y = 1eC®

O Montrons qu'il n'y a pas d'autres solutions. Si y est une telle solution, montrons que ye ®® est
constante. Posons z = ye °®. On a alors :
7 = y'e 80 _ Gi(x)ye 8% = ¢ W (y' + b(x) y)=0
a(x)
Ainsi, z' = 0 donc z est constante.

Ces résultats permettent d'énoncer la proposition suivante :
PROPOSITION :
Soit a(x)y' + b(x)y = 0 une équation différentielle linéaire du premier ordre. Alors :
i) Les solutions de cette équation sur un intervalle I ou la fonction a ne s‘annule pas forment
un espace vectoriel de dimension 1 dont une base est la fonction e® o G est une primitive de

_b(x)
a(x)’

ii) Si I'on fixe une condition y(xo) = Yo, alors cette solution est unique.
iii) En particulier, si y s'annule en un point, y est identiqguement nulle.

Equation avec second membre

Considérons I'équation a(x)y' + b(x)y = c(x). Soit yo solution de cette équation. On remarque, comme
dans le cas des équations a coefficients constants, que :

i) si z est solution de I'équation homogene associée, alors yo + z est solution de I'équation
complete.

ii) Inversement, si y est solution de I'équation compléte, alors y — yp est solution de I'équation
homogeéne.

La conséquence de cette remarque est la méme que pour les équations différentielles a coefficients
constants. Pour trouver TOUTES les solutions y de I'équation complete, il suffit de trouver les
solutions z de I'équation homogéne associée (ce qu'on sait faire), et de leur ajouter UNE solution
particuliere de I'équation compléte. On peut appliquer la méthode de variation de la constante . On
cherche une solution y sous la forme :
y = A(x)e®® (ot e est solution de I'équation homogeéne)
Apres report dans I’équation différentielle et simplification, cela conduit a l'équation :
a(x)1'(x)e®™ = ¢(x)

= AKX = € &t || suffit alors de chercher une primitive de 1"
a(x)

EXEMPLES

Qxy +y=3x

Résolution de I'équation homogéne sur R™ ou R™* : une primitive de — % étant G(x) = — In(| X|), les

solution sont Aexp(— In(|x|) = ﬁ A réel, ou encore y = % en rebaptisant — A en A dans le cas ou
X
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x < 0. Il est important de noter que A est une constante par intervalle. Par exemple, sur R*, on a la

lsix>O

solution y = 5 . Cela résulte du fait qu'une fonction z de dérivée nulle est constante sur
—=six<0

X

un intervalle, mais si elle est définie sur une réunion d'intervalles disjoints, il peut y avoir une

constante différente pour chaque intervalle.

Résolution de I'équation avec second membre. On applique la méthode de variation de la constante

en cherchant une solution sous la forme y = Mx& ce qui conduit & A'(x) = 3x* d'otl A(x) = x° par

exemple.
La solution générale est donc :
y:x2+%,kréel

Il existe une solution sur R :y = x? et c'est la seule.
Oxy'-2y=0

Résolution de I'équation homogeéne sur R™ ou R ™* :

Une primite de % est G(x) = 2 In(|x|) = In(x?) donc la solution générale de I'équation homogeéne est
y = A,

Mais quelles sont les solutions sur R ? Il faut prendre conscience que la constante A est une
constante sur R™* et est une constante sur R *, mais que ce n'est peut-étre pas la méme dans les
deux cas. Les solutions sur R* sont donc :

(3, VX>0y=axt

I, Vx<0,y=px

Or la fonction ainsi définie se prolonge par continuité en 0 ainsi que sa dérivée en posant y(0) = y'(0)
= ( et I’équation différentielle est encore vérifiée en X = 0. Ainsi, les solutions sur R sont :
(I, VY X>0y=2x

= p,‘v’x<0,y=ux2

Qxy' =ayety(l) =1, pourx>0
Une primitive de % est G(x) = a In(x), donc la solution générale est A exp(a In(x)) = Ax°.

La condition y(1) = 1 impose A = 1, d'oli y = x*,

4- Exemple d*équation non linéaire
On sait résoudre quelques types d'équation non linéaire. Considérons par exemple y' = e**Y. Cette
équation est dite a variables séparables car on peut séparer les termes en y des termes en x.

yle—y - eX
& -7/ =¢"-Cte en prenant une primitive de chaque membre
o = — In(Cte — &)
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La constante doit necessairement étre positive pour avoir un domaine de définition non vide, égal a
]-o0, In(Cte)[. Les courbes intégrales se déduisent les unes des autres par une translation. En effet,
soit les fonctions :

f1(x) =—In(1 — €
et fa(x) =—In(a —€)
Ona:

fa(x) =—In(a(1l — exp(x — In(@)) = - In(a) — In(1 — exp(x — In(a))

=—In(a) + fi(x — In(a))

Un point (x, y) appartient au graphe de f, si et seulement si y = fy(x), si et seulement si
y +In(a) = fi(x — In(a)), si et seulement si le point (x — In(a), y + In(a)) appartient au graphe de f;.
Le graphe de f, se déduit du graphe de f; par une translation de vecteur (In(a), — In(a)).

Il : Equations différentielles linéaires du second ordre

1- Définition

DEFINITION :

Soit a, b, ¢, d des fonctions continues sur un intervalle 1. On appelle équation différentielle
linéaire du second ordre une équation du type :

a(x)y"” + b(x)y" + c(x)y = d(x)

Une fonction f est solution de cette équation sur 1 si
Vv x e I, a(x)f"(x) + b(x)f '(x) + c(x)f(x) = d(x)

2- Equations a coefficients constants

Il s'agit d'équations pour lesquelles les fonctions a, b et ¢ sont constantes. On a donc une équation
du type :

ay" + by' + cy = d(x)
Nous supposerons a = 0, sinon, on a en fait une équation du premier ordre. a, b, ¢ peuvent étre
éventuellement des nombres complexes. Dans ce cas, on cherche y a valeurs complexes.

a) Equation homogéne ou équation sans second membre :
On appelle ainsi I'équation ay" + by' + cy = 0. Quelles sont ses solutions ? Par analogie avec les
équations du premier ordre a coefficients constants pour lesquelles les solutions sont des
exponentielles, cherchons les solutions sous la forme : y=e™ Lorsque I'on remplace dans
I'équation, on obtient, apres simplification :

ar’+br+c=0
Cette équation s'appelle équation caractéristique associée a I'équation différentielle. Elle admet
toujours des solutions, éventuellement complexes si le discriminant est négatif ou si a, b et ¢ sont
des complexes.

Cherchons d'autres solutions sous la forme y = f(x)e™. On obtient :
Y = (f /(9 + rf(x)) e”
y* = (F(X) + 2rf '(x) + r*f(x)) e™

En reportant dans I'équation, on obtient, aprées simplification de I'exponentielle :
af"+ (2ar+b)f'+ (ar’+br+c)f=0
Or r est solution de I'équation caractéristique ar? + br + ¢ = 0. D'ou :
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af "+ (2ar + b)f'=0.

Cette équation est une équation du premier ordre en f'. Sa solution est :
£1(x) = Cte x exp( —@La*bﬁ)

On distingue alors deux cas :

i) si 2ar + b = 0, alors, en intégrant a nouveau,on a, pour certaines constantes A et B :

f(x):Axexp(—gzL;b)l)+B
donc y:Axexp(—g"’lr—;bﬁ)+B><erX

or_ arth

n'est autre que l'autre racine de I'équation caractéristique. Ainsi y est combinaison

linéaire des deux solutions exponentielles trouvées. La condition 2ar + b = 0 est équivalente a :
r— b ou encore
2a

A#0 ou A est le discriminant de I'équation caracteéristique.

Dans le cas ou a, b et ¢ sont réels et ou les racines r et r' sont complexes, alors r et r' sont
conjuguées. Les solutions y a valeurs complexes sont combinaisons linéaires a coefficients
complexes de €™ et " mais on peut aussi la prendre comme combinaisons linéaires a coefficients
rx r'x rx r'x
+ — . . , . .
complexes de % = Re(e™) et de % = Im(e™). Sir=a +ip, alors r' = o. — ip, et la solution
générale y a valeurs complexes est combinaison linéaire a coefficients complexes de e**cos(Bx) et
e™sin(Bx). On obtient la solution générale a valeurs réelles en prenant les combinaisons linéaires a

coefficients réels de e**cos(Bx) et e*sin(Bx).

ii) Si 2ar + b = 0, on remarque d'abord que cette condition équivauta r = — 2—2 ou encore a A = 0.

Dans ce cas, I'équation caractéristigue admet une racine double, et il n'y a qu'une solution
exponentielle. On a alors :

f'= Cte d'ou, en intégrant a nouveau :

f=Ax+B et

y = Axe™ + Be™
y est combinaison linéaire de deux fonctions, dont I'une est I'exponentielle déja trouvée.

Ces résultats permettent d'énoncer la proposition suivante :

PROPOSITION :
Soit ay" + by' + cy = 0 une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants.
Alors les solutions de cette équation sont de la forme suivante :

i) Soit (*) ar® + br + ¢ = 0 I'équation caractéristique associée et A son discriminant.

si A est non nul, alors y est combinaison linéaire des deux fonctions e™ et e ou r et r' sont
solutions de (*).



si A est nul, alors y est combinaison linéaire des deux fonctions e™ et xe™ ol r est racine
double de (*).

ii) Ces solutions forment un espace vectoriel de dimension 2

iii) Dans le cas réel, si A est négatif, alors y est combinaison linéaire des deux fonctions
e™cos(Bx) et e”sin(Bx) ol r = o + ip et r' = o — ip sont solutions conjuguées de (*).

EXEMPLES :
O Résoudre y" —2y'+y=0
L'éguation caractéristique associee est :
rF-2r+1=0
dont les solutions sont 1, racine double. Les solutions de I'équation différentielle sont donc de la
forme :

y = Axe* + Be*
0 Résoudre y" —3y'+2y =0
L'éguation caractéristique associée est :

rF—3r+2=0
dont les solutions sont 1 et 2. Les solutions de I'équation différentielle sont donc de la forme :

y = Ae™ + Be*
O Résoudre y" +y'+y =0
L'éguation caractéristique associée est :

rP+r+1=0
dont les solutions sont j = exp(zé—n) et j%, racines complexes. Les solutions de I'équation différentielle

sont donc de la forme :
- 2
sur C :y = Ae” + Be! “avec A et B complexes

ouy=e U (Acos(@) + Bsin(@)) avec (d'autres) A et B complexes

surR:y=e' (Acos(@) + Bsin(@)) avec A et B réels

e 2 cos(@) et e 2 sin(@) sont respectivement les parties réelles et imaginaires de ”.

b) Equation avec second membre :
Considérons I'équation ay" + by' + cy = d(x). Soit y, solution de cette équation. On remarque alors
que, comme dans le cas des équations du premier ordre :

i) si z est solution de I'équation homogéne associée, alors y, + z est solution de I'équation
complete.

ii) Inversement, si y est solution de I'équation complete, alors y — y; est solution de I'équation
homogene.

Comme dans le cas des équations du premier ordre, la conséquence de cette remarque est la
suivante. Pour trouver TOUTES les solutions y de I'équation compleéte, il suffit de trouver les
solutions z de I'équation homogene associée (ce qu'on sait faire), et de leur ajouter UNE solution
particuliere de I'équation compléte. Il est facile de vérifier que le principe de superposition
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s'applique egalement dans le cas présent : si y; est solution particuliére avec second membre d; et si
y» est solution particuliére avec second membre d,, alors y; + y, est solution particuliéere avec second
membre d; + d,.

Voici un cas important : d(x) = P(x)e® ol P est un polyndme de degré n et k une constante réelle ou
complexe (ce dernier cas permet de traiter les fonctions trigonométriques). Cherchons y sous la
forme Q(x)e*, avec Q un polyndme. On a :

y = Q(x)e”

y' = (Q(X) +kQ()) &*

y" = (Q"(x) + 2kQ'(x) + K*Q(x)) €

On obtient I'équation suivante, apres simplification :

aQ"(x) + (2ka + b)Q'(x) + (ak’ + bk + €)Q(x) = P(x)
Si I'on cherche les coefficients de Q, de degré n, cela revient a résoudre un systeme triangulaire de
n + 1 équations & n + 1 inconnues. Les coefficients de la diagonale valent ak® + bk + ¢. On reconnait
la le premier membre de I'équation caractéristique. 1l y a donc une solution si k n'est pas racine de
cette équation.

Si ak? + bk + ¢ = 0 (autrement dit k est racine de I'équation caractéristique), la démarche précédente
conduit a rechercher un polyndéme Q, tel que aQ"(x) + (2ka + b)Q'(x) = P(x), avec Q de degré n + 1.
On obtient un systeme triangulaire dont les termes de la diagonale valent 2ak + b. Si ce terme est
non nul, alors il est possible de trouver Q. Or 2ak + b non nul signifie k différent de — 2—2, et k étant
racine de I'équation caractéristique, cela signifie que le discriminant est non nul, et donc que k est
racine simple de I'équation.

Si ak® + bk + ¢ = 0 et 2ak + b = 0, alors k est racine de I'équation caractéristique et vaut — z—t;. cela
signifie donc que le discriminant est nul, et donc que k est racine double de I'équation. On obtient
alors I'équation aQ"(x) = P(x), avec Q de degré n + 2. a étant non nul, il est alors possible de trouver

Q.
Nous ne nous intéresserons pas a d'autres expressions de d. Nous pouvons donc énoncer :

PROPOSITION :
Soit ay" + by' + cy = P(x)e" une équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients
constants, P étant un polyndme.

i) Si k n'est pas racine de I'équation caractéristique, il existe une solution particuliére de la
forme Q(x)e**, avec deg(Q) = deg(P).

ii) Si k est racine simple de I'équation caractéristique, il existe une solution particuliére de
la forme Q(x)e*, avec deg(Q) = deg(P) + 1.

iii) Si k est racine double de I'équation caractéristique, il existe une solution particuliére de
la forme Q(x)e*, avec deg(Q) = deg(P) + 2.

EXEMPLES :
O Résoudre y" +y = cos(X)
L'équation caractéristique est: r’ + 1 =0
La solution de I'équation homogene est y = Acos(x) + Bsin(x)
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Une solution particuliere avec second membre €™ se cherche sous la forme axe™ car i est

racine simple de I'équation caractéristique. On trouve —% i xe”. De méme, % i xe™ sera solution

particuliere avec second membre e*ix et, par le principe de superposition, la solution particuliere de
cos(x), demi-somme de e™ et de ™, ou partie réelle de e”, s'obtiendra en prenant la demi-somme de
~Lixe®etde % i xe ™, autrement dit la partie réelle de —% i xe”. D'olly = %

> xsin(x).

La solution genérale est donc Acos(x) + Bsin(x) + % xsin(x).

0 Résoudre y" —2y' +y = ¢*
L'équation caractéristique est : r> — 2r + 1 = 0. 1 est racine double.
La solution de I'équation homogeéne est y = Ae* + Bxe*
Une solution particuliére avec second membre * se cherche sous la forme ax’e*. On trouve

—X€.

1 oex.

La solution générale est donc Ae* + Bxe”* + >

Annexe : Résolution d'une équation particuliere

Nous allons nous arréter plus longuement sur I'équation différentielle a coefficients constants :

ay" + by' + cy = d cos(wt)
oua>0,b>0,¢>0,d=>0, ety une fonction de t. Ce type d'équation intervient dans un grand
nombre de phénomeénes physiques, ou t représente le temps, en particulier en mécanique et en
électrodynamique. En voici quelques exemples :

En mécanique :

Un objet est soumis a une force de frottement opposéee a sa vitesse et proportionnelle a celle—ci, a
une force de rappel proportionnelle a son déplacement et enfin, & un régime forcé de pulsation .
C'est le cas par exemple pour :

Q le pendule élastique (masse-ressort) :
masse m
coefficient de frottement f
raideur du ressort k
force imposée de module F

L'éguation du mouvement est donnée par :
mx" + X' + kx = F cos(wt)

U le pendule de torsion :
moment d'inertie J
coefficient de frottement f
couple de rappel C
couple forcé de module G

L'éguation du mouvement est donné par :
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30" + 0" + CO = G cos(at)

Q le pendule simple (masse au bout d'un fil de longueur I, dans un champ de gravitation g), sans
frottement, pour des petites oscillations :

L'éguation du mouvement est donnée par :
6" +g06=0

En électrodynamique :
Un circuit electrique comprend en série, une résistance R, une inductance L, et une capacité C. Il est
soumis a une tension périodique U de pulsation m. La quantité d'électricité Q traversant un point du
circuit vérifie :

LQWRQ+%:Umwm

Le cas étudié s'applique dans ces situations, ce qui signifie également que tout phénomene
mécanique a un équivalent électrique, et inversement.

1- Equation homogene ay™ + by' + cy =0
Cette équation correspond a un systeme qui n'est soumis a aucune oscillation forcée. L'équation
caractéristique est :
ar’+br+c=0
A = b® — 4ac = & avec & éventuellement imaginaire pur ou nul.
Les racines sont donc :
:—b—SEtr..:—b+6

r.I
2a 2a

Si b = 0 (absence de frottement, absence de résistance), alors & est imaginaire pur et non nul, et les
solutions sont des fonctions trigonométriques, sans atténuation de I'amplitude. Nous noterons

2_8a = imo. g est appelé pulsation propre d'oscillation du systéme étudié, avec o’ = g.

Sib >0, retr sont des réels strictement négatifs, car b? > 8% ou des complexes & partie réelle
strictement négative. Les solutions sont des combinaisons linéaires d'exponentielles qui tendent vers
0 quand t tend vers +oo. Si & est imaginaire pur, ce qui se produit lorsque b? < 4ac (faible frottement
ou faible résistance), les solutions oscillent autour de 0, avec atténuation de I'amplitude.

Dans tous les exemples physiques proposés, g est homogeéne a I'inverse d'un temps et peut donc étre
noté 1 L'équation différentielle sans second membre prend alors la forme :
Te
y + L+ wy=0.
Te
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e Si|Te > 1 le systeme est faiblement amorti, A est strictement négatif, & est imaginaire pur.

2(00

r= —Ziii o’ — 12. Les solutions y sont combinaisons linéaires de exp(— ZL) cos(wmt) et
Te Te Te

exp(— L) sin(ot), avec une pulsation ® = wo® — 1 légerement inférieure a la pulsation
2 2
e

41,

propre.

e Le cas limite (appelé amortissement critique) est obtenu lorsque |te = L , pour lequel A = 0.

2(00

Onaalorsr=— 1 racine double, et y est combinaison linéaire de exp(— ZL) et de t exp(- ZL).

Te Te Te
e Si|te< Zi , le systeme est fortement amorti, A est positif, & est réel. 1l n'y a pas d'oscillation.
o
onar=——+ LZ_(DOZ =_ 14 B. avec B = ) y est combinaison linéaire de
27e 4, 27e 2

exp(— ZL) exp(pt) et exp(—zi) exp(—pt). On préferera parfois prendre la demi-somme et la
Te Te

demi-difference de ces fonctions, faisant intervenir les fonctions trigonométriques sinus et
cosinus hyperboliques, établissant un rapprochement formel avec le premier cas. y est alors

combinaison linéaire de exp(— L) ch(Bt) et exp(— L) sh(pt).
2Te 216

EXEMPLE : Si on impose les conditions initiales y(0) = yo, et y'(0) = 0, on trouve respectivement :

Y = Yo exp(— -1 (cos(et) + —— sin(wt))
27e 2MTe

t 1
= ——) (1 +—
Y = Yo exp( 2Te) ( Zte)

Y = Yo exp(- 55 (ch(B) + 55— sh(BD)
Te 2PB1e

L'amortissement critique correspond aux deux cas limites @ — 0 et — 0.

1o S'appelle durée de relaxation en énergie. L'énergie est, dans les exemples proposes,

proportionnelle & yo®. La durée t. donne un ordre de grandeur de la durée au bout de laquelle

I'énergie du systéeme a diminué de %.

2- Solution particuliére avec second membre

Cette équation correspond a un systeme qui est soumis a une oscillation forcée.

Lorsque b > 0, il y a toujours une solution particuliere avec second membre d exp(iwt) sous la forme
y = A exp(imt), car im ne peut étre solution de I'équation caractéristique. On obtient une solution
avec second membre d cos(wt) en en prenant la partie réelle.

La solution géneérale est donc la somme d'une solution périodique de pulsation et de solutions
exponentielles s'annulant en +o0. Les solutions exponentielles n'interviennent physiquement que lors
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de la phase transitoire correspondant a la mise en route du systéme. La solution périodique
correspond, elle, a la solution en régime permanent.

Lorsque b = 0, la situation est analogue sauf dans un cas, si o est égal a wy, solution de I'équation
caractéristique. 1l y a alors une solution particuliere avec second membre d exp(iwot) sous la forme
y = At exp(imot). On obtient une solution avec second membre d cos(mot) en en prenant la partie
réelle. On dit qu'il y a résonance. Dans ce cas, y prendra des valeurs arbitrairement grandes.

On peut s'approcher d'un phénomene de résonance avec un coefficient b non nul, quoique faible. y
restera borné mais sa borne peut étre élevée. Ce phénomene est parfois recherché (enfant sur une
balancoire donnant des impulsions a la fréquence propre de la balancoire, antenne en résonance
avec une fréquence donnée), parfois évité (utilisation d'amortisseurs).

Le phénomeéne de résonance peut se révéler extrémement dangereux. Citons I'effondrement du pont
de Basse-Chaine pres d'Angers en 1850, sous les pas cadencés d'un bataillon en marche (226 morts).
Depuis ce temps, les militaires rompent le pas lorsqu'ils traversent a pied un pont.

Plus récemment, le pont de Tacoma, aux Etats-Unis, s'est effondré le 7 novembre 1940 sous I'effet
du vent, quelques mois seulement apres son inauguration. Le lecteur est invité a rechercher en ligne
des vidéos de cet effondrement en donnant a un moteur de recherche les mots-clefs "pont de
Tacoma". Cependant, dans ce dernier cas, lI'effondrement ne serait pas dd a une action périodique
extérieure mais plutét a la formation de tourbillons sur le tablier du pont amplifiant peu a peu le
mouvement du pont (lire Jean-Michel Courty, Edouard Kierlik, Pont de Tacoma, la contre-enquéte,
Pour la Science, n°364, (Février 2008), p.98-99).
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tions de la dérivée par
inertie ou
autoinduction

cas general Meécanique Electricité
y élongation x charge Q grandeur étudiée
y' vitesse V intensite | dérivée
Le coefficient a Energie cinétique ou
s'oppose aux varia- masse m inductance L magnétostatique :

1 2l
W_va 0u2LI

Le coefficient b est
responsable des pertes
d'energie

frottement f

résistance R

Puissance de I'effet
Joule
P = fV? ou RI?

Le coefficient c est

Energie potentielle

solution particuliére
Y = Ym COS(wt + @)

force imposée

celui du phénomene raideur k capacité 1 emmagasinée ,
de rappel C W =L ko ou £ 9
2 2 C
Durée de relaxation m L
=2 f R
b
Période T a la o~ [M
résonance 2% k 2n+[LC
®o
k 1
Pulsation propre m \JLC
oo = \/%.
Le coefficient d est Résistance = fV ou RI
celui d,u mo'geur du force F tension U Rappel = kx ou Q
phénomene C
b=d=0 pas de frottement pas de résistance phénomene
Y = Ym coS(wot + @) | pas de force imposée pas de tension périodique non amorti
imposée
b>0,d=0 frottement résistance amortissement du
limy=0 pas de force imposee pas de tension phénomene
>0 imposée
b>0,d>0 frottement résistance régime stationnaire

tension imposée

périodique
asymptotique

b=0,d>0
Si ® # ay, alors y est
somme de fonctions
périodiques de
pulsation o et wy.
Sio=wg, ilya
résonance

pas de frottement
force imposée

pas de résistance
tension imposée

Exercices
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1- Enoncés

Exo.1) Résoudre les équations différentielles :
a)y +2y=x"—x+3
b) y' +y = e*sin(x)

1 bx
—ay=¢€
Ex0.2) a et b étant des réels, résoudre I’équation différentielle [ i(o) :y 1

Exo.3) Résoudre les équations differentielles suivantes :

a) X(L+x3)y' — (¥ —1)y+2x=0

b) x?cos(X) y' = x%sin(x) y — 1

) (2x — x4)y' + (x — 1)y = 2x — 1. On cherchera une solution particuliére sous forme d'un
polynéme.

d)y' -y =y(0)

Ex0.4) Soit D :y — y' +xy. On note D= D o D, D*= D 0 D%
a) Calculer D(y)
b) Résoudre 1’équation différentielle : y& + 3xy" + 3(x*+ 1)y + (x* + 3x)y = 0

. y'——L:b,aveca>0,beR
Exo0.5) a) Resoudre, pour x >0 : a+x

y(0)=0
b) Un fil élastique idéal posséde une longueur L au temps t = 0. On le tire de sorte qu'il
s'allonge de 1 m/s, de fagcon homogene sur toute sa longueur. Un escargot ponctuel part d'une
extrémité du fil avec une vitesse vo = 1 cm/s par rapport au fil. Atteindra-t-il I'autre extrémité du fil,
et si oui, au bout de combien de temps ? Application numérique, L =1 m, vo = 1 cm/s.

Ex0.6) Théoreme de Floquet : soit a une fonction continue sur R périodique de période T.

Montrer que les solutions de I'équation différentielle y'(x) = a(x)y(x) sont de la forme y(x) = f(x)e™
ou f est une fonction périodique de période T et ¢ un reel qu'on exprimera en fonction de a et T.

Ex0.7) Soit s un paramétre strictement positif. Résoudre I'équation différentielle :
y"+2sy'+y=0,y(0)=0,y(0) =1

ou y est une fonction de x. Quelle est la solution qui converge le plus vite vers 0 quand x tend vers

400 ?

Ex0.8) Résoudre

a)y" +2y' +y=e”

b) y" +y' — 2y = 8sin(x)

) y" + 16y = sin(x) + cos(4x)

d) my" — (1 + md)y' + my = xe*
e)y"+y=-sin(ax),a € R, avec y(0) =0ety'(0) = %
Ex0.9) Chute libre avec frottement : Soit y la hauteur a laquelle se trouve un parachutiste tombant
verticalement. Son accélération est égale a la somme de l'accélération de la pesanteur et d'une
accélération due au frottement de l'air égale a — kV, ou V est sa vitesse, et k une constante positive.

a) Quelle est I'équation différentielle vérifiée par y, en fonction du temps t ?
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b) La résoudre avec comme condition initiale y(0) = h et y'(0) = 0.
c) Effectuer un développement limité de y a I'ordre 2 au voisinage de t = 0.
d) Calculer lim y'(t)

t—00

(Pour les développements limités, voir LI/DLTAYLOR.PDF).

Ex0.10) Trajectoire d'un projectile avec frottement : On considére un projectile lancé a l'instant
t = 0 dans un plan vertical Oxz a partir du point O, avec une vitesse initiale Vo, la vitesse faisant un
angle 6 avec I'horizontale Ox. Oz est la verticale ascendante. Le projectile est soumis a l'accélération
de la pesanteur g et a une force de frottement opposée a la vitesse, de coefficient k. On note
(X(t), z(t)) la position du projectile en fonction du temps t. L'équation du mouvement est donc :
[ X" =—kx'
2"=-ki'—g

a) Résoudre ce systeme et exprimer les solutions en fonction de k, g, 6 et Vg et du temps t.

b) Pour tout t, quelle est la limite de x(t) et z(t) quand k tend vers 0 ?

c) Dans le cas général, exprimer z en fonction de X, indépendamment de t.

d) Vérifiez que lim Lo Votan(0). Pour tout t, calculer lim z en fonction de x.
x—0 X k—0

Exo0.11) Soit yo un réel. On considere I'équation différentielle [ i(g)y:_y;( :

a) Résoudre cette équation différentielle.

y' =f(xy)
y(0) = Yo
consiste a prendre un pas h > 0 et a remplacer la variable x par une suite (x,) et la fonction x — y(x)

b) La méthode d'Euler pour résoudre une équation différentielle du type [

par une suite (y,) telles que xo = 0 et que, pour tout n, Xps1 = Xn + h et Llh_y—” = f(Xn, Yn). En

appliquant cette méthode a I’équation différentielle y' = y — x, déterminer I'expression générale de x,
et de y, en fonction de yg, n, h.

c) Soit x un réel donné. Calculer lim vy, h étant pris égal a %
n—oo

2- Solutions

Sol.1) a) La solution générale de I'équation homogeéne est Ae “". On cherche une solution particuliere
de I'équation compléte sous la forme d'un polynome de degré 2, y = ax? + bx + c. On obtient :
y'+2y=2ax’+(2a+2b)x+b+2c=x*—x+3

—2X

donca:%,b:—l,c:Z.
2
La solution générale de I'équation compléte est y = re 2 + XE_ X+2

b) La solution générale de I'équation homogéne est Ae™. On cherche ensuite une solution
particuliére avec second membre e* €”, dont e*sin(x) est la partie imaginaire, sous la forme d'une
(L+i)x

2+

constante facteur de e™**. On trouve De méme, une solution particuliere avec second
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(1 )X
2—

membre " e ™ est £ et, par superposition, une solution particuliére avec second membre e*sin(x)

(1+|)x
|) :
g+ (- |)e(1"i)x _ " (= cos(x) + 2sin(x))
Im(G—=) = Im( )= .
La solution generale del equatlon compléte est donc :
re X + e* (= cos(x) + 2sin(x))
5

est Im(

Sol.2) L'équation homogéne a pour solution Ae®.
Le second membre est le produit d'une exponentielle par un polynéme de degré nul. On cherche une
solution particuliére de I'équation avec second membre sous la forme du produit de I'exponentielle

par un polynéme de degre 0 ou 1, selon que bb;t aoub=a.
X

Si b # a, une solution particuliére est be = La solution générale de I'équation compleéte est
ebx 1 ebx . eax

re® + , et la condition initiale donne A =1 — ,douy=e¥+=——
b-a b-a b-a

Si b = a, une solution particuliére est xe®*. La solution de I'équation compléte, compte tenu de la
condition initiale, est e + xe®.
On pourra vérifier que le cas b = a se déduit du cas b = a par passage a la limite :
bx ax
lim e™+& =€ — g™ 4y
b—a b-a

Sol.3) a) On résout cette équation différentielle sur ]-oo, O[ ou sur ]O, +oof, intervalles ou le
coefficient de y' ne s'annule pas. La solution générale de I'équation homogeéne est de la forme
2
A exp(G(x)) avec G une primitive de (1—+125
2 — 2
X(].—+X25 J 2y(1+ dy avecy =X

1
_J_2y+1+ydy

=1In(L +vy) —% In(y) = In(L + x%) — In(x|) = In 1|+|X
X

1+%°
X

, " 1 +x2
, A réel, ou méme A <

ce qui donne la solution A en renommant — A en A pour x < 0.

On trouve une solution particuliere de I'équation avec second membre par la méthode de variation

de la constante, ce qui conduit & x(1 + X3 A'(X) 1")'()( = — 2%, donc A'(X) = (1%2? d'ou

AX) = ﬁ? (+ Cte). Une solution particuliere est donc %

2
+ ,
1+X +%,7»reel.

La solution genérale de I'équation compléte est doncy = A
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b) On gagne du temps en remarquant que I'équation différentielle est équivalente a (y cos(x))' = — ;12

1 . 2
xcos(x)  cos(x)’
c¢) On résout sur ]-oo, O[, ou sur ]0, 2[, ou sur ]2, +oo[. La solution générale de I'équation homogéne

P x—1 x—1 1 1 A — 1

|x(2 - x)|. La solution générale de I'équation homogéne est donc A~ /| x(2 — x)|.
Si y est un polynédme de degré n solution particuliere de I'équation compléte, de coefficient
dominant a,, alors (2x — x?)y" + (x — 1)y est de degré au plus n + 1 et le coefficient de degré n + 1 est
—na, + a,. Comme on veut obtenir 2x — 1, polyndme de degré 1, il est nécessaire que n < 1. Soit
doncy =ax + b. On obtient :

(2x — X2y + (x — 1)y = a(2x — x?) + (x — 1)(ax + b)

=(@a+b)x-b=2x-1

donca=b=1ety=x+1estsolution particuliére.

La solution générale de I'équation compléte est x + 1 + A [|x(2 — X)|.
d) L'équation équivaut a :
da,y-y=aety(0)=a
& 3IATJay=re"-aeti-a=a
donc A = 2a et les solutions sont y = a(2e* — 1), a € R. Elles forment un espace vectoriel engendré

par la fonction 2e* — 1. C'est d'ailleurs le noyau de l'application linéaire y — y' —y — y(0), alors que,
pour a donné non nul, I'espace des solutions de y' —y = a n'est pas un espace vectoriel.

douy= ou A est un réel propre a chaque intervalle ou xcos(x) ne s'annule pas.

Sol.4) a) On obtient I'expression donnée en b).
2
b) On a donc D3(y) = 0. Posons z = D*(y). On a D(z) = 0 = z' + xz, d'oll Z = Aexp(~ XE)'

2
Puis posons u = D(y), de sorte que D(u) = z ou U' + xu = Aexp(— X?). On cherchera une solution

particuliére par la méthode de variation de la constante et on trouvera :

=0+ ep(-X)

2
Enfin, on résout D(y) =u ouy' + xy = (AX + p)exp(— XE) ce qui donne :

2 2
y= 5+ e+ vexp(-3)

Sol.5) a) La solution de I'équation homogéne est A(a + x). On applique la méthode de variation de la
constante pour déterminer une solution particuliére, ce qui conduit a :
AM@a+x)=b
d'ou A = bIn(a +x) (+ Cte)
La solution générale de 1’équation différentielle est A(a + x) + b(a + x) In(a + x). La condition

initiale donne L =—b In(a),douy=b (a+x) In(1 + g)

b) Notons y l'abscisse de l'escargot par rapport a l'extrémité d'ou il est parti. A un instant t
guelconque, sa vitesse par rapport a cette extrémité (vitesse absolue) est la somme de sa vitesse Vg
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(vitesse relative) par rapport au fil et de la vitesse du point du fil ou il se trouve au moment
considéré, due a l'extension du fil (vitesse d'entrainement). La longueur du fil (en m) a l'instant t
étant L + t, et la vitesse de la deuxieme extrémité du fil par rapport a la premiére étant 1 m/s, la

vitesse d'entrainement au point d'abscisse y est E+Lt Ainsi :
V:V0+—X—

avec la condition initiale y(0) = 0. On reconnait 1’équation différentielle a) avec t au lieu de x,a=L
etb=vydou;

y:vo(L+t)In(1+E)

L'escargot atteint I'autre extrémité du fil a un instant t tel que y = L +t, soit 1 = v In(1 + E), ou

L
PourL=1metvo=1cm/s,t=e' —1s~85x 10> années.

encore 1 + 1 exp(l) ouenfint=L (exp(l) -1).
Vo Vo

Sol.6) Les solutions sont de la forme :

Y(x) = y(0) exp( J "a(s) ds).
0

Supposons d'abord que o et f existent pour en déduire leur expression. On doit avoir :
T
y(0) =(0) = (T) = y(T)exp(-oT) = y(0) eXp(j a(s) ds—cT),
0

.
donc nécessairement ¢ = % J a(s) ds, et pour ce o, f(x) = y(x)e °*.

0
Réciproguement, vérifions que les o et f précédemment définis conviennent bien. 1l s'agit de vérifier
que f est T-périodique :
f(x+ T) — (x) = y(x + T) exp(-o(x + T)) - y(X) exp(-oX)
Il suffit donc de montrer que y(x + T) = y(x)exp(cT) ou que :
X+T X
exp( J a(s) ds) = exp(J a(s) ds+ oT)
0 - 0
X+
= exp(J a(s) ds) = exp(cT) ce qui résulte de la périodicité de a et de la définition de o.

Sol.7) L'équation caractéristique associée & I'équation homogeéne est X? + 2sX + 1 = 0.
Pour s > 1, les racines de I'équation caractéristique sont —s + \/52 — 1. Donc la solution de I’équation
différentielle est combinaison linéaire de exp((— s + /s” — 1)x) et de exp((- s —\/s2 —1)x), ou bien,
en prenant les demi-somme et demi-différence, de ™ ch(\/s2 —1x)etdee™ sh(\/s2 —1 x). Compte
tenu des conditions initiales, on trouve :
o sh(ys —1x) _ exp((ys” 1 —s)x) quand x tend vers +oo

\/sz—l 2\/32—1
Pour s = 1, — 1 est racine double de I'équation caractéristique et y est combinaison linéaire de e™ et
de xe™*. Compte tenu des conditions initiales, on trouve :

y =xe™

y=¢
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Pour s < 1, les solutions complexes de I’équation différentielle sont — s + i\/1— 2 et y est

combinaison linéaire de e cos(x/1—s x) et de e sin(\/1—s® x). Compte tenu des conditions
initiales, on trouve :

y = g Sinbll —S X!
\/1 —s?
On vérifiera que xe ™ est négligeable devant exp((\/s2 —1-5)X),s>1etdevant e, s <1, quand x
tend vers l'infini.

2X
Sol.8)a)y=(Ax+ p)e + %

b)y = Ae* + pe > — % sin(x) —g cos(X)

sin(x) ., X sin(4x)
15 8
d) Pour m = 0, c'est une équation différentielle du premier ordre.
Sinon, elle est du second ordre avec, pour équation caractéristique, mX? — (1 + m?)X + m = 0, de

C) y = Acos(4x) + u sin(4x) +

racines m et % Pour m = £+ 1, la racine est double. On cherchera une solution particuliére de

I'équation compléte sous forme d'un polynome de degré 1 facteur de €*, sauf pour m = 1 pour lequel
le degré du polynbme devra monter a 2, puisque le coefficient m = 1 est le méme que celui
intervenant dans I'exponentielle de xe*. On trouvera pour solutions de I'équation compléte :

pour|m|;tletm;f»so,y:ke””‘+ue"’”“+(1—_n)]()zeX
1-X «

pourm:—l,y:(kx+p)e*X+Te

3.X
pour m =1, (Ax + p)e* + %

pourm=0,y=(1-x)e+xr _
e) Il faut distinguer a = + 1, et a = + 1. Dans ce dernier cas, I'exponentielle complexe e'** intervenant
implicitement dans le second membre est la méme que celle qui intervient dans la solution générale
de I'équation homogeéne, et la recherche d'une solution particuliére se fait sous la forme du produit
d'un polynéme de degré 1 par cette exponentielle. On trouvera :

poura=+1,y= (%_ ngi_l) sin(x) + sallng_ax)

1
poura=1,y= MOZS X

poura=—1,y=sin(x) - MOZS X

Sol.9) a) Dirigeons l'axe vertical vers le haut. V étant égale a la dérivée de y par rapport au temps t,
et la pesanteur étant dirigée vers le bas, onay" =—g—ky'".
b) C'est une équation différentielle linéaire du premier ordre en y'. La solution de I'équation

~ une solution particuliére est donnée par — 9 Donc la solution générale est :

homogeéne est Ae "

ekt _ g
y'=Ae "
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La condition initiale y'(0) = 0 donne A = % Finalement, y' = % e 1)
Il suffit d'intégrer pour trouver y. La valeur de la constante d'intégration s'obtient avec la condition
y(@)=h: .
=9 & _
y=d(S--+F+h

2.2
1—kt+k7t+o(t2)

2
9y=L¢ : ~9+3+h=h-L+o®)

2
On reconnait dans h — 9;— I'expression de la chute libre dans le vide.

d) . lim y'{t) = - %, vitesse limite de chute, qu'on peut aussi déduire de I’équation différenticlle
—>+00

y" = — g —ky' en prenant une accélération nulle.

Sol.10) a) Ce probléme est une généralisation du précédent, avec une vitesse initiale non nulle. On
obtient successivement :
X' = Vocos(0) e

7'= (% +Vsin(@))e ¥~ 2

k
puis
— . Vocisge) (L —e™)
—kt
2= (@ + Vosin(®)) 1% —%t

b) Quand k tend vers 0, x tend vers Vocos(0)t. Pour z, on utilise un développement limité de

I'exponentielle alordre2enO:
2
—1_kt+ "2 +0(k)

1—efkt_ kt? 2
" —t—2+0(k)
2

donc z = (g + Vsin(0)) (t — + o(k?) — gk_t) de limite Vosin(6)t — gzt_ quand k tend vers 0. Le

donc

X = Vocos(0)t
mouvement | , _ Vesin(0)t _gzt_ est celui du mouvement d'un projectile soumis a l'accélération de

la pesanteur g sans frottement.

1-e_ X _ 1
c)Ona . Voc0s(0) ett=— " In(1 - s(e)) donc :
2= L+ Vosin@o) (e) % In(1— Voc';);(e))
— _g_ kx
= tan(0) x + 050) Rgz Vocos (9))

d)Ona:
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k

lim Z=tan(@) + g — tan(
X—0 X ©) kVocos(0) Rgzvoco (9) ©)
Pour la limite quand k tend vers 0, on utilise un développement limité du logarithme a I'ordre 2 :
kx k>x? 2
Inl-—2—)= — +o(k
n(d Vocos(e)) Vocos(0)  2Vo2cos?(6) (i)
donc :
g gX QX
Z=(2+ Vosin(6 +0(1
(G + Vosin( )) 3(9)  K?Vocos(0)  2Vocos?(0) @
2
de limite xtan(0) — WQCXOSW' On retrouve la classique trajectoire parabolique d'un projectile
0

soumis & une accélération constante, sans frottement. On peut aussi retrouver cette limite en
éliminant t des expressions de x et z trouvées en b).

Pour 6 € ]0, g[, dans le cas parabolique, le projectile retombe au point d'abscisse x > 0 telle que

2 24;
xtan(0) X -0 soitx = %@ (maximale pour 6 = %). Dans le cas général ou k est

2V,’cos’(6)
non nul, on ne peut exprimer explicitement ce point de chute, dont l'abscisse x est solution de
kx
'équation tan(0) x + — 2 + ——)=
1 ©) kVocos(0) T(gz Vocos(e))

Sol.11) a) La solution générale de 1’équation différentielle y' =y — x est y' = Ae* + x + 1. La
condition initiale impose que A =y, — 1, doncy = (yo — 1)e* + x + 1.
b) On a x, = nh, et Yns1 = Yo + h(yn — Xa) = (1 + h)y, — nh?. Les premiéres valeurs de la suite sont :
y1=(1+h)yo
y2= (1 +h)’yo—h?
y3 = (1 +h)’yo—3h%—h?
ya = (1 + h)’yo—6h% - 4h® - h*
y5 = (1 + h)’yo — 10h? — 10h® - 5h* — h°
On peut conjecturer que :
Yan=(1+h)"o— (1 +h)"+1+nh
ce qu'on Vérifie ensuite par récurrence.

c) Pour h = % onay,=(1+ %)”yo -1+ ﬁ)” + 1+ x=¢y— e +1+x On retrouve la solution

trouvée en a).

*
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