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| : Structures d'espace préhilbertien de R[X]

1- Définition de produits scalaires sur R[X]

R[X], I'espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels, peut étre muni de diverses structures

d'espaces préhilbertiens. Une maniére courante de procéder consiste a prendre une fonction w
continue par morceaux strictement positive sur un intervalle I, telle que w est intégrable sur I ainsi
que le produit de w par tout polynéme. w permet alors de définir un produit scalaire de la fagon
suivante :

VP eR[X],VQ eR[X], <P, Q> = J P()QMW(L) dt

D'autres produits scalaires sont possibles, tel le produit scalaire défini par :
VP=YaX, vQ=>YbX <P, Q>=> ab
k>0 k>0 k>0
et pour lequel la base canonique (X")nso forme une base orthonormée. Ce produit scalaire ne saurait
étre de la forme <P, Q> = | P(t)Q(t)w(t) dt, sinon on aurait :
|
1=<X, X>= J w(t) dt = <1, X3 =0

Si R[X] est muni d'un produit scalaire, le terme unitaire devient ambigu. Désigne-t-il un polynéme
dont le coefficient dominant vaut 1, ou bien un polynéme dont la norme vaut 1 ? Nous garderons la



définition usuelle portant sur le coefficient dominant, et parlerons explicitement de polynéme de
norme 1 dans le second cas.

Dans le cas d'un produit scalaire de la forme <P, Q> = J P()Q(t)w(t) dt, on a <XP, Q> = <P, XQ>
|
puisque les deux membres valent J tP()Q(t) dt.  Autrement  dit,  I'opérateur
|
P e R[X] > XP e R[X] est symétrique’. Notons Py, Py, ..., Pp, ... des polyndmes obtenus a partir
de la base canonique 1, X, ..., X", ... en lui appliquant le procédé d'orthogonalisation de Schmidt
(voir L1/ESPEUCL.PDF). Pour tout n, (Pg, P1, ..., Pn) forme une base orthogonale de R,[X], Po
étant un polynéme constant non nul et, pour n > 1, P, étant de degré n (car étant combinaison
linéaire de 1, X, ..., X" et ayant une composante non nulle selon X") et orthogonal a R_1[X]. Nous

dirons que cette famille est associée au produit scalaire défini par w. Calculons les P, en les
choisissant unitaires, et en cherchant P, a partir de Py, P4, ..., P, sous la forme :

n
Pn+1 = XPn + Z }\;kpk
k=0
puisque XP,, a pour terme dominant X™**, comme attendu pour Pps.

PROPOSITION
(i) La famille orthogonale de polyndémes unitaires (P,) associée au produit scalaire défini
par w vérifie :
_ <XPn, Pn> <Py, Pn>
v n2>1,Png=XP,— <P, P> Pn— P L P
(i1) Si les P, ne sont pas choisis unitaires mais ont pour coefficient dominant A, la relation
précédente s'écrit :

A
VN>1, Ppy= 20 Xp,
] n+l An n An <Pn, Pn>

n-1

An+1 <XPn1 I:>n> p _AnflAn+1 <Pna I:>n>
" An2 <Pn711 I:)n71>

n-1

Démonstration :
n

Q (i) : Faisant le produit scalaire des deux membres de I'égalité Pn.y = XP, + D APy par P;, i
k=0

variant de 0 an — 2, on obtient :

n
<Pp+1, Pi> = <XPy, Pi> + > A <Py, Pi>
k=0

= 0 = <Py, XPi> + A <Pj, P> car P; est orthogonal aux Py, k # i

= 0 =i <Pj, Pi> car P, est orthogonal a R, 1[X] auquel appartient XP;
= A= 0.

Q (i-bis) : Le produit scalaire par P, ; donne :

! Contrairement a ce qui se passe en dimension finie, on peut noter que cet opérateur ne peut avoir de vecteur propre
puisque XP ne peut étre le produit de P par un scalaire si P est non nul.



0 = <XPn, Pn_1> + 7\«n—l <Pn—1a Pn—1>

Py 0 = <Pn, XPn_1> + 7\4n—l <Pn—1, Pn—1>
< 0=<Py, P>+ Aq1 <Pni, Png>
car, en comparant les coefficients dominants, XP, 1 =P, + Q, Q € Ro1
et P, est orthogonal a Q
- <Pm Pn>
< 7\’”_1 <Pn71, Pnfl>

Q (i-ter) : Le produit scalaire par P, donne :
0 = <XPy, Ph> + Ay <Py, Py>

Qb (ii) : 1l suffit d'écrire la relation (i) avec la famille (%).
n
EXEMPLE :
1
Q Pour I =[-1, 1] et w = 1, le produit scalaire est défini par <P, Q> = J Pt)Q(t) dt.Ona:

-1

Po=1 de norme /2
_ <XPyg, Po>
P, = XPy — “XP0o: Po> p
1 0 <P0, P0> 0
1
=X car <XPy, Po>:J tdt=0

-1
P, est de norme ﬁ
\/3

<XPy, P1> 5 <Py, P>

P = X ps Py P
_v2 1 _ (Y3
=X -2 car <XPy, P1>—J £dt=0
a1
(10
P, est de norme 15
PROPOSITION

Pour tout n, P, possede n racines simples, toutes eléments de 1.

Démonstration :
O Notons oy, oy, ..., ok les racines réelles de P, de multiplicité impaires éléments de I, et Q le
polyndme (X — a1)...(X — a). On a PnQ > 0 et PoQ # 0, donc <P,,Q> = J Pa()Q(OW(t) dt > 0. Si

|
Pn#=Q, on a deg(Q) < deg(P,) et comme P, est orthogonal a R, 1[X], on a <P,,Q> = 0 ce qui est

contradictoire.

EXEMPLE :



Q Pour I =[-1, 1] et w =1, P, a pour racine 0 et P, a pour racine

1
+-=.
\3

PROPOSITION
Notons :

Xn0, Xn1, --» Xnn 1€S N + 1 racines de Pp.y,

Lno, Ln1, ..., Lon les n + 1 polyndmes interpolateurs de Lagrange définis par ces n+1
nombres,

an = J La(t) W(t) dt = <L, 1>
|

Alors :
(i) pour tout polynéme P de R,[X] :

<P, 1> :J P(t) w(t) dt = Zn: ank P(Xnk)
k=0
|

(ii) La formule reste vraie pour tout polynéme de Ron+1[X].
(i) v n,Vk ax>0

Dans le (i) et le (ii), l'intégrale se calcule comme une somme finie. Nous utiliserons cette
décomposition pour I'appliquer au calcul approché d'intégrales.

n
On a, avec les notations précédentes, Pns1(t) = Ans1 [T (t — Xnk), OU Ansq est le coefficient dominant
k=0

de Pn+1.
Démonstration :
Q (i) : Revoir au besoin le paragraphe polynémes interpolateurs de Lagrange dans le chapitre
L1/POLYNOME.PDF. Ony montre que les Ly sont définis par les relations :
. 1sii=k
que L est de degré n et que, pour tout polynéme P de degré inférieur ou égal an,ona:

n
=0

Par conséquent :
J P(t) w(t) dt = <P, 1>

|
n
= <Z I:)(Xnk) Lok, 1>
k=0

n
= kZ: I::'(Xnk) <Lp, 1>
=0

n
= Z dnk P(Xnk)
k=0



Q (ii) : Soit P € Rn+1[X]. Effectuons la division euclidienne de P par Pp.; :

P =Pn+1Q + R avec deg(Q) < n et deg(R) < deg(Pn+1) donc deg(R) <n.
Comme Py, est orthogonal a R,[X],ona:

<Pn1,Q>=0= J Pn+1()Q(OW(T) dt = <PnaQ, 1>

|
On a également P(Xnk) = R(Xnk) car Pr+1(Xnk) = 0. Donc :

P(t) w(t) dt = <P, 1> = <Pp,,:Q + R, 1>
|

=<Pn1Q, 1>+ <R, 1>
=<R, 1>

= 2 ank R(Xnk) d'aprés le (i)
k=0

= 2 ank P(Xnk)
k=0

D (iii) : On applique le (i) & Ly’ :
0< J Lax®2 W) dt =S an Lu(Xni) = ank
i=0
|

1sii=k

car L () = [ 0sii=k
EXEMPLES :
Onprendl=[-1,1]etw=1,0na:
O Pourn=0, Py =X, Xo0 =0, Loo = 1, ago = 2 et pour tout pout polyndme de degré inférieur ou égal
al:

1
J P(t) dt = 2P(0)

-1

QPourn=1,P, = Xz—%et

1

X10 = %, X11 = \/5
3[ . =£
X \/_) L1 X +\/§

ap=an=1 (apres quelques calculs)
Pour tout polyndme de degré inférieur ou égal a 3 :

_ 71 i
JP(t)dt ALY

-1



2- Application au calcul approché d'intégrales

n
Utilisons maintenant la somme D ank f(X.x) comme valeur approchée de l'intégrale j f(t) w(t) dt
k=0

|
d'une fonction f telle que fw soit intégrable sur I. Cette valeur approchée est exacte pour les
polynémes de degré inférieur ou égal a 2n + 1.

EXEMPLES :
Onprend I = [-1, 1] et w = 1, on obtient les méthodes d'intégration de Gauss-Legendre.

1
Q Pour n =0, on approxime j f(t) dt par 2f(0). C'est la méthode des rectangles du point milieu.
-1
1
Q Pour n =1, on approxime J f(t) dt par f(— %) + f(%). On a rencontré cette expression dans
1

I'annexe I, Calcul approché d'intégrales, du chapitre LI/INTEGRAL.PDF.

On peut déterminer I'erreur commise lorsque f est une fonction de classe C*™*2, bornée sur I. On
pose || {32 || la borne supérieure de f sur 1. On approxime f par un polyndme P de degré inférieur
ouégala2n+1:

PROPOSITION
Soit f une fonction de classe C* sur I.
(i) Il existe un unique polyndéme P de degré au plus 2n + 1 tel que :
Vkel0,n] P(Xnk) = f(Xnk) et P'(Xnk) =T '(Xnk)-

(i) De plus, si f est de classe C*"™*?, pour tout x de 1, il existe un réel ¢ élément de I tel que :
1 n
f(x) - P(x) = @n+2) g (x = xn)* F22(Q)

Démonstration :
Q (i) : Pour l'existence et l'unicité de P, on considére @ : Ran+1[X] — R2™?2 définie par :

P(Xno)

| P(Xnn)
Dd(P) = P'(Xn0)
P'(Xnn)

@ est trivialement linéaire. Elle est injective car, si P € Ker(®), alors P admet Xno, Xn1, «-., Xnn
comme racine double. Il admet donc au moins 2n + 2 racines comptées avec leur ordre de
multiplicité. Comme deg(P) <2n+1,P =0.

Puisque @ est injective et que dim(Ron:1[X]) = 2n + 2 = dim(R?"™?), le théoréme du rang permet

d'en déduire que @ est surjective. ® est donc bijective.



f(Xno)

. . . f(x L . -
Par conséquent, considérant I'élément f.((X""O)) de R*2, il existe un unique polynéme P de
n

£ (kon)
R2n+1[X] dont I'image par @ est égal a cet elément. Donc :
Vkell0,n]P(Xk) = f(Xnk) €t P'(Xnk) =T "(Xnk).

Q (i) : Soit x élément de I. Si x est égal a I'un des X, I'égalité a prouver est trivialement vérifiée
avec n'importe quel . Supposons donc x distinct des xnx. On pose K (dépendant de x) tel que :
1 L 2
f09 P00 — Gy 7 LT X=X
et I'on considere la fonction g définie par:

1 n 2
t)=ft) - P(t) - ———— t—Xnk) K
90 =10 PO~ 5y 11 ()
g s'annule au moins en x et en Xy soit n + 2 points donc, en appliquant le théoréme de Rolle entre
chacun de ces points, g' sannule n + 1 fois sur I, mais g' s'annule également en les xnx donc g'
s'annule au moins 2n + 2 fois. En appliquant de nouveau le théoréme de Rolle, g s'annule au moins
2n + 1 fois sur 1, g® s'annule au moins 2n fois, etc. jusqu'a g2 qui s'annule au moins une fois sur

I, en un point . On a alors, en tenant compte que la dérivée (2n + 2)-eme de P est nulle (car

n
P € Ron+1[X]) et que la dérivée (2n + 2)-eme de m g (t — Xn)°K vaut K :
0=g“" () = f*I() - K
+ - 1 0 +
Donc K = f®2(£) et on a bien f(x) — P(x) = e krg (X — Xn)? FEA(C).

COROLLAIRE

n
Sous les hypothéses précédentes, I'erreur commise en approximant J f(t) w(t) dt par D ank f(Xnk) est
k=0

f(2n+2 I

2n + 2)! Api®
norme égale a 1.

ou An+1 est le coefficient dominant du polynéme Pn.1 lorsque celui-ci est pris de

Démonstration :
a J f(t) w(t) dt — Zn‘, ank F(xnk) | = ‘J f(t) w(t) dt - i ank P(XnK)
k=0 k=0
| |

car ¥ K, P(Xnk) = f(Xnk)



= ‘ J () w(t) dt — J P(t) w(t) dt
|

carj P(t) w(t) dt = Zn’, ank P (Xnk)
k=0

|
< J |(t) - P(Y)| w(t) dit
|

1 . n+
< J Gz L xn0? (20w ot
|

ou ¢ dépend de t

(2n+2
J('|2n—+2L)|'||' U (t Xnk)2 W(t) dt

f(2n+2
_“_|M|_ Py +12(t) w(t) dt
(2n + 2)! An+1

n
car H (t—Xnw) = Pnia(t)
k= Ann

(2n+2)
(2n +2)! Apit? <Pn+1, Pns1>

f(2n+2
P il 1
(2n +2)! Apsy
car Pn+1 est de norme 1

EXEMPLE :
Q Pour I =[-1, 1], w =1, n = 1 et f(t) = €', la méthode précédente approxime l'intégrale

J et dt—e—— 2 350
-1

par la somme finie :

exp(- =) + explr=
NERRRE

ouU X9 = — % et Xy = % sont les racines du polyndme de norme 1 : P, = Ap(X? ——) Onaici:

J(t )dt—4—5-A22

L'erreur est inférieure a 0,008. La majorant de I'erreur donné par le corollaire est :

JJﬁLu _e8_e _
AN 24457 135 0,020

1)y~2343



Il . Familles classiques de polyn6mes orthogonaux

On donne ci-dessous un certain nombre de familles de polynémes orthogonaux, associées a diverses
valeurs de la fonction w et de l'intervalle I. Celles-ci peuvent étre déja préprogrammeées dans
certains logiciels de mathématiques (par exemple avec la commande orthopoly de Maple).

1- Les polynémes de Legendre

Ce sont des polynémes orthogonaux associés a la fonction w = 1 sur [-1, 1]. Ce sont eux (a un
facteur pres) que I'on a utilisés dans les exemples du paragraphe précédent.

1 n
dessous un certain nombre de propriétés de ces polyndémes. Les premieres valeurs de la suite sont :
Po =1
P]_ =X )
3X° -1
P, = >
_5x%-3X
2
_35X*—30X°+3
- 8
_ 63X°—70X° + 15X
- 8
Ci-dessous, leur représentation graphique sur l'intervalle [-1, 1] :

Les polyndmes de Legendre P, sont définis par I'égalité Pn(x) = (x* — 1)". On donne ci-

P3

P4

Ps

PROPOSITION

()

a) Pour tout n, P, est de degre n, et le coefficient dominant de P, est A, = o

b) Les polyndmes (P,) forment une famille orthogonale pour le produit scalaire défini sur
R[X] par :



1
<P,Q> = J P(H)Q(t) dt
-1

¢) La norme euclidienne de P, est JL
\/Zn +1
d) La famille vérifie la relation de récurrence : V n>1, (n + 1)Pn+1 = (2n + D)XP, —nPy
e) P, est solution de I'équation différentielle (1 — x%)y" — 2xy' + n(n + 1)y = 0.
f) Pour tout polyndme P, on pose ®(P) = (1 — X?)P" — 2XP'. @ est un endomorphisme
symétrique pour le produit scalaire défini en b).

1

1 _Spm
\1-2xt + 1 nZ;‘) )

La démonstration est donnée en exercice.

g) Pour t assez petit,

2- Les polyndmes de Tchebychev
1

Jie

Ce sont des polyndmes orthogonaux associés a la fonction w(t) =

sur ]-1, 1].

Les polyndmes de Tchebychev T, sont les polynémes vérifiant :
V 0, Tn(cos(0)) = cos(n6)
ou V u, Tp(ch(u)) = ch(nu)
Les deux relations précédentes définissent en effet des relations polynomiales qu'on peut expliciter.
Ainsi :
cos(n6) = Re(e™) = Re((e")") = Re((cos(0) + isin(6))")

_ (N nkray ik eink

= Re(k;)(k) cos"(0) i sin“(0))
- n 2Ky (11K qin2K
—g‘)(ij cos"(0) (-1)" sin“(0)

g(Zk)cos" () (-1)" (1 - cos*(0))"
qui est bien un polynéme en cos(6). On a ainsi :
n—-2k 2\k n—2k 2
Tn-g(:)( 1) ( )X (1-X9 'gé(Zk)x (X% - 1)

De méme, en désignant par Pair(f) la partie paire d'une fonction f, a savoir la fonction

ch(nu) = Pair(e™) = Pair((e")") = Pair((ch(u) + sh(u))")

- pair(é0 (E) ch™(u)sh¥(u))



_ n n-2k 2k
_ké)(Zk) ch™(u) sh™(u)

n
hn—2k h2 . k
% () et @ e -1
= Ta(ch(u))

Les premiéres valeurs de la suite (T,) sont :
To =1
T1 =X
T,=2X°-1
T3 =4X°-3X
T,=8X"'—8X*+1
Ts = 16X° — 20X° + 5X
Ci-dessous, leur représentation graphique sur l'intervalle [-1, 1] :

PROPOSITION

a) Pour tout n, T, est de degré n, et le coefficient dominant de T, est Ag = 1 sin =0, et
An=2"tsin>1.

b) Les polynémes (T,) forment une famille orthogonale pour le produit scalaire défini sur
R[X] par :

<PQ>-J Mdt

c) La norme euclidienne de T, est \/1_1 sin=0et 3\/% sin>1.

d) La famille vérifie la relation de récurrence : V N> 1, Tpeg = 2XTp— Th g

e) T, est solution de I'équation différentielle (1 — x?)y" — xy' + n’y = 0.

f) Pour tout polyndme P, on pose ®(P) = (1 — X?)P" — XP'. @ est un endomorphisme
symétrique pour le produit scalaire défini en b).



1-

P t tit, T t".
g) Pour t assez peti mz nZ(:) n(X)

La démonstration est donnée en exercice.

3- Les polyndmes de Laguerre
Ce sont des polynémes orthogonaux associés a la fonction w(t) = e * sur [0, +ool.

e d

n
Les polynémes de Laguerre sont définis par Ln(x) = = (x"e”). (Des variantes omettent le

facteur % Par ailleurs, on évitera de confondre la notation L, utilisée dans ce paragraphe pour

désigner les polyndmes de Laguerre avec la notion L. utilisée plus haut pour désigner les
polynémes d'interpolation de Lagrange.)

Les premiéres valeurs de la suite (L) sont :

L0:1
L;=1-X
2
L,= >§—2x+1
X3 3X?
= += +
Ls =+ 3X +1
xt 2x® 2
= —_ + +
Li=22 5 3IX2—4X +1
_ o x® 5x4 5x3 2
Lg=— 5t 3 +5X°-5X +1

Ci-dessous, leur représentation graphique sur l'intervalle [0, 4] :

PROPOSITION



. . . (_1)”
a) Pour tout n, L, est de degré n et son coefficient dominant est A, = e

b) Ces polyndmes forment une famille orthogonale pour le produit scalaire défini sur R,[X]
par :

<P,Q>= J P(H)Q(t)e " dt.
0
c¢) La norme euclidienne de L, est 1.
d) lls vérifient la relation de récurrence : vVn>1, (n+ DLy =(2n+1-X) Ly —nLy g
e) L, est solution de I'équation différentielle xy" + (1 —x)y' + ny = 0.
f) Pour tout polynéme P, on pose ®(P) = XP" + (1 — X)P. @ est un endomorphisme
symétrique pour le produit scalaire défini en b).
xt
expi-7—) .

Lot S Lot

g) Pour t assez petit, —————=
1-t n=0

La démonstration est donnée en exercice.

4- Les polynémes d'Hermite
o : 2
Ce sont des polyndmes orthogonaux associés a la fonction w(t) = e sur [—oo, +oo].
o 2 . . .
On admettra que J e dt = \/7_r (pour une démonstration, voir le chapitre L2/INTMULT.PDF ou

—00

les exercices de L2/SERIENTR.PDF).

n

Les polynémes d'Hermite sont définis par H,(x) = (-1)" e % e
Les premiéres valeurs sont :

Ho =1

H; =2X

Ho = 4X? -2

Hs = 8X° - 12X

Hy = 16X* - 48X% + 12

Hs = 32X° — 160X° + 120X
Ci-dessous, la représentation graphique des % 0 <n <5, sur l'intervalle [-2, 2], le repére étant non
orthonormé :



PROPOSITION
a) Pour tout n, H, est de degré n et son coefficient dominant est A, = 2".
b) Ces polyndmes forment une famille orthogonale pour le produit scalaire défini sur R,[X]

par :

<P,Q> = JOOP(t)Q(t)etZ dt

—0

c) La norme euclidienne de H, est \/Z”n!\/a_r.

d) lls vérifient la relation de récurrence : vV n > 1, Hpy = 2XH, — 2nH,, 1.,
e) H, est solution de I'équation différentielle y" — 2xy' + 2ny = 0.
f) Pour tout polynéme P, on pose ®(P) = P" — 2XP'. ® est un endomorphisme symétrique
pour le produit scalaire défini en b).
0 n
g) Pour t assez petit, exp(2xt — t2) = > Ha(X) %
n=0 .
La démonstration est donnée en exercice.
Sur les quatre familles précédentes, les polynémes de Tchebychev sont les seuls qui n'ont pas été

définis au moyen d'une dérivée n-eme. Cependant, nous verrons dans les exercices qu'une telle
définition est possible.

Exercices

1- Enoncés
Exo.1) Prouver les propriétes des polyndmes de Legendre, énoncées dans le 11-1)

Exo0.2) Prouver les propriétes des polyndmes de Tchebychev, énoncées dans le 11-2)
Exo.3) Prouver les propriétes des polyndmes de Laguerre, énoncées dans le 11-3)
Exo.4) Prouver les propriétes des polyndmes d'Hermite, énoncées dans le 11-4)

Exo0.5) Montrer que les polyndmes de Tchebychev valent :



2] «k n (n-K 2k-1 2k
avn=1Ty= > (-1) —( K )2”‘ X"
k=0 n-—

b) V' n>0, Ta(x) = (-1)" %m dd_):” (1—x3)™ 2

Exo0.6) Trouver les valeurs de réels a, b, c, u, v, w, tels que la formule :
1
J P(t) dt = aP(u) + bP(v) + cP(w)

-1
soit vérifiée pour tout polyndme P de degré inférieur ou égal a 5.

Exo0.7) Cet exercice nécessite la connaissance du chapitre Espaces normés (L2/EVNORME.PDF).
On munit I'espace vectoriel des polyndmes R[X] du produit scalaire suivant :

<> aX", D b X" >= > ayb,
n=0 n=0 n=>0
et de la norme euclidienne associée.

a) Soit F le sous-espace vectoriel engendré par {X" + 1, n > 1}. Montrer que F est un
hyperplan de R[X]. Montrer que F* = {0}. Déterminer une forme linéaire ¢ telle que F = Ker(o).
Cette forme est-elle continue ? Trouver une suite d'éléments de F qui converge vers le polyndme
constant 1.

Ak

b) On définit maintenant la forme linéaire w sur R[X] par y(P) = 3 - si P= Y aX*
ok +1 k=0

Montrer que  est continue. On pose G = Ker(y). Donner une base de G. Montrer que G = {0}.

Exo.8)a) Soit (E, ( | )) un espace vectoriel euclidien (donc de dimension finie) et u un
endomorphisme symétrique de E tel que, ¥V x € E, (u(x) | X) > 0. Montrer que u admet une racine
carrée, i.e qu'il existe un endomorphisme vde E tel queu=v o v.

b) Soit E = R[X] muni d'un produit scalaire (P | Q) = J P(t)Q(t)w(t) dt ou w est une

|

fonction continue par morceaux et strictement positive sur un intervalle I. Soit u I'endomorphisme
de E défini par : P — XP. Vérifier que :

VP VQ, uP) Q) =(PluQ)

VPeE, (uP),P)>0

u n‘admet pas de racine carrée v
Pour la derniére question, on pourra raisonner par I'absurde et considérer le polynéme P égal a v(1).

Ex0.9) Cet exercice nécessite la connaissance du chapitre Séries entieres (L2/SERIENTR.PDF).

Soit 6 élément de [0, r]. On considére la fonctionf:t € -1, 1[ — arctan(littz cos(e)).

a) Montrer que f est développable en série entiere, et donner son développement.
b) En considérant f(\/§ — 1), en déduire un développement en série de arctan(x), — 1 <x <1,
faisant intervenir les polynémes de Tchebychev Ton.1(X), n > 0.



c¢) Donner un nombre de termes suffisant pour qu'une somme partielle de la série précédente
permette de calculer arctan(x) & 10 *° prés.

Ex0.10) Pour tout polyndme P de R[X], onpose [P |l.= Sup {|P(X)|,x e [~ 1, 1]}. Soitn>1.
xe[-1,1
On considére le polyndme de Tchebychev T,. On a vu dans le cours que % est un polynéme

unitaire de degré n.

a) Que vaut || % [|o ?
b) Montrer que, pour tout polyndme P unitaire de degré n, || ZTI llo < || P |l- On pourra

raisonner par l'absurde et considérer le signe de (P — %)(cos(k#)), 0o<k<n.

c) Montrer que, si P est unitaire de degré n et si || =521 2”* llo = || P ||, @lors P = %
Ainsi, le polynéme de Tchebychev T, est-il caractérisé par la propriété d'étre le seul a minimiser
|l Il.- parmi les polyndmes de méme degré et de méme coefficient dominant que lui.

Ex0.11) Pour chacune des familles de polynémes orthogonaux : Legendre, Tchebychev, Laguerre,

Hermite, considérer I'équation différentielle vérifiée par le polyndme de degré n, donnée dans la

proposition €) de chaque théoréme la concernant. Cette équation différentielle est de la forme :
POJY" +a(x)y' + Any =0 -

ou p est un polynéme de degré inférieur ou égal a 2, q un polyndme de degré 1 ne divisant pas p, et

An Une constante dépendant de n.

a) Veérifier que la fonction w définissant le produit scalaire correspondant a chaque famille
vérifie la relation (pw)' =qw, que w est définie sur un intervalle | pour lequel on a
v n, limwX)p(x)x" =0, la limite étant prise en chaque borne de I, finie ou non, et que

2 "
(n—np
7\,n = 5 — nq'.
b)Vérifier que, pour chaque famille, le polyndme de degré n associé au produit scalaire

défini par w est égal a —— —= (W(x)p(x)"), a un facteur constant pres.

1
w(x )d ox"
Ce résultat est connu sous le nom de formule de Rodrigues. Elle permet d'unifier un certain
nombre de calculs et permet de montrer certaines relations portant sur les polyndmes orthogonaux
en une seule démonstration, au lieu davoir une démonstration propre a chaque famille de
polynémes orthogonaux, comme on I'a fait dans les exercices 1) a 4). Pour cela, on se donne :

un polyndéme p non nul de degre inférieur ou égal a 2,

un polyndme q de degré 1 ne divisant pas p. Si p = aX? + bX + c et g = dX + e, on supposera
que, pour tout entier n positif ou nul, d + na =0,

un intervalle I maximal sur lequel p ne s'annule pas,



w une solution strictement positive? sur | de I'équation différentielle (pw)' = qw. On suppose
que p et w sont tels que pour tout polynbme P, wP est intégrable sur I (ce qui permet de définir un
produit scalaire sur R[X] au moyen de w), et que V' n, lim w(x)p(x)x" = 0 aux bornes de I,

ang_lp_n—nz -ng'

2
c) Montrer que, sous ces hypotheses, pour tout entier 0 < k < n et pour tout polynéme Q,

%(anQ)(k) (ou ® désigne la dérivée k-éme) est un polyndme de la forme p"*R. avec

deg(Rnk) = deg(Q) + k. En particulier, P, = v_lv (wp™™ est un polyndme de degré n.

d) Montrer que la famille (P,) est orthogonale pour le produit scalaire défini par w.

e) Montrer que l'opérateur L défini sur R[X] par L(P) = pP" + qP' est symétrique pour le
méme produit scalaire.

f) Montrer que pP," + gP,' + AP, = 0. Pour cela®, on commencera par déterminer une
expression de pP," + gP,' en fonction de (wp")™, (wp")™Y, (wp")™? en éliminant les w' au moyen
de la relation (pw)' = qw. Puis on simplifiera les termes en (wp™)™™% et (wp")™? en calculant
((p(wp™)™? de deux fagons : la premiére consiste & simplifier d'abord p(wp")' avant d'appliquer au
résultat la formule de Leibniz, et la seconde consiste a appliquer directement la formule de Leibniz
au produit p x (wp")'.

g) A laide des questions precédentes, formez votre propre famille de polyndmes
orthogonaux.

2- Solutions
Sol.1) a) P, est de degré n puisqu'il est la dérivée n-eme d'un polynéme de degré 2n.
Son coefficient dominant est :

()
an Sx2n(@n-1)..(n+1) =252
On remarque aussi que (x> — 1) ne posséde que des puissances paires de x, donc sa dérivée n-éme et
donc P, posséde des puissances de x de méme parité que n. Cette remarque sera utilisée dans le d).

b) 1l suffit de montrer que pour p <n,ona <P, XP>=0. On intégre par partie en tenant compte du

An=

fait que, pour tout m <n, (t —1)"s'annuleen 1et—1:
1 dn dn 1
Jw(tz—l) t* dt = J—nI(t—l) (tp)dt
-1

n-2
j O @1y —z(tp) dt

2 La fonction y = pw vérifie y' = 9{)\1 donc est de la forme Cte x exp(f g%g dx), ou J 9 dx désigne une primitive de %

sur 1. On prend Cte du signe de p de sorte que w —%x exp(J gﬁ—ldx) sera bien positive sur I. Seule la relation

(pw)' = qw sera utile pour les calculs.
3 Cette méthode est utilisée par Mathieu Lavoie, Polyndmes orthogonaux, Maitrise en Mathématiques, Université de
Laval, Canada (2015).



1 n R
= (—1)“J t—1)" %(tp) dt = 0 car la dérivée n°™ de t* est nulle.
1

2"t df”

1 g 2 n
c) <Py, Py> (t° = 1)" P,(t) dt

1 (" d"
Znn!J (€~ 1)" 4 PalD) dit
-1

en intégrant n fois par parties comme dans le a)

(an .
1 n 2\n
— x Nl x —; J (1-t9)" dt
2'n! 2 o

2
:( nrjjl(ltz)” dt
=]

4
()
n 1
= X2J (1-t5)"dt
0

=(-1)"

S

S

()
/2
N2 J sin™(0) do en posant t = cos(0)
12 °
Jn sin®™(0) do est une intégrale de Wallis (voir le chapitre L2/SERIES.PDF) dont la valeur est
0

n
4—2n' Donc :
(2n + 1)( N j

2
~\n 4" _ 2
<P Po> = x 2 2n) 2n+1
(2n+1) N

d)
Méthode 1 :

On utilise la relation suivante, prouvée dans la partie | :
A Ap+1 <XPy, Pp> An 1A <Py, P>
Vn,P+: n+1XP_ n+l nn?p n-1/3n+1 n: 'n
i An " An <Pn, I::'n> ! An2 <I::'nfl, I::'n71>
()
n

Pn—l

A 2n+1 _ Ap 1A n 2n+1 .
avec A, = , donc =L = gt —-lon+l = . Par ailleurs :
VEE An =T An N+l A2 2n-L1n+r ralled’
<P, Pp>= 2n2+ 1 comme on l'a vu ci-dessus
1 (*d
et <XP,,Py>= mj W (t2 — 1)n tPn(t) dt
-1
= (-1)" 1 1(t2 1)" d—n(tP (1)) dt  en intégrant n fois par parties
2t gt g parp
-1



=(-1)" o ,j (= dt” 2” t”+1 L) dt

lIn'ya pas de termes t" dans tP,(t) car les puissances de t de ce polyndme
ont tous méme parité.

_oan 1 (Yo @) (n+ 1)
=(-1) 2nn!J1(t -1) Wz—tdt

=0 car on intégre une fonction impaire sur [-1, 1]
On obtient donc :
2n+1 n 2n+1 <P, P,>
Phe1 = XP, — L -0~ P
" el " 2n—1n+1 <Ppg,Php> M
2n+1 n 2n+12n-1
Poe1 = XP, — .
< "1 " 2n—1n+12n+1 "t
_2n+1 n
= Pn+1—n+1xpn—n+1pn71
Méthode 2 :
Par vérification directe :
Post(X) = rpi— A 2 gyt
n+l 2n+1(n + 1)| an+1
n' dx” (x(x 1" apres une premiere dérivation

dnl
(X 1)+nd_nI(X -1)"

d apres la formule de Leibniz (voir le chapitre L1/DERIVEE.PDF)

3P + L 21y

2" (=) dx™
A-t-on bien (n + 1)Py.1(X) = (2n + 1)xPn(X) — nPy_1(x) ? Si on multiplie la relation trouvée par 2n + 1
et si on retranche la relation a démontrer, il s'agit de vérifier que :

n+1 d"t
P = 1y
n dt d? m1_ 2n+1 d! n n d"! n1
= 2nn+ll (n + 1)| an 1 _2 ( 1) 2n (n 1)| an 1 (X 1) 2n—1 (n - 1)| an 1 (X 1)
= (:?TI [ expression ] =0 avec
expression = ——r——— 122 pC_pto_20*l e g N2 gyl
2™ (n+ 1)! dx 2" (n—1)! 2" (n—1)!
= m 2 + 1) — 1) + 4(n + Hn X3¢ - 1™ Y
2n+1 2 a\n n 2
oo * Y Ty -
2 . 1)n—1)
2n+1 2 a\n n 2 a4\n-1
oo * Y Ty -
1

D) ((C=1)"+2n(x* - 1)" + 2n(x* - 1)}



2n+1 2 n n 2 n-1
T ® Y Ty -
=0

e) Dérivons n + 1 fois la relation (x* — 1)U, = 2nxUp, ot U, = (x* — 1)". On obtient, en utilisant la
formule de Leibniz :

02— 1)U, + 2(n + 1)xU,"™Y + n(n + 1)U" = 2nxU, ™ + 2n(n + 1)U, "
ce qui donne :

(% = 1)Py"(X) + 2(n + 1)XP,'(X) + n(n + 1)Pn(X) = 2nxP,'(x) + 2n(n + 1)Py(X)
d'ou le résultat.

1
f) <®(P), Q)> = J (1-)P"(BQ() — 2tP'(HQ(L) dit
1

= J 1(1 —P)P'(H)Q'(t) dt
-1

en intégrant par parties le premier terme P"(t) x (1 — t*)Q(t)
On obtient une expression symétrique entre P et Q, donc <®(P), Q)> = <P, ®(Q)>
D'apreés le €) P, est vecteur propre de @ avec la valeur propre — n(n + 1). Ces valeurs propres étant
distinctes, les P, appartiennent a ces sous-espaces propres distincts. @ étant symétrique, ces sous-
espaces propres sont orthogonaux. On retrouve alors le résultat du a).
g) Le trindme t — 1 — 2xt + t* admet deux racines non nulles, (éventuellement complexes), o et ,
1 1 1

= X
Vi-2xt+8 ~Ja-t /Bt
aussi) admet un développement en série entiere pour |t| < Min(|a|, |[3|) (voir le chapitre
L2/SERIENTR.PDF. Le cas a et B complexes relévent du chapitre L3/HOLOMRPH.PDF et nous

admettrons dans ce chapitre que, méme dans ce cas, la fonction ¢ : t > #‘[t
—2xt +

X, développable en série entiére). Soit > a,t" le développement en série entiere de ¢ (ou a, dépend
n=0

dépendant de x, de sorte que . Chaque facteur (et donc le produit

est, pour tout

dex).Ona:
ao = ¢(0) =1 = Po(x)
On vérifiera que ¢ est solution de I'équation différentielle linéaire du premier ordre suivante :
(1-2xt+ )y + (t—x)y=0

Remplacant y par > at" ety par > na,t" ™, on obtient :
n=0 n=1
(L-2xt+ ) nat"™  + (t—-x)>Y a;t"=0
n=1 n=0

o0 o0 o0 o0 o0
< Snat"™ —2xY nat"+ Y nat"™t + 3 at™t —xY at" =0
n=1 n=1 n=1 n=0 n=0

< Y (n+ Dapat"—2xY napt" + D (n—1agat" + X apat" - xD apt"=0
n=0 n=1 n=2 n=1 n=0

Pour n =0, on obtient a; — xap = 0 donc a; = x = P1(x).



Pour n > 1, on obtient, comme coefficient de t" :

(n+ 1apns —2nxap + (n—1)ap 1 + a1 —xa, =0
& (n+ 1aps —(2n+ L)xa, +na, 1 =0
qui est exactement la relation de récurrence verifiée par la suite (Pn(X))n=0. Comme la suite (a,) et la
suite (Pn(x)) Vérifie la méme relation de récurrence d'ordre 2, et ont les deux mémes valeurs
initiales, elles sont égales pour tout n.

1

1 _Sp
\J1-2xt+ nzo )

On a donc bhien

Sol.2) a) Onavu que T, = > (Zk) X" (X% — 1)*. Son coefficient dominant est (Zk) T, est

k=0 k=0
1sin=0
bien de degré net > 2k M lsin>1 (revoir au besoin les formules classiques des coefficients

k>0

binomiaux dans le chapitre LI/DENOMBRE.PDF).
b) Sionposet= cos(e) ona, pourtoutn=m:

<ToTo> = J Mdt

= J cos(nt)cos(mt) dt
0

— Jn cos((n + m)t) + cos((n — m)t) dt

2
0

_ [sin((n +m)t) , sin((n - m)t)} m
2(n+m) 2(n—m)

=0
c) Le méme calcul pour n = m conduita:

<To To> = J“%Z_gtudt

{nﬂnzo
=| T .-
§9n21
d) Méthode 1 :
Pour montrer que Tps1 — 2XT, + Ty1 = 0, il suffit de montrer que la fonction polynomiale associée
est identiquement nulle sur [-1 ,1], i.e :

V x e [-1, 1], Tnaa(X) = 2XTa(X) + Toa(x) =0
= V 0, Th+1(c0s(0)) — 2c0s(0)Tr(cos(0)) + T1(cos(6)) =0 en posant x = cos(0)
= Vv 0, cos((n + 1)0)) — 2cos(0)cos(nb) + cos((n—1)6) =0
ce qui est facilement vérifiable en développant cos((n + 1)0)) + cos((n — 1)6). (On aurait pu faire un
calcul analogue avec le cosinus hyperbolique).
Méthode 2 :
On peut aussi utiliser la relation :



An+1 <XTn, Tn> An—lAn+1 <Tna Tn>

Towg = 20t T,

Tn— Tn
An An <Tn, Tn> ! Anz <Tn711 Tnfl> i
comme dans I'exercice précédent, mais avec ici Ao = 1 et A, =2"'sin>1. Donc :
An+1 =2
An
An1Ans1 [ 2sin=1
A2 Llsin>2
rl 2
<XTo To> = (Lol gy
\J1- 2
v 1
= (" cos(0)cos*(n6) do en posant t = cos(0)
7o
_ ("™ cos(B) + 2cos(0)cos(2n0) 40
2
Y0
=2 <Ty, To>+ <Ty, Tor>
=0 compte tenu de I'orthogonalité des T,
Donc :
A An A <T,, Tp>
T = n+1X-|-_ n-1/3n+1 n ''n g
i An " An2 <Tnfl1 Tn—1> -
=2XTh—Tha qguen=1loun>2

e) Méthode 1 :

On peut effectuer le changement de variable x = cos(0), z(0) = y(x) = y(cos(6)). On obtient :
Z'(0) = —sin(0)y'(cos(0)) = —sin(B)y'(x)
2'(6) = — cos(B)y'(X) + sin*(0)y"(x) = —xy'(x) + (L —x°)y"(x)
L'équation différentielle dévient :
2"(0) = — n%y(x) = — n’z(6)
dont les solutions sont de la forme z = Acos(nB) + psin(n®). La solution particuliére z(6) = cos(nb)
n'est autre que y(x) = Tn(X).
Méthode 2 :
On peut aussi proceder par récurrence en utilisant la relation Tp.; — 2XT, + T,1 = 0 montrée
précédemment. Pour tout X :
QSin=0To=1etVx (1-x)To"(X) - XTo'(X) + 0°To(x) = 0.
QOSin=1,Ti=XetVx (1-x)T1"(X) - xT1'(X) + 1°T1(x) = 0.
Q) Supposons la relation prouvée jusqu'au rang n. Alors, au rang n + 1, on a pour tout X :
(1 =X Tre1"(X) = XTret'(X) + (0 + 1)*Trea(¥) = (1 = X3 (2XTn(X) — Tr2(X))"
—X(2XTh(X) — Th1(X))'
+ (0 + 1)’(2XTa(x) — Tra())
= (1= x)AT,'(X) + 2XT"(X) = Tot"(X))
—X(2Th(X) + 2XT1'(X) — Th1'(X))
+ (0 + 1)*(2xTo(x) — T 1(X))
= 4(1 — XA T (X) + 2x((1 = X)) T (X) = XT'(X) + (0 + 1)°Ta(X))
— (@ =X Tnt"(X) = XTna'(X) + (0 + 1)*Tr1(X)) — 2XTn(X)
= 4(1 — X T,'(X) + 2X(= n?Ta(X) + (n + 1)°Ta(X))
— (- (0= 1)*Toa() + (n + 1)*Ta2(X) — 2XTa(X)
en utilisant les relations de récurrence



= 4(1 — x*)T,'(X) + 4xnTa(X) — 4nTh1(X)
Il faut donc montrer que la quantité ci-dessus est nulle. En posant x = cos(6), et sachant que :
sin(0) Ty'(cos(0)) = (- Tn(cos(8))' = — cos(nb)' = n sin(noO)
I'expression vaut (au facteur 4 pres)
sin(0) n sin(nB) + n cos(B) cos(nB) — n cos((n — 1)6)
qui est effectivement nul comme on le voit en développant cos((n — 1)0).
Le membre de gauche est donc nul sur [-1, 1], et étant une fonction polynomiale, il est nul partout.

_ (A pe ot L
) <d(P).Q)>= Jl\/l 2 P"(1Q(t) mp(t)Q(t) dt

on intégre par parties I'expression P"(t) x \/1 — 2 Q(t)
1
=— J \J1- 2 P'(t)Q'(t) dt
-1

expression symétrique entre P et Q. Donc @ est symétrique.
D'aprés le e), T, est vecteur propre de @ avec la valeur propre — n’. Ces valeurs propres étant
distinctes, comme dans l'exercice précédent, on retrouve le fait que les T, sont orthogonaux.

g) Pour tout x, la fraction rationnelle t — %z admet deux pdles non nuls o et B
(éventuellement complexes) et sa réduction en éléments simples est de la forme At + % pour
a_ p—

deux constantes A et B. Elle se développe en série entiére si |t| < Min(|a|, |[3|) (voir le chapitre

L2/SERIENTR.PDF). Soit > a,t" son développement en série entiére, les a, dépendant de x. On a
n=0

ap = 1 (valeur de la fraction pour t = 0) et :

1—xt & n
=Y apt
1—2xt + t2 nZO f

e l-xt=(1-2xt+t)> at"
n=0

o 1-xt=Y at"—2x> apt"™t + Y at"?
n=0 n=0 n=0

& 1-xt=Y apt"-2x> angt"+ Y ag ot
n=0 n=1 n=2
On égalise maintenant les termes de méme degré :
Pour n =0, on obtient 1 = a. Donc ag = Ty(X).
Pour n =1, on obtient — x = a; — 2xap donc a; = x = T1(X)
Pour n> 2, on obtient 0 = a, — 2xan1 + an2
Cette derniére relation est exactement la méme que vérifie la suite (T,(x)). Les deux suites (a,) et
(Tn(x)), vérifiant la méme relation récurrente d'ordre 2 et ayant les deux mémes valeurs initiales,
sont égales.



Une autre méthode consiste, dans le cas ou x = cos(0), a utiliser le développement en série entiere de

1 1teie + 1 1te‘ie et le fait que cos(n®) = Tn(cos(0)). Elle est utilisée dans les exercices du chapitre

L2/SERIENTR.PDF. On peut aussi I'adapter pour x = ch(u) en considérant

1 1
+ .
1-te' 1-—te

Sol.3) a) On obtient une expression explicite des L, en utilisant la formule de Leibniz de dérivation
d'un produit :

n n K
VX, Ln(x):ﬁkgo(ﬂ)(—nk (- D.er ) x= 37 ALy

k=0

n
Le coefficient dominant est —(_nll)

b) Il suffit de montrer que, pour p < n, on a <L,, XP> =0, or, en intégrant par partie (au facteur%

pres) :
—ty 4P - dn 1 —t p
Jdﬂae)tdt J'&ﬁae)dﬁ)m

wthwﬂwm
car la dérivée n°™ de t* est nulle.
0 <Ly L= n—];zj & (t”e’t) Lo(0) dt

ﬁ—;—f t e*t d Ln(t) dt en intégrant n fois par parties
= if t"e dt
n!
0
=1

donc L, est de norme 1. Les L, forment une base orthonormée de R[X].
d) Méthode 1 :
On utilise la relation :
A An+1 <X, Ly> An 1A <L, L,>
VN, Loy = n+lXL— n+1 n =n” | n-1/3n+1 ny Ln
o An " An <|—n, I—n> " An2 <|—n711 Ln71>

I—n—1

n
avec A, = %L Par ailleurs :
<L, L>=1 comme vu précedemment
et <XLp, Lp> = _ZJ —— (t"e™") tLq(t) dt

J te d—(th(t)) dt en intégrant n fois par parties

=§n_}2_j 7td((1) 04 12+ ) dit

0



n

en utilisant I'expression L, = > (E) (-1)*n(n —1)...(k + 1) x* donnée en a)

—ﬁ—}f fe ((-1)" (n + 1)! t+ (1) n? nl) d

=(n+1)*—n?
=2n+1
On obtient donc :
_ 1 1 <XL, L,> n <L, L,>
n=- + — .
Lo = =g Xt g <L, Ly> b1 <L, Ln,1>|‘nl
_ 1 2n+1 n
- n+1XLn n+1 I'"_n+1L"’l
ou (n+DLpy=2n+1-X)Ly—nLyy
Méthode 2 :

On prend I'expression de L, trouvée en a) :

- §()

k=0

et on remplace dans I'égalité & prouver. Le coefficient de X* vaut respectivement dans les deux
membres :
(-1 )k’) ( )( 1)k ( n )(_1)“
(n+ 1)( ) Dl k-1

"SR

o e zene o) Mo ("
k

apres simplification de ik—}L

n+1 ? K> _ K>
= (n+1)n+1 k—(2n+1)+n+l_k—(n—k)—n+1+k+n+1_k

apres simplification de (E)

ce qui est exact.
e) Méthode 1 :
On prend I'expression de Ln(x) trouvée en a) et on remplace. Le coefficient de x dans le membre de
gauche vaut :

( n ) (_1)k+1 ( n ) (_1)k+l (n) (_1)k (nj (_1)k

k+1 (k—l)!+ k+1 kit \K (k,1)|+n k) ki
NP ny (- 1)" —k —k

Apres simplification par (k) i on obtient —m k— k—— k + n qui est bien nul.
Méthode 2 :
X n
Posons g(x) = x"e * de sorte que Ln(x) = Y ddx” g(x).



En utilisant la formule de Leibniz, la relation xL,"(x) + (1 — X)Ln'(X) + nL,(X) = 0 est équivalente a

(aprées simplification du facteur %) :

y dﬂ+2 y dn+l y dn
Xe" g(x) + 2xe v g(x) +xe i 9(x)
« dn+1 « dn y dn
+ (L)€ S g0 + € T 9()) + ne' 25 9() =0
o x Lm0 L row +n+ L0 =0
dx™ dx™ dx"
0 dn+2 B dn+2 dn+1 I f I d b .
r G (xg(x)) = x G gx)+(n+2) P! g(x) encore la formule de Leibniz
dn+1 B dn+1 dn .
et vl (xg(x)) = x T @+ (+1) O (9 idem
La relation a prouver est donc équivalente a :
dn+2 dn+1 dn+1

v (xg(x)) - (n+1) v g(x) + vl (xg(x)) =0
n+l

& Lo (M) - (0 + Dok + xgx) =0

qui est bien vérifié car :
(xg())' — (0 + 1)g(x) + xg(x) = (") — (n + )(x"e™) +x"e* =0

f) <®(P), Q> = J tP"()Q()e ' + (1 — )P'()Q(t)e ' dt

0

= —J tP'(H)Q'(t)e ' dt  en intégrant par parties le terme P"(t) x tQ(t)e™
0

expression symétrique entre P et Q.
Comme dans les exercices précédents, l'expression est symétrique entre P et Q, donc @ est un
opérateur symétrique.
D'aprés le e), L, est vecteur propre de ® avec la valeur propre — n. Ces valeurs propres étant
distinctes, le f) et la symétrie de @ permettent de retrouver I'orthogonalité des L., déja prouvée en
a).

exp(- 70

———— est développable en série entiére (une

g) Nous admettrons que la fonction ¢ : t — 11

preuve reléve du chapitre L3/HOLOMRPH.PDF). Soit > a,t" le développement en série entiére de

n=0

¢ (ou les a, dépendent de x). Pour x fixe, la fonction ¢ Vérifie ¢(0) = 1 = ag = Lo(X) et on vérifiera
que ¢ est solution de I'équation différentielle suivante :
(L-t% =1 -x-ty

On remplace y par > aqt" et y' par > na,t"*, ce qui donne :
n=0 n=1

(1-2t+)D nat"™ =L -x-1)> a,t"
n=1 n=0



< Shnat"™—2Y nat"+ Y nat™ = (1 -x)> at"— > a,t"t
n=1 n=1 n=1 n=0 n=0

< Y (n+ Dagat" —2> napt" + > (n—1Dag4t" = (1 —x)D ant" - X an gt"
n=0 n=1 n=2 n=0 n=1

On égalise les coefficients de méme degré :

pour n =0, on obtient a; = (1 — X)ap = 1 — X = Ly(X).
2

pour n = 1, on obtient 2a, — 2a; = (1 — X)a; —ap = X* — 2X = a, :XE—ZX +1=1Ly(x)

pour n > 2, on obtient :
(n+ 1ans—2na, + (n—1)ap 1= (1 —X)an—ans
S (n+Daps=(2n+1-x)ap—nans
qui est la relation vérifiée par la suite (Ln(x)). Les deux suites (an) et (Ln(x)), vérifiant la méme
relation de récurrence d'ordre 2, et ayant les deux mémes valeurs initiales, sont égales.

n

- . 2 2 N .
Sol.4) a) Vérifions par récurrence sur n que % e est de la forme e Pn(x) ol P, est un polynéme

de degré n. Cette propriété est vraie pour n = 0 avec Py = 1. Si elle est vraie au rang n, alors :
o 2 2 2 .

Sere = @ P) = (- 200 + PiX)
qui est bien de la forme voulue avec Pp.1(X) = — 2xPn(X) + Py'(X). Hn(X) n'est autre que (—1)" Py(x). La
relation de récurrence précédente s'écrit alors :

Hn+1(X) = 2XHq(X) — Hy'(X)
ce qui permet de montrer par récurrence que le coefficient dominant de Hy(x) est 2",
b) Remarquons que, pour tout polynéme P et tout n > 1, <P, H,> = <P', H, 1>. En effet :

0 1n
<P, Hy> = (1) g—t &) P(t) dt
1400O "t 2 . .
=(-1)"™ s (&™) P'(t) dt en intégrant par parties
=<P, Hp1>
Dés lors, pourtoutp<n:
<XP, Hp>=p <XP, Hy 1> = p(p — 1) <XP%, Hy o>

p! <1, Hyp>
p! <0, Hyp1>
=0
On a ainsi montré que H, est orthogonal a R,_1[X].
c¢) Le méme calcul pour p =n conduita:
<X", Hp> = n<X™ Hy >

n! <1, Hp>

n! Jw exp(— t?) dt
= n!\/7_r



Comme H, = 2"X" + P avec P de degré strictement inférieur a n et que H, est orthogonal a P, on a :
<Hp, Hn> = 2" <X", Hp> + <P, Hy> = 2'nn
d) Méthode 1 :
On a vu en a) que, pour tout X, Hy+1(X) = 2xHn(X) — Hy'(X). 1l suffit de vérifier que H,' = 2nH, ;. Les
coefficients dominants coincidant, Hy' — 2nH,_; est élément de R, 2[X] et il suffit de vérifier que
H,'—2nH, 1 est orthogonal a Rn»[X] pour prouver qu'il est nul. Comme les Hy, 0<p<n-2,
engendrent R,,_2[X], il s'agit de montrer que <H,, H,' — 2nH, 1> = 0. Sachant que H, est orthogonal
a Ry 1[X] et que Hy 4 est orthogonal 8 Ry, »[X], ona:
<Hp, Hy' — 2nHy_1> = <Hp, Hy>
= <Hp+1, Hp>
d'apres la relation <P, Hy.1> = <P', H,> vue en b)
avec ici P = H,
=0
Méthode 2 :
On peut aussi utiliser la formule de Leibniz :

dn+1 2 dn —X2 3 dn 7X2 dn—l 7X2
We —dxn(2xe )— 2dene 2ndXTIe

donc, en multipliant par (-1)"** e
Hn+1 = 2X Hn - 2an,]_
Méthode 3 :
On peut utiliser la formule générale :
A Ap+1 <XH,, H> An 1A <H,, H,>
Howq = n+1XH_n+1 n nH_nl n+l ny Mn
i An ! An <Hn1 Hn> " An2 <I'lnfl, Hnfl>
avec A,=2"
<Hp, He> = 2'n/n

<XHy, Hy> = J “ tHo 02 dt

H n-1

—o0

_ 1> 2 .
_—EJ e (Ho(®)?) dt

—00

. L2
en intégrant par parties te " x Hp(t)?

. J “ & Hy(OHA(0) dt
=—<H,, Hy>
=0
puisque H, est orthogonal a R, 1[X], espace auquel appartient H,". Dés lors :

_ 2"nn _
Hn+1 - 2XHn - Hn_l - 2XHn — 2an_1

2"~ 1)W/n
e) Méthode 1 :

Pour n =0 ou n =1, la verification ne pose pas de probleme. Supposons n > 2. On veut montrer que
Hy" — 2XH,' + 2nH, = 0, or on a montré au d) que H,' = 2nH,_1. En dérivant cette égalité, on a donc
également :

Ha" = 2nHy1' = 4n(n — 1)H, »
On a donc les équivalences suivantes :



Hn" — 2XH,' + 2nH, =0
& 4n(n — 1)Hp 2 —4nXH, 1 + 2nH, =0
& 2(n—1)Hy 2 —2XH,1+H,=0
ce qui n'est autre que la relation d) au rang n.
Méthode 2 :
On montre que H," — 2XH,' + 2nH, est nul en montrant qu'il est orthogonal a tous les H,, 0 < p <n,
et donc qu'il est orthogonal & R,[X], sous-espace auquel il appartient :

?
Hy," —2XH, +2nH,=0
?
< VP, <Hy"—2XH;' +2nH,, H>=0
2
v p, <Hp", Hp> — 2<XHy', Hy> + 2n<H,, Hy> =0

0

?
= V p, <Hn', Hp+1> - 2<(XH[‘|)I - Hn, Hp> + 2n<Hn, Hp> = O
en utilisant dans le premier terme la relation <P, Hp.1> = <P', Hy> vue en b)
?
& Y P, <Hn, Hp2> — 2<(XHy)', Hp> + 2(n + 1)<H,, Hy>=0
en utilisant de nouveau la relation <P, Hy:> = <P', Hp41>
?
en utilisant de nouveau la relation <P, Hp.+1> = <P', Hp> avec ici P = XH,
On distingue plusieurs cas :
Qp<n-2 tous lestermes sont nuls car H, est orthogonal a R, 1[X]. En particulier :

<XHp, Hp+1> = <Hp, XHp+1> =0 car deg(XHp+1) =p+2<n.
?

Qp=n-2 ilreste <Hy Hy>—2<XHp, Hy.1>=0
?
& <Hp, Hy> — <Hp, 2XHq 1> =0
&< <Hp, Hy—2XHp1>=0 vrai car H, — 2XH, 1 € Ry 1[X], les coefficients
dominants de degré n se simplifiant, et que H, est orthogonal a
R, 1[X].
Up=n-1 ilreste — 2<XHpy, Hy> qui est bien nul comme on I'a vu dans le d).

2
Qp=n il reste — 2<XH,, Hy+1> + 2(n + 1)<H,, H,>=0
2

& — 2<(XHn)', Hy> + 2(n + 1)<H,, Hy> =0

en utilisant la relation <P, Hp.1> = <P', H,>

?
& — 2<H, + XHy', Hy> + 2(n + 1)<H,, Hy> =0
?

& <-2XH,' + 2nH,, H>=0

or Hy, =2nH, 3
= <— 4nXHn_1 + 2an, Hn> = 0

vrai car — 4nXH,_1 + 2nH, € Ry_1[X], les coefficients dominants de

degré n s'annulant, et que H, est orthogonal a R_1[X].

Méthode 3 :
Il s'agit de montrer que :
X2 dn —X2 n X2 dn —X2 ] X2 dn —X2
—_ _ —_ + —_— =
(e v e 2x(e v e’ )+2ne v e 0



f—g

R
R

2 dn oy dn+1 dn dn+1

(2x e Fe +e* We )—2x(2xe Fe +e" We ) 2ne
dn+1 2 dn+2 dn
2xe We + e We +(2n+2)e —e :0

2X (1)™ Hpsr(X) + (1) Hyea(X) + (2n + 2) (—1)n Ha(X) = 0
—2X Hps1(X) + Hpo(X) + (2n + 2) Hy(X) =0

qui est bien vérifie d'apreés la relation d) au rang n + 2.

f)

Le e) montre que H, est vecteur propre de @ de valeur propre 2n. Les H, étant des vecteurs propres
de I'endomorphisme symétrique @ avec des valeurs propres distinctes, on retrouve le fait qu'ils sont

<®(P),Q)> = J P(HQMe  — 2t P(HQ(e ™ dt
_ on intégre par parties le produit P"(t) x Q(t)e*t2

= J P'(t)Q'(t)e‘t2 dt expression symétrique entre P et Q.

—00

orthogonaux.

g) Soit ¢(t) = exp(2xt — t?). ¢ est développable en série entiére comme produit des fonctions
t — exp(2xt) et t — exp(— t%), toutes deux développables en séries entiéres. On Vérifiera que

¢'(t) = 2(x =)o (1)

Ecrivons o(t) = Z T

f—

donc

orap = @(0) = 1 = Hy(x), a1 = ¢'(0) = 2x = Hy(x), et la récurrence est celle-la méme qui est Vérifiée

n=0

0

Yt nl—zxz;‘nt_zzantnﬂ

n:l(n_:l-)I ! n= OnI
dn+1 40 dn ¢n dn-1  .n
t" = 2x t"—2 t
nzo n! nzo Z( n—1)!
a; = 2Xag

Y n>1, ape1 = 2Xan — 2Nan1

par les H,. Donc, pour tout n, a, = Hy(X).

Sol.5) a) On procede par récurrence.

Pour n =1, le seul indice a prendre en compte est k = 0 et la somme vaut X = Tj.

! 2k
Pourn=2, 3 (-1) 7 2 k( ) ) ALy U o2 1 =T,
=0 -

Si la relation est vérifiée jusqu'au rang n, on a:

L(n-1)/2] n—1-k
Tn71 — Z ( 1)k ( k ) 2n—2k—2 Xn—2k—1
L(n+1)/2] n—k

n

Zd—ne*XZ:O

dx

t" et remplacons dans I'équation différentielle précédente. On obtient :

= Y (!t 2;41 (k 1) 2"k x"2k+1 par changement d'indice



[n/2] _ k
OXT, = Z C 1) (n ) ) -2k yn-2k+1

[n/2| n— k
— 2n Xn+1 + z ( 1) ( ) 2n—2k Xn—2k+1

K
The1 = 2XTh—Tha relation de récurrence vérifiée par la famille (T,)
[n/2]
N N—KY no1({N—KY o2k unoks
_2n n1+z(1)( ( ) — k(k 1))2n2kxn2k1

+ (si n est impair égal 4 2p — 1) (- 1)'°J3—1(2pIO 11 p) %P0 2p-laprd

Veérifions que, pour 1 <k <|[n/2|,ona:

n (n—k)+n_1(n—k)_ n+1 (n+1—k)
n—k\ K n—-k\k=1/"n+1-k k
n n-2k+1 ., n-1 k _ n+1 . (n+l—k)
= n—kn+1—k+n—kn+1—k_n+1—k en divisant par K
= nin—2k+1)+(n—-21k=(n+1)(n-k)
ce qui est bien vrai. Donc :

[n/2]
n \n+l n+1 (n+1_k) n-2k ysn-2k+1
Toe1= 2" X +2(1) ol k) 2TEX
+ (—1)P 2" (si n est impair égal a 2p — 1)
[n/2]

= Z (_1)k - 2':"'- 1 - (n + I:l- - k) 2n—2k Xn+1—2k
k=0 -

+ (—1)P 27" (si n est impair égal a 2p — 1)

| (n+1)/2]

= Z (_1)k - 2';'- 1 ” (n + I:l- - k) 2n—2k Xn+1—2k
k=0 -

et la récurrence est prouvée.
n
b) Posons Un(x) = (-1)" (22nr;| N % (1 —x3" 0na Up(x) =1 = To(x) et U(x) = x = Ta().

On prouve que U = T par récurrence. Si c'est vrai jusqu'au rang n, il suffit de montrer que la quantité
suivante est nulle pour tout x :
dn+1

n+1
+
Un+1(X)2xUn+Un_1:(1)”+1%2_2;L«/—2 T

—2X ( 1)“ (22 r;" ’1 *XQ F (1 _x )n—1/2
+ (71)n71 2" gn — 1! \/ﬁz d™ 1 (1 B Xz)n,g/z

(2n - 2)! dx™t

n+l
Aprés simplification par (-1)"** %%M \J1- %2, il faut montrer que :
dn 1

n+1
A (132 4 oy (2 + 1)—(1 A2+ 20+ D@0 - 1) Sy (1" =0

dx™?



d™
or d — (1 X )n 1/2 _ d — (X(l X )n 1/2) n i — (l X )n 1/2

n
en utilisant la formule de Leibniz sur I'expression dd - (x(1 — %)™ 12

On obtient donc :

n+l 71
O‘;W(l X224 2(2n + 1) (x(l A"y _ 2n(2n + 1) S @y
d™ 1 n-3/2

+(2n+1)(@2n - 1)—1(1 X%

Cette expression est la dérivee (n — 1)-eme de :
((1 _ X2)ﬂ+1/2)u + 2(2n + 1)(X(1 _ X2)n*1/2)l _ 2n(2n + 1) (1 . X2)n71/2
+(2n+1)2n-1) (1 —x*)"¥
dont on Vvérifiera qu'elle est bien nulle.

Sol.6) On a énoncé dans le cours que, pour tout polyndéme de Ron+1[X], ona:

J PO (D) dt= S an P(ne)
k=0
avec . |

w une fonction positive sur | permettant de munir R[X] d'un produit scalaire
Xno, Xn1, ---» Xnn €S N + 1 racines du polyndme Pn.; de degré n + 1, associé a ce produit
scalaire,

ank:J Lnk(t) w(t) dt ou Lno, Lng, ..., Lo sOnt les n + 1 polynémes interpolateurs de
|

Lagrange définis par les n + 1 nombres Xno, Xn1, -, Xnn-
On prend donc ici :
w=1
| = [-1, 1]
n=2
Pn+1 = P3 polynéme de Legendre de degré 3 égal & 5X° — 3X, & un facteur prés
Xzo:—ﬁ X21 =0, X22 = V3
V5 v
Lo = 2 x(x - L3y
67\
|_21 =7§(X +3E)(X i
37T B

Ly :%X(X +%)

1
a:azo:J Ly =
1

1
b:azlzj Lo =
1

| ool



1
C:aZZ:J LZZ:S
1

On obtient donc finalement, pour tout polynéme de degré inférieur ou égal a 5 :

P(t) dt == P(—£)+ P(0)+ P(i
| e g

On retrouvera ce résultat dans I'annexe I, Calcul approché d'intégrales, méthode de Gauss-Legendre
du chapitre L1I/INTEGRAL.PDF.

Sol.7) a) F est un hyperplan car Vect({1}) lui est supplémentaire. En effet, les polynémes 1, X + 1,
X?+1, .., X"+1, .. sont étagés (i.e. leurs degrés sont 0, 1, 2, ..., n, ...) et forment donc une base de
R[X] (voir le chapitre L1/POLYNOME.PDF). Donc tout polynéme s'écrit de maniere unique

comme somme d'un multiple de 1 et d'un élément de F.
Si P =) a,X" est orthogonal a F, alors pour tout n > 1, <P, X" + 1> = 0 = a, + a donc tous les a,
n>0
sont opposés a ap, Mais les a, sont nuls pour n assez grand, donc ap =0 et P = 0.
n
SiP=Y aXx alors :
k=0
P=an(X"+1)+a, (X" +1)+...+a(X+1)+a—a—..—an

eF e Vect({1})
Il en résulte que P € F < ap—a; — ... — ap = 0. Donc F est le noyau de la forme linéaire ¢ définie

par o(P) = a0 — 2 a.
k>1
La forme linéaire ¢ n'est pas continue. En effet, (1 — X — X?— ... —= X" =n + 1 alors que :

[1-X-X2—..—X"||=+/n+1.

n
Donc, si on prend la suite P, = 1-X-X'—..—X
n+ 1

, alors || P, || tend vers 0, mais pas ¢(Pn) = 1.

X+.+X"_n+1 n+1
n " n
éléments de F. Le polynéme 1 est donc adhérent a I'nyperplan F mais n'y appartient pas. F est un
exemple d'hyperplan non fermé dans un espace vectoriel normé. Il en résulte que F est dense dans
R[X]. En effet, 1 n'étant pas élément de F, Vect(1l) est supplémentaire de F. Tout polynéme de
R[X] est somme d'un multiple de 1 et d'un élément de F, et comme 1 est limite d'une suite de F,

tout polynéme est limite d'une suite de F.
Cet exemple illustre une propriété montrée dans les exercices de L2/EVNORME.PDF : si la forme
linéaire ¢ n'est pas continue, I'hyperplan Ker(o) associé n'est pas fermé.

Le polyndme 1 est la limite de la suite des polynémes Q, =1 + Pn, tous

n
b) Pour P = 3 aX*:
k=0

dk
k+1

ly(P)| < an
k=0




g
z(|<+1)2

d'aprés I'inégalité de Schwarz sur R™™* muni de la norme euclidienne

L - 1
on notera que la série . ﬁz est convergente
<KI|P]
ou K est la constante éﬁz Il est résulte que  est K-lipschitzienne, donc continue.

Une base de G est donnée par la suite de polyndme (n + 1)X" — 1, n > 1. On obtient une base de
R[X] en rajoutant la constante 1.

Le fait que G* = {0} se traite d'une facon comparable au a).

Les deux exemples a) et b) sont tres ressemblants, la différence étant que les hyperplans F et G sont
noyaux d'une forme linéaire non continue dans le cas a) et continue dans le cas b). Le fait que
I'orthogonal de ces hyperplans soit nul dans les deux cas montre que cette propriété n'est pas liée a
la continuité des formes linéaires qui définissent les hyperplans.

D'autres exemples d'espaces préhilbertiens E et de sous-espaces vectoriels F = E tel que F- = {0}
sont donnés dans le chapitre Espaces préhilbertiens L2/PREHILB.PDF.

On pourra aussi consulter I'annexe du chapitre L3/HILBERT.PDF.

Sol.8) a) u étant symétrique dans un espace vectoriel euclidien, u est diagonalisable dans une base
orthonormée (e;). Soit A; la valeur propre associé au vecteur propre e;. Pour tout i, on a:
0 < (u(e) | &) = (Aigj | &) = A
Prendre pour v I'endomorphisme de matrice diagonale dans la base (e;), les coefficients de la
diagonale étant \/Z
b) La symétrie de u et le fait que vV P € E, (u(P), P) > 0 sont faciles a vérifier.
Supposons par I'absurde qu'il existe un endomorphisme v de E tel que :
v P, V3(P) = u(P) = XP
On a donc v3(1) = X. Donc, pour P égal au polynome v(1), on a v(P) = v(v(1)) = X. Si on écrit

n
P=>Y a X alors:
k=0

X =v(P)

n
=Y a v(X")
k=0
n
= a vuk(1) car u¥(1) = X
k=0

n
= k;) a V(1) car u = v



= Zn: a U v(1)
k=0

= a U (P)
k=0

n
= a X*P = P?
k=0
donc P? = X ce qui est impossible.
Sol.9) a) fest C* sur ]-1, 1[ et :

i) = 2c0(0)(1+t) _ € e
1+2t%c0s(20) +t* 1 +t%? 1+t%?"

= z (_1)n t2n g@n+)io z (_1)n {2n g-(@n+Djio
n=0 n=0

= 3 (-1)" " 2c0s((2n + 1)0)
n=0

donc, compte tenu du fait que f(0) =0 :

n 2c0s((2n + 1)0) {2+
2n+1

f(t) = g(—l)

b) Pourt:\/ﬁ—l,%_ttz:1,et|ea)donne:

f(\/é — 1) = arctan(cos(0)) = n2}(—1)n 2cosg(r?rl; 1)0) (\/E - 1)2n+1

Les polyndmes de Tchebychev Tan1 sont tels que Tan+1(c0s(0)) = cos((2n + 1)6). On obtient donc :

arctan(cos(0)) = i:%)(—l)n % Ton+1(cos(0))

et donc, en posant x = cos(0) :

0 2n+1
arctan(x) = > (-1)" 202 -1y Ton+1(X)
n=0

2n+1
n 2k+1
c) Considérons la somme partielle > (-1) % Tas1(X). Sachant que | Taw1(X)| <1 pour
k=0
X € [-1, 1] (puisque, pour un tel x, Ton+1(X) €St un cosinus), on peut majorer le reste par :
2 22— D** _2([2-1)" & 2(y/2 - 1)
S 2021 262" ¢ 5 g 22-17°
1 2k+1 (2n+3) = (2n+3)(1-\2-1))
Pour n = 11, ce majorant est inférieur & 10°.




0 n
La série obtenu converge bien plus vite vers arctan que la série alternée usuelle > én_iLl x>

Sol.10) a) Puisque Tn(cos(0)) = cos(n®),ona | Tyl =1 et]| % Il = 2%1

b) S'il existait un polynéme unitaire P de degré n tel que || P ||, < % on aurait, pour tout k variant

2
de0an:
— T k—ﬂ: = k_TE — Th k_TE
(P~ ) (cos( ) = P(c0s()) — znta(cos( )
. P(cos(kn—n)) _ 2_11 cos(kn)
k —1)
= P(cos(iT) - L1
krt 1 - .
Comme P(cos(F)) < o T on en déduit que :

pour k pair, (P — %)(cos("n—“)) = P(cos(kn—n)) _ 2—11 <0
. i Ty Ky _ kr 1
pour k impair, (P — 2TI)(cos(F)) = P(cos(F)) ton1> 0

Il en résulte que P — % change de signe au moins n fois sur l'intervalle [-1, 1], et d'apres le

théoréme des valeurs intermédiaires, s'annule au moins n fois. Or, P et ZTTEI étant tous deux unitaires

de degré n, on a deg(P — %) < n — 1. S'annulant au moins n fois, P — % est nécessairement nul,

donc P = % ce qui est contradictoire avec I'hypothése || P ||, < Z%I

c) On applique le méme raisonnement que ci-dessus, mais avec des inégalités larges.

. Tn Ky, _ Kk 1
pour k pair, (P — ZTI)(cos(Fn)) = P(cos(ﬁ)) ~5r1<0

oour k impair, (P — %)(cos('%‘)) - P(cos('%‘)) ¥ 2—11 >0

On aboutira a la conclusion P = ZTTEI si on montre que P — ZTTEI s'annule au moins n fois. Considérons

un intervalle [cos(ﬁkLnlM), cos(kf)], 0 < k < n. D'aprés le théoreme des valeurs intermédiaires,

P —ZTTEI s'annule sur cet intervalle, en un point x.

Si les x, sont tous distincts, P —ZTTDI est un polynéme de degré n — 1 au plus admettant au moins n

racines, donc P — % estnuletP = ZTTEI



Si, pour certaines valeurs de k, Xk.1 = Xk, la seule valeur commune possible est cos(k—n), borne

Tn

respective gauche et droite des deux intervalles contenant x ; et xx. Mais en un tel point - o1 admet

un extremum valant + 1, et donc P également, donc -1 Ty

o1 et P ont leur dérivee qui s'y annule. Il en

résulte que P — - admet une racine double en X 1 = X¢ = cos(—) Par conséquent, le nombre de

racines ainsi décomptées pour P — % sera le méme que dans le cas précédent.

T,
2™t

Sol.11) a) 4 Pour le polynéme de Legendre Py, vérifiant I'équation différentielle :
(1—x3)y"—2xy' +n(n + 1)y =0
onap(x)=1-x% q(x) =—2x, et w(x) = 1 sur | = [-1, 1], donc :
WOIP() = (1 = X7 = — 2x = W(x)q(x)
lim w(X)p(x)x"=0carp(x1)=0
x—+1

2 n

kn=£—2p—n_2n —ng=nP+n

Q Pour le polyndme de Tchebychev T, vérifiant I'équation différentielle :
(1-x)y"—xy' +n’y=0

onap(x)=1-x% q(x) =—x, w(x) = sur 1 =1-1, 1[, donc :

1
\J1- X2
X
w(X)p(x))' = (\1-x) =— =w(x)q(x
W()P(x)' = (1 -x) N (x)ax)
lim w)p)X"= lim \1-x*x"=0
x—+1 (9P x—+1
2 n
}ang_)_p_n—; —ng =n’
Q Pour le polynéme de Laguerre Ly, vérifiant I'équation différentielle :
xy"+ (1 -x)y' +ny=0
onap(X)=x,g(x) =1—-x, w(x) =e*surl=[0, +oo[, donc :

(WOP(x))' = (xe )" = (1 —x)e ™ = w(x)q(x)
lim w(x)p(x)x" =0 car p(0) =0
x—0

lim wx)p(x)x" = lim x"e*=0
X—>00 X—>00
2 n
ey = ﬁ%lp_ _ng=n

Q Pour le polynéme d'Hermite H,, vérifiant I'équation différentielle :
y"' —2xy'+2ny =0
2
onap(x)=1,qx)=—2x,w(x)=e” sur I =R, donc:

W)’ = (€Y = — 2xe™ = w(x)q(x)

lim wXx)pX)x"= lim x" =
X—>to0 X—>to0
2 n
—\n—-n )=
An = 5 -ng'= 2n



b) Vérifions maintenant qu'on retrouve dans chaque cas le polynéme orthogonal de degré n.
Q Pour les polynémes de Legendre

1 d _
T i (WOPY) = S ()

n
Il est proportionnel a la définition que nous avons prise : 2”1nl % (0 —1)"

Q Pour Ies polynﬁmes de Tchebychev
( 2 U n-1/2
et on montré dans un exerC|ce precedent que T, est bien proportionnel a cette expression :
n
2\n-1/2
To00 = (1) G VI g (1)
Q Pour les polynémes de Laguerre

1 d X dn
* d"

qui est proportionnel a la définition que nous avons prise : — d_ (x"e™).

o0 €7

Q Pour les polynémes d'Hermite :
L8 woopa) = ¢ Lo
w(x) dx" P
qui est, au signe pres, la définitlon gue nous avons prise.
c¢) On procede par récurrence sur k
Pour k = 0, on obtient p"Q qui est bien un polynéme, avec p" en facteur et R0 = Q
Pourk=1<n,ona:

= (Wp"Q)' = = ((wp)'P" 'Q + wp(p" Q)

= % (wgp"'Q + (n— Lwp" p'Q + wp"Q)) car (wp)' = wq

=gp""'Q+ (n-1)p"pQ+p'Q
=p"(@Q + (n—1)p'Q + pQ)
qui est bien un polynéme de la forme p"'Ry; avec Rn1 = qQ + (n — 1)p'Q + pQ', polynéme. On peut
supposer que le coefficient dominant de Q est 1. Alors le coefficient de X% de Ry, est :
d+2(n—-1)a+adeg(Q) =d + (2n -2 + deq(Q))a.
Il est non nul d'apres I'nypothese portant sur d + Na. Ainsi :

deg(Rny) = deg(Q) +1
Supposons que %(wp”Q)(") = p" R, avec k < n et Ry polyndme tel que deg(Rn) = deg(Q) + k.

Alors :
1 n(k+1) — 1 N Ky
= (w ==((w
= wp"Q Y === ((wp"Q)")
= % (Wp" Rpg)’ en appliquant I'hypothese de récurrence
= p" "Ry avec Rpy+1 polynéme, en appliquant le cas précédent

avecn—kaulieudenetRyaulieude Q.Ona:
Rik+1 = gRnk + (I’] —k— 1)lenk + PRuy’

et deg(Rnk+1) = deg(Rnk) + 1 =deg(Q) +k+ 1

d) Montrons que, pour tout k < n, <X* P,>=0.0na:



<X* P> = J KPR (X)W (X) dx
! n
- J K S WGOP(") o
|

n-1 n-1
:[ e woop” )} J K WO dx
|

en intégrant par parties, [ ]; désignant la différence des valeurs de la
primitive prises aux deux bornes de I.

n-1
Dans le ¢), on a vu que —— v (w(X)p(x)") est de la forme w(x)p(x) x un polyndme. Il en est de méme
n-1
de x (;jx—f (w(X)p(x)"). Par hypothése sur w, le produit de wp par un polyndme a une limite nulle

n-1
aux bornes de I. Donc [x o(Ij_I (W(x)p(x) )} = 0. (Il en sera de méme pour les autres dérivees de

wp" qui interviendront ci-dessous). Donc :

<Xk P> =k J ﬂf(w(x)p(x) ) dx
|

En itérant les intégrations par parties on parvient a :
XK P> = (-1 K J & Woop(") i

= (DK L;j—kk—r P |
e) Pour tout polyn_()?ng PetQ:
<L(P), Q>= | (pP" +qP)Qw
- i P"Qpw + P'Qqw
= ( P"Qpw + P'Q(pw)’ en utilisant (pw)' = qw
= FI (P'Qpw)’ — P'Q'pw
I

= [P'Qpw], - J P'Qpw
|

- [ Pomm
|

car [P'Qpw], = 0 puisque P'Qpw admet des limites nulles aux bornes de I. L'expression finale
obtenue est symétrique en P et Q, donc <L(P), Q> = <P, L(Q)> et L est bien symétrique.

f) On utilise la relation %:g?p_ tirée de (pw)' = qw pour éliminer les w' dans Il'expression

pP," + gPy":



(wp"™ + = (wp nD

LD (pry + (wp D

gﬁ (wp")"y
W'
W

pw
puis
P = (- LB )+ ()
=_ (q p )pr V\Eq p)(pW) (wp")™ — ngE (wp )(n+1) (an)(n+1) + % (wp")™*?
-_(@-p )p\gw(q p)qw (wp"™ - 2 ngF_) (wp")™ + = (Wp m+2)
-_(@-p )g W(q p)q (wp"™ — 2 9 E (wp")™D + = (Wp m+2)
donc:
oP," + P, = — (=P )|c|>O W(q PG (ypry® _ zg_a (wp") ™

P (n+2) q(q—-p ) mm , 9 ny(n+1)
+W(Wp) ow (wp’)™ + = (wp')

— E" — 9' ny(n) 29' —q m(+l) , P ny(n+2)
- Wp)T e+ == (wpt) T 4 (W)

Utilisons ensuite I'indication donnée par I'énoncé.
D'une part :
p(wp")' = wp™* + np'wp"
=(q-p)wp" + np'wp"
en éliminant w'
=(q+ (n-1)p)wp"

donc  (p(wp"))™Y = ((q + (n - 1)p)wp") ™Y

= (q+ (- 1)p)wp")™™ + (n + 1)(q' + (0 - 1)p")(wp") "
les autres termes de la formule de Leibniz étant nuls vu les degrés de p et g.
D'autre part :

(P = pwp")™* + (0 + Dp (g’ + DO L) gy
En retranchant membre a membre les deux égalltes on obtient :
0 = pp) ™2 + (29— Q)™ + (T2 e+ 1)) ')

On reconnait dans les deux premiers termes p(wp )(”+2) +(2p' — q)(wp" ™Y ceux qui apparaissaient
dans I'expression de pP," + gP,. Par consequent
o+ Py = 2 () - L (N2 e 4 33 gy

2

n—n

2

p"—nq’) Py
2

On a montré que P, est vecteur propre de I'opérateur L, de valeur propre — A.

et on trouve bien I'expression A, = n

p" —ng' demandée.



g) Dans les exemples ci-dessous, certains ne satisfont pas les hypotheses exigées, d'autres donnent

des familles de polynémes orthogonaux généralisant les familles déja vues.

O Prenons p de degré 2, sans racines réelles, par exemple p=x®+ 1, g =ax + b, | = R On trouve :
w(x) = (x* + 1)¥>* exp(b arctan(x))

w ne Vérifie pas la propriété d'intégration de wP, pour P polynéme.

O Prenons p de degré 2 ayant une racine double, par exemple p = %, q = ax + b, 1 = ]0, +o[. On

trouve :

W(x) =X 2 exp(-)

w ne Vérifie pas la propriété d'intégration de wP, pour P polynéme.
O Prenons p de degré 2 ayant deux racines simples, par exemple p=1—-x% qg=ax+b, I =]-1, 1[.
On trouve :
1 a by Ll+X
= —=In(1-x) +=InG—=
W() = 7= exp(- 5 In(L ) + 2 In(T—)

— (1 . X)fa/27b/27l (l + X)fa/2+b/27l
de la forme (1 — x)*(1 + x)° en posant o =575 letP :—%+g— 1. On supposera o > — 1 et
B>—1(etdonca+b<0et b>a, ouencorea<bhb<-aaveca<0)de facon que w (et plus
généralement wP pour tout polynéme P) soit intégrable en — 1 et en 1. On a bien également :

v, lim w)p)x"= lim (1 -x)**1+x)P1=0
m (X)p(x) x—>i1( ) (L +x)

On obtient les polyndémes de Jacobi :

- 1 d_n _y\Mtarq o (\NB
Pn(X) = 4 0@+ 0P o (-1 -x)"")
et n=n%+ (o + B+ 1)n

La famille (Py) est solution des équations différentielles :
(L—Xy" = (o + B +2x + o —B)y + (n° + (a+ B+ 1n)y =0
Le cas | =]1, +oo[ au lieu de ]-1, 1[ n'est pas envisageable, car on obtiendra w(x) = (x — 1)*(x + 1),
et wP n'est pas intégrable sur ]1, +oo[ pour tout polynéme P.
Si on prend o = 3, on obtient les polynémes ultrasphériques de Gegenbauer.
On retrouve les polyndmes de Legendre pour o = B = 0, et les polyndmes de Tchebychev pour

1
O(,:B:—E.

Poura=f= % ce sont les polyndmes Tchebychev de seconde espece.

Poura=f=1,o0na:
w(x) =1-x
An=n%+3n
n
Pzt }X % (1™
La famille (Py) est solution des équations différentielles :
(1-x3)y" —4xy' + (n*+3n)y =0
Les ((1 — x*)Pa(X))' redonne les polynomes de Legendre, & un facteur prés.
Q) Si on prend p de degré 1, par exemple p =x, g =ax + b, sur | =]0, +oo[, on obtient :
w(x) = x" 1 ™
On supposera a < 0 de fagcon que wP soit intégrable en +o0 pour tout polynéme P, et b > 0 pour que
WP soit intégrable en 0. On a également :



vn, lim o owpex"=  lim x*Me*=
X—0 ou +wo X—0 ou +wo
Onaalors:
An=—an
1-b .—ax dn n+b-1 .ax
Ph=x"¢e o (x e”)

La famille (P,) est solution des équations différentielles :
xy" + (ax + b)y'—any =0
Pour a = — 1, on obtient les polynémes de Laguerre généralisés. On retrouve les polynémes de
Laguerre usuelsaveca=—-1etb=1.
U Si on prend p constant, par exemple p=1, g =ax + b sur I =R, on obtient :

w(x) = exp(aXT2 + bx)

On prend a < 0 pour que les conditions exigées sur w soient satisfaites. On a alors :
2

n 2
P, = exp(- axT — bx) % (exp(% + bx) x")

An=—an
C'est une pseudo-genéralisation des polyndmes d'Hermite. Par translation et homothétie sur la
variable x, on se ramene en effet au cas g = —2x.

¢



