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Les définitions et propriétés vues dans le chapitre L1/ESPEUCL.PDF sont rappelées sans
démonstration. Quelques compléments sont effectués par moment.

1- Produit scalaire
Soit E un espace vectoriel sur R.. Un produit scalaire est une application de E x E dans R, qui & un
couple (x, y) de vecteurs de E associe un réel noté <x, y>, et telle que :

V X € E, l'application y € E — <x, y> est linéaire

vy, l'application x € E — <x, y> est également linéaire.

VxeE VyeE, <x y>=<y, x>

VxekE <x,x>>0

VX <xx>=0=x=0

On pose || x || = y/<x, x>, norme euclidienne de x associée au produit scalaire.
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E, espace vectoriel muni d'un produit scalaire, est appelé espace préhilbertien. Si, de plus, il est de
dimension finie, il est dit euclidien.

EXEMPLES :

n
O Si E=R", on pose <X, Y>= > xy; (produit scalaire canonique sur R")
i=1

b

Q si E = C%(a,b]), on pose <f, g> = J f(t)g(t) dt. On peut prendre la méme définition pour les
a

fonctions continues par morceaux, mais dans ce dernier cas, on peut avoir <f, > = 0 sans que f ne

soit nul : prendre par exemple f = 0 sur [a, b[ et f(b) = 0. Par contre si f est continue, on a bien
b
<f,f>=0=f=0car J f2(t) dt = 0 est I'intégrale nulle d'une fonction continue positive ou nulle,

a
donc cette fonction est nulle. Ainsi, on dispose d'un produit scalaire sur C°([a, b]), mais pas sur
I'espace des fonctions continues par morceaux.

La norme euclidienne vérifie les propriétés suivantes :
vVxekE |x]=0
VxekE ||x||=0=x=0

VxeE VAeR, | x| =]l x|

V(% y) € EL Ix+y [P = x| +2<x, y> + ||y |

v (x,y) € B2 |<xy=| <lIx|llyl (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

V(xy) eB4Ix+yll<lIx|+]yll (Inégalité triangulaire ou de Minkowski)

On retrouve le produit scalaire a partir de la norme euclidienne au moyen des formules de
polarisation :

<x y>:||><+y||2—||><||2—||y||2:||><+y||2—||><—>'||2
’ 2 4

On dispose :

O du théoréme de Pythagore :
Ix+yP=lIxF+]yI* < <xy>=0

En effet, [|x +y [P = || x|* + [y |* + 2<x, y>

Plus généralement, si les x; sont deux a deux orthogonaux, on a :

L 2_ < 2
I X%l =21l
i=1 i=1

n n n
car [ x| = ZlxlP+23 <xi,x>=Y | xi|P si tous les <x;, x;> sont nuls pour i # .
i=1 i=1 i<j i=1

i<j

U de I'identité du paralléelogramme :
Ix+y[P+1x=yP=2[xIP+2]y’



2- Orthogonalité

Deux vecteurs x et y sont dits orthogonaux si <x, y> = 0. x est dit unitaire si || x || = 1. Une famille
(Xi)ier (I fini ou non), est dite orthogonale si pour tout i différent de j, <x;, x> = 0. Elle est dite
orthonormale ou orthonormée si, de plus, || x; || = 1 pour tout i.

Deux sous-espaces vectoriels F et G d'un espace vectoriel euclidien sont dits orthogonaux si :
VxeF, VyeG,<x,y>=0

Si on est en dimension finie, pour vérifier que deux sous-espaces F et G sont orthogonaux, il suffit
de vérifier que les vecteurs d'une base de F sont orthogonaux aux vecteurs d'une base de G. Par
ailleurs, deux sous-espaces vectoriels orthogonaux sont en somme directe.

Plus généralement, on a :

PROPOSITION

Soient Fy, F», ..., Fp une famille de sous-espaces vectoriels deux a deux orthogonaux. Alors ils sont
en somme directe.

Démonstration :
Q Six; + ...+ X%, =0 avec x; € Fj, alors, en faisant le produit scalaire par x;, on obtient <x;, x;> =0
puisque tous les autres produits scalaires sont nuls. D'ou x; = 0, et ceci, quel que soit x;.

Soit F un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel E préhilbertion. On appelle orthogonal de F
I'ensemble des vecteurs y de E tels que :

VxeF <x,y>=0
On note cet ensemble F° ou F*.

F* est un sous-espace vectoriel de E, orthogonal & F. Si F est de dimension finie, pour appartenir a
F*, il suffit de vérifier 'orthogonalité avec une base de F.

Si Fc G, alors Gt c F.

3- Bases orthonormales

Une base (ey, ..., e,) d'un espace euclidien (donc de dimension finie) est dite orthogonale si les
vecteurs de base sont deux a deux orthogonaux.

Une base (ey, ..., en) est dite orthonormale ou orthonormée si elle est orthogonale et si tous ses
vecteurs sont unitaires.

Un systéme de vecteurs non nuls constitué de vecteurs deux a deux orthogonaux forme un systeme
libre. Pour gque ce soit une base, il suffit que le nombre de ces vecteurs soit égal a la dimension de
I'espace.

Une base orthonormée Vérifie :
lsii=]
Osii+]
djj s'appelle symbole de Kronecker.

<ej, &> = §jj = [



L'intérét d'une base orthonormée est que le produit scalaire s'y exprime tres simplement. Si

n n
X=Y xjejety=>Y yiealors:
i=1 i=1

n T X1 T Y1
<K Y>=D X VYi=XY ouX=|..[ X =X ..x)etY=]|..
i=1 Xn Yn

L'implication suivante est d'usage fréquent. Si u et v sont deux endomorphismes de E préhilbertien,
alors :

VXxeE VyeE, <xuly)>=<xvy)>=u=v
En effet :

VXxekE, VyeE, <x u(y)>=<x, v(y)>

= VxeE VyekE, <x ufy)-v(y)>=0

= VyeEuly)-v(y) =0 en prenant x = u(y) — v(y)

= VyeEuy)=vy)

= u=v

En dimension finie, la traduction matricielle de I'implication donne, pour deux matrices A et B
éléments de My(R) :

VXeR"VYecR"XAY=XBY=A=B

Il suffit de considérer A et B comme les matrices de deux endomorphismes u et v dans une base
orthonormée pour retrouver l'implication précédente.
Dans une base quelconque, on a:

<X, y> = 2 Xi Y <6;, &>

i
ou encore, si I'on note M la matrice de terme genéral <e;, e> :
T
<X, y> =X MY

Puisque <ej, ;> = <egj, &>, M est symétrique.

Tout espace euclidien posséde une base orthonormée. On en obtient une a partir d'une base
guelconque en appliquant le procédé d'orthogonalisation de Gram-Schmidt.

Toute forme linéaire f dans un espace euclidien peut s'exprimer au moyen du produit scalaire. Soit

n
en effet (ey, ..., €,) est une base orthonormale de E. Si x = > x; &;, avec x; élément de R, alors :
i=1

f(X) = f(i Xi ei) = i Xi f(ei) =<a, x>
i=1 i=1



n
olia =) f(e) e;. Si f est non nulle, a est un vecteur orthogonal a I'nyperplan Ker(f).
i=1

La propriété précédente n'existe pas en dimension infinie. Un contre-exemple est donné par
l'impulsion de Dirac. Soit E I'espace C°([-1,1]), muni du produit scalaire :
1

<f,g>= J f(t)g(t) dt
-1
L'application 6 : E — R, qui a f associe f(0) ne peut étre définie a partir d'un produit scalaire avec

une certaine fonction g. En effet, si on prend f, paire définie par f,(x) = 1 — nx sur [0, %] et O sur
1/n

[%, 1], alors il faudrait que g soit telle que, pour tout n, 8(f,) =1 = J fa(t) g(t) dt. Or l'intégrale est
-1/n

majorée par% Max {| g(t)| , t € [-1,1]}, quantité qui tend vers 0 quand n tend vers oo et ne peut donc

rester égale a 1.

d est une forme linéaire sur l'espace des fonctions continues, appelée distribution de Dirac (le mot
distribution est utilisé de préférence a fonction car & n'est pas une fonction de R dans R). Cette
forme linéaire ne peut s'exprimer comme produit scalaire. Cependant, on n'en est pas loin, car elle
peut s'exprimer comme limite de produits scalaires. Considérons en effet les fonctions g, suivantes :

A

n

—1/n| 1/n

1
Alors §(f) = f(0) = lim J f(t) gn(t) dt pour toute fonction f continue. En fait, I'intégrale vaut
N—+oo
-1
1/
J nf(t) gn(t) dt. Intuitivement, on comprend pourquoi cette intégrale tend vers f(0). Quand n tend
—1/n

vers l'infini, t étant compris entre — % et % f(t) vaut a peu pres f(0). L'intégrale vaut environ :

1/n 1/n
J f(0) gn(t) dt = (0) J gn(1) dit = f(0).
—1/n -1/n

D'une maniére plus rigoureuse, on a :

Ve>0,30>0, Vtel- o af |f(t)—f0)| <& (continuité de f en 0)
Mais par ailleurs, € étant choisi :
IN,Vnx>N, [—%, %] c J-o,0f



/
Pour de tels n, on a, compte tenu du fait que j ' nf(O) gn(t) dt =1(0) :

-1/n

U”m%mm4@
=]

:Umam4©mmmt
~1/n

sthm—mﬂmmm

—1/n

1/n 1/n
SJ g gn(t)dt:sj gn(t) dt =&

—1/n —1/n

Ainsi :

Ve>0,3N,Vnx>N, <eg

.fmmme@

-1

ce gqu'on voulait montrer.
L'interprétation précédente fait que & est souvent qualifiée d'impulsion, modélisée par une fonction
de support infiniment bref et ayant une valeur infiniment grande.

4- Projecteurs orthogonaux et symétries orthogonales
PROPOSITION

Si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie d'un espace préhilbertien E, alors F et F* sont
supplémentaires.

Démonstration :

Q E, lui, peut étre de dimension infinie. Si (e, .., em) est une base orthonormée de F, la
décomposition d'un élément quelconque x de E en un élément de F et un élément de F* s'obtient en
écrivant :

m m
X=) <ej,x>e+ (X— D <ej, X> )
i=1 i=1

N’ — —

eF e Ft

m
L'application pr définie par pe(X) = D_ <ej, x> e; est le projecteur orthogonal sur F. La quantité
i=1
| x = pr(x) || s'appelle distance de x & F. Si on considere la quantité || x — z || lorsque z décrit F, celle-
ci atteint son minimum pour z = pg(x). On a également :

e <l x |
ce qui s'écrit aussi :

n
> | <en, x> 2 < |1 x P (inégalité de Bessel)
i=1
Si F est une droite D de vecteur directeur unitaire u, F- est alors un hyperplan H de vecteur normal

u. La décomposition de x se reduit a :
X =<uU, x> U+ (X—<u, x> U)



eD eH
Le projecteur orthogonal sur D est I'application pp : X € E — <u, x> u.
Le projecteur orthogonal sur H est I'application py : X € E — X —<u, x> u.
La symétrie orthogonale par rapport a D est I'application sp : X — 2<u, X> U — X = 2pp(X) — X
La symétrie orthogonale par rapport a H est sy : X — X — 2<u, X> U = X — 2pp(X) = — Sp(X)
Dans le cas de la dimension 2 ou 3, cela permet de traiter tout projecteur orthogonal ou toute
symeétrie orthogonale.

EXEMPLE :

O Voici un exemple de projection dans un contexte non géométrique. Considérons la fonction sinus
sur [0, ]. On cherche a approximer cette fonction par un polyndme de degré 2 sur [0, «t]. Il existe
plusieurs sens a donner a cette approximation, mais une des facons possibles de procéder est la

suivante. On prend E = C%([0, x]) muni du produit scalaire <f, g> = Jnf(t)g(t) dt. Soit F le sous-

0
espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal a 2. On prend comme approximation de
f=sin le projeté orthogonal pg(f) de f sur F. Concrétement, on cherche a, b, ¢ tels que
pe(f)(X) = a + bx + cx®. Pour cela, on écrit que la fonction f — p(f) est orthogonale a F, i.e. :

[ <f—pe(f), 1>=0
<f— pe(f), x> =0
L <f—pe(f), x*>=0
ce qui donne les équations :
"sin(x) —a—bx—cxdx =0
Y0
(" (sin(x) — a— bx — ox®)x dx = 0
Y0
(" (sin(x) —a—bx— @)X dx = 0
L Jo
B br? o’ _
2-an—22- =0
ar® br® crn 0
© | T
3 4 5
2_4_an _bm o _
| YAy s 0
— 2
a=127'c ;10
T
p= 60 12
= - Z
T
2
C=60n ;12
L T

Dans le graphe ci-dessous, le lecteur devrait pouvoir discerner quel est le graphe de sinus et celui du
polynéme de degré 2 :



PROPOSITION
Soit E un espace préhilertien de dimension quelconque et F un sous-espace vectoriel. On a
F < (FH™. Si E est de dimension finie, F = (FY)™.

Démonstration :
Q Si x appartient a F, alors :
VyeF<x,y>=0
donc x e (FH)*
Mais si E est de dimension finie, on a de plus :
dim(E) = dim(F) + dim(F") car F et F* sont supplémentaires
dim(E) = dim(F") + dim((F)" car F*- et (F1)* sont supplémentaires
donc dim((FY)") = dim(F). Comme les deux sous-espaces vectoriels ont méme dimension et que I'un
est inclus dans l'autre, ils sont égaux.

En dimension infinie, on peut n'avoir qu'une inclusion stricte.
EXEMPLES :

0 Soit E I'espace I1’(R) des suites réelles u = (Un)ney telles que > u,? converge, muni du produit
n=0

o0
scalaire <u, v> = > uyv,. Considérons F le sous-espace vectoriel des suites nulles a partir d'un
n=0

certain rang. Cet espace est engendreé par la base (en)nex OU €0 = (0,0, ..., 0, 1,0, ...), le 1 se trouvant

au n°me rang. Soit u élément de FL. Alors, pour tout n, <e,, u> = 0 donc u, = 0. Donc u = 0. Donc
F'={0} etFOF =F=E. (F) =EetF=(F)"

1
0 Soit E = C°([0, 1]) muni du produit scalaire <f, g> = J f(t)g(t) dt. Considérons le sous-espace
1/2 0
vectoriel F des fonctions f telles que J f(t) dt = 0. F est le noyau de la forme linéaire ¢ :

0
-8-



1/2
o(f) = J f(t) dt
0

Il s'agit donc d'un hyperplan. Montrons que F* = {0}. Par I'absurde, supposons que F* = {0} et soit
g un élément unitaire de F*. g n'étant pas élément de F et F étant un hyperplan, la droite engendrée
par g est supplémentaire de F (revoir au besoin le chapitre L1/LINEF.PDF), donc E = F & F*. Toute
fonction f de E peut se décomposer sous la forme f=h + Ag, avec h élément de F et A réel. On a
donc <f, g> =<h, g> + A <g, g> = A, donc h = f - <f, g> g. Comme h appartient a F, on a ¢(h) =0,
donc pour tout f de E, o(f) = <f, g> ¢(g). ¢(g) = 0 car g ¢ F. Prenons en particulier la fonction f
définie par :
0 sur [0, %]
=

1
—Zsur[3 1
X 2sur[z, ]

Comme fg = 0 sur [0, %], o(fg) = j v f(t)g(t) dt = 0 = <fg, g> p(g) donc <fg, g> =0, donc :
0

1 2
J f(x)g(x)2 dx = 0
0
1
N J f(x)g(x)? dx = 0 puisque f = 0 sur [0, %]
1/2

La fonction fg? étant continue sur [%, 1], positive ou nulle, et d'intégrale nulle, elle est identiquement

nulle (revoir au besoin les propriétés de l'intégrale dans le chapitre LI/INTEGRAL.PDF). Comme

f>0sur ]%, 1], g = 0 sur le méme intervalle, et par continuité, g(%) =0.

Reprenons/alors la relation ¢(f) = <f, g> ¢(g), valide pour tout f de E. Elle s'écrit :
1/2 1
J f() dx = J (9909 dx x ¢(0)
0 0
12 . 1
= J ()90 (g) dx puisque g = 0 sur [, 1]
1/2 0
donc J f(x) (1 - 9(X)(g)) dx = 0

0
En prenant f(x) = 1 — g(X)o(g), on obtient J 1/2(1 — g(X)o(g))? dx = 0 donc 1 — g(x)¢(g) = 0 pour tout
0

x de [0, %] et en particulier, g(%)(p(g) =1, ce qui est contradictoire avec g(%) =0.

U Dans une annexe du chapitre L3/METRIQUE.PDF, on montre que, si ¢ est continue sur [0, 1] et
1
si, pour tout n, J o(t) t" dt =0, alors ¢ = 0. Soit E = C([0, 1]) le méme espace préhilbertien que

0
dans I'exemple précédent. La propriété énoncée exprime que, dans E, le sous-espace vectoriel F des

fonctions polynomiales admet pour orthogonal F- = {0}. On a donc (F})* = E = F.

-9-



O Deux autres exemples sont donnés dans les exercices du chapitre Polyndmes orthogonaux
L2/POLORTHO.PDF.

Il : Endomorphismes dans les espaces euclidiens
On se place ici dans des espaces de dimension finie sur R. On aura besoin des connaissances sur la
diagonalisation des endomorphismes, exposée dans le chapitre L2/DIAGONAL.PDF.

1- Adjoint d'un endomorphisme
Considérons un espace euclidien E muni d'une base orthonormée (e, .., €, et u un
endomorphisme de E de matrice M dans la base (ey, ..., €y). Si X est un vecteur de E, on note X la
colonne de ses composantes dans la méme base. u(x) a alors pour composantes MX. Si y est un
autre vecteur de E, de composantes Y, on rappelle que <x, y> = XTY, ou X est la ligne transposée
de la colonne X. Considérons maintenant la quantité :

<u(x), y> = (MX)'Y

=X'M'Y

Il 'y a deux facons de lire cette expression. Ou bien on applique M sur X puis on fait le produit
scalaire par Y, ce qui donne (XTMT)Y, ou bien on applique M’ surY puis on fait le produit scalaire
par X ce qui donne XT(MTY). Introduisons donc I'application linéaire u* de matrice M’ dans la base
(e, ..., €,). Comme (XTMT)Y = XT(MTY), ona:

LV %, ¥y, <u(x), y> = <x, u*(y)> |

u* s'appelle endomorphisme adjoint de u. La relation précédente définit u* sans ambiguité
indépendamment de toute base. En effet, I'application x — <u(x), y> étant une forme linéaire, en
vertu de lI'isomorphisme entre E et son dual E*, il existe un vecteur a tel que, pour tout X :

<u(x), y> = <x, a>
a dépend évidemment de y n'est autre que le u*(y) vu ci-dessus. Il est alors facile de vérifier que u*
est une fonction linéaire de y. En outre l'unicité de a entraine celle de u*(y) et donc celle de u*.

Les propriétés de u € L(E) » u* e L(E) sont identiques a celles de M € M,(R) — M'. En

particulier :

e La transposition est linéaire et involutive. Il en est de méme de *. Autrement dit,
(U+Vv)*=u*+v* et (Au)* = Au*. Enfin (u*)* = u. Ces propriétés peuvent se montrer
directement sans recourir & une base pour se ramener a la transposition. Considérons par exemple
la derniere :

VX, VY, <u(x), y> = <x, u*(y)>

= V X, VY, <u(x), y> = <u*(y), x> par symétrie du produit scalaire
= V X, V'Y, <u(x), y> = <y, (U*)*(x)> par définition de I'adjoint de u*
= V X, VY, <u(x), y> = <(u*)*(x), y> par symétrie du produit scalaire
= u=(u*)*

Ou encore la linéarité :

VX, VY, <u(x), y> = <x, u*(y)>
= V X, VY, VA A<u(X), y> = A<x, u*(y)>
= VX, VY, VA <h(X), y> = <x, Au*(y)>

-10 -



= VX VY, VA <X (Au)*(y)> = <x, Au*(y)>
= vV A, (AU)* = Au*
etc...

e On a aussi (AB)T = BTAT, d'ou nécessairement (U o V)* = v* o u*, ce qu'on peut également
verifier directement :

VX, VY, <u(x), y> = <x, ux(y)>

VX, VY, <u(v(x), y> = <v(x), u*(y)>

VX VY, <(Uo V)(X), y> = <X, vE(u*(y))>

VX VY, <X (Uo V)*(Y)> = <x, (V¥ o u*)(y)>

(Uo V)*=Vv*ou*

by Uy

e Dans le cas d'un endomorphisme bijectif (automorphisme) u, en prenantv=u"*,ona:
UHY*ou*=(uo uY)*=1d*=1d
donc (u)*=(@u*)*

e rg(u*) =rg(u) et Tr(u*) = Tr(u), ou rg désigne le rang et Tr la trace. Cela résulte des propriétés
analngues sur les matricTes :
rg(M) =rg(M) et Tr(M ') = Tr(M).

EXEMPLE :
O Soit E euclidien, et F et G deux sous-espaces vectoriels non orthogonaux tels que E = F & G.
Soit p le projecteur sur F parallelement a G. Quelle est la nature géométrique de p* ?
On a p o p = p donc, en prenant les adjoints des deux membres, p* o p* = p*, donc p* est un
projecteur.
Le sous-espace invariant par p* est I'ensemble des x tels que :
p*(X) =X
vy eE <p*(x), y>=<xy>
Vy ekE,<x p(y)>=<xy> par définition de I'adjoint
VyeE <xpy)-y>=0
x e Im(p—Id)*=G*
donc p* est un projecteur sur G*.
Le noyau de p* est I'ensemble des x tels que :
p*(x) =0
& VY <pr(x),y>=0
< VY, <X, p(y)>=0
<  xelm(p)=F
donc p* est le projecteur sur G* parallélement & F*.

00¢¢

Une derniere propriété enfin :
PROPOSITION :
Soit F un sous-espace vectoriel de E, stable par un endomorphisme u. Alors F* est stable par u*.

Démonstration :
O Soit x un élement de F*. Il s'agit de montrer que u*(x) appartient & F*-, autrement dit, que, pour
touty de F, on a <y, u*(x)>=0. Or:
<y, U*(x)> = <u(y), x> avec u(y) dans F, puisque F est stable par u
-11 -



=0 puisque u(y) € Fetx e F*

On peut de méme definir I'adjoint d'une application linéaire u d'un espace euclidien (E, <, >)
dans un espace euclidien (F, (,)). Il s'agit de I'application linéaire u* de F dans E vérifiant :
VxeE, VyekF, (ux),y) =<x u*y)>
Si on dispose d'une base orthonormée (e, ..., €p) de E et d'une base orthonormée (e, ..., €,) de F,
notons M la matrice de u dans ces deux bases, élément de M,(R). Notons X e RP les
composantes de x et Y € R" les composantes de y. Le produit scalaire (u(x), y) s'écrit :
(U0, Y) = (MX)'Y = (X M)Y = X' (MY) = <x, ux(y)>
avec donc ici aussi M matrice de u*, mais élément de Mon(R).

On prendra garde que, si les bases ne sont par orthonormée, la matrice de u* dans ces bases n'est
pas la transposée de la matrice de u. En effet, si P est la matrice de terme général <e;, &> et Q la
matrice de terme général (g;, €j), on a:
T T T T T
(u(x), y) = (MX) QY = X M QY = X P(P'M QY) = <x, u*(y)>
. 1 T
en prenant u* de matrice P"M Q.

2- Isométries vectorielles
On s'intéresse aux endomorphismes u qui préservent la norme, c'est-a-dire tels que :
vVxeE Jux)l =[x
De tels endomorphismes sont qualifiés d'isométries vectorielles ou d'endomorphismes
orthogonaux. lls disposent des propriétés suivantes :

PROPOSITION :
Il'y a équivalence entre :
M) VxekE, [[uX)]| = |Ix]| Ondit que u conserve la norme.

(i) Vx e E, Vy e E, <u(x), u(y)> = <x, y>. On dit que u conserve le produit scalaire.
(iii) u transforme une base orthonormée en une base orthonormée.
(iv) u*u = uu* = Id

Démonstration :
Q (i) = (i) est trivial en prenant x =y

N = (i ili isati Ix+y 1P~ x—y|
Q (i) = (ii) en utilisant une formule de polarisation, par exemple <x, y> = 2 .len

résulte que, si u conserve la norme, alors u conserve le produit scalaire :
_ LU +u) [P~ [ u) — u(y) |
<u(x), u(y)> =
(). u(y) 7

—Jukx+y) ||24|| u(x—y) ||2:||x+y||24||xy||2:<x’y>

Q (ii) = (iii), car si (e;) est une base orthonormée quelconque, alors, pour tout i, j :
<ej, &> = 9;j (Symbole de Kronecker)
donc <u(e;), u(e;))> = <ej, &> = &;j ce qui signifie que (u(e;)) est orthonormee.

Q (iii) = (i) : supposons qu'un opeérateur u transforme une base orthonormée (e;) en une base
-12 -



n
orthonormée (g;). Si x =Y xig;,ona:
i=1

16 1= 1 20 1= | éxisi I=

Q (ii) < (iv) :
VX e E,Vy e E, <u(x), u(y)>=<x, y>

n

2 _
in = I x|l
i=1

= V XxeE,Vy eE, <x, u*u(y)> = <x, y>

= u*u=Id

= ur=ut I'implication = étant valide pour des endomorphismes en dimension finie
= uu* =Id

La matrice de u dans une base orthonormée Vvérifie donc les propriétés suivantes : les vecteurs
colonnes sont de norme 1, les colonnes sont deux a deux orthogonales. On notera que le sens "une"
utilisée dans la propriété (iii) peut se prendre aussi bien dans le sens "une quelconque™ que dans le
sens "une particuliére". Le sens (ii) = (iii) s'applique a une base quelconque orthonormée, mais il
suffit que la propriété (iii) soit vraie dans une base orthonormée particuliére pour prouver i).

PROPRIETES :

(i) Une isométrie est bijective.

(if) L'ensemble des isométries muni de la composition des endomorphismes est un sous-
groupe de GL(E), appelé groupe orthogonal et noté O(E). On rappelle qu'une isométrie s'appelle
également endomorphisme orthogonal.

(iii) Une isométrie admet pour déterminant 1 ou —1.

(iv) L'ensemble des isométries de déterminant 1 muni de la composition des
endomorphismes est un sous-groupe de O(E), appelé groupe spécial orthogonal et noté SO(E).

(v) Si F est un sous-espace vectoriel stable par une isométrie u, alors F*- est aussi stable par
u.

On rappelle que (GL(E), o) est le groupe des endomorphismes bijectifs de E, ou automorphismes.

Démonstration :

Q (i) E étant de dimension finie, il suffit de montrer qu'un tel opérateur est injectif. Or :
uX)=0=|uX)|=0=||x|]|=0=x=0

La bijectivité résulte aussi de la propriété u*u = Id en dimension finie.

Q (ii) O(E) est non vide car il contient Id. Le i) montre en outre que O(E) est inclus dans GL(E).
Montrons la stabilité pour la composition et I'inverse.
Si u et v sont éléments de O(E), alors, pour tout x :

Juov(X) | =|luvXx))||=|v(X)||  caruconserve la norme
= I x|l car v conserve la norme
donc u o v conserve la norme.
Par ailleurs, || u™(X) || = | u(u™()) | car u conserve la norme
=l

donc u™ conserve la norme.
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Q (iii) SiT(ei) est une base orthonoTrmée dans laquelle u posséd(Te une matrice M, alors u* a pour
matrice M, e$ u*u a pour matgice M M. Comme u*u=1Id,onaM M = Id. Donc :
det(M M) = 1 = det(M )det(M) = det(M)? = det(u)?

Q iv) SO(E) est non vide car il contient Id. Le fait que ce soit un sous-groupe de O(E) résulte du fait
que det(u o v) = det(u)det(v) et que det(u™) = det#(u)' Si u et v sont des éléments de O(E) de
déterminant 1, il en est alors de méme de u o v et de u. Les éléments de SO(E) sont appelées

rotations ou isométries directes. Les autres isométries sont qualifiées d'indirectes.

Q v) Soit F stable par u. On a u(F) — F et méme u(F) = F car u est un automorphisme donc conserve
la dimension de F. Donc F = u*(u(F)) = u*(F). Ainsi F est aussi stable par u™. Montrons que F* est
stable par u. Pour tout x de F-, ona:
vy e F, <u(x), y> = <u(x), u(u(y)) >
= <x, ui(y) > car u est une isometrie
=0 carx e Fretu™(y) e F
donc u(x) e F*.
On peut aussi écrire que :
F stable par u
F* stable par u*
F* stable par u™ car u* = u* puisque u*u = Id
ui(F) cF*
ut(FH =F car u* est un automorphisme donc conserve la dimension
F-=u(F en composant par u
onc F* est stable par u.

by Uiy

o

Passons aux matrices.
PROPOSITION :
Il'y a équivalence entre :
(i) M est la matrice d'une isométrie u dans une base orthonormée.
(i)M'M =1,
(iii) Les colonnes de M forment une base orthonormée de R”".
Une telle matrice s'appelle matrice orthogonale.

Démonstration :

Q L'équivalence (i) < (ii) a déja été rencontrée dans le (iii) de la proposition précédente.
L'équivalence avec le (iii) actuel est la traduction matricielle du fait que u transforme une base
orthonormée en une base orthonormée.

Les propriétés de telles matrices sont analogues a celles des applications correspondantes, en
particulier :

PROPRIETES:

(i) Une matrice orthogonale est inversible.

(if) L'ensemble des matrices orthogonales n x n muni du produit des matrices est un sous-
groupe de GL,(R), groupe orthogonal et noté O,(R).
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(iii) Une matrice orthogonale admet pour déterminant 1 ou —1.
(iv) L'ensemble des matrices orthogonales de déterminant 1 muni du produit des matrices
est un sous-groupe de On(R) appelé groupe spécial orthogonal et noté SO, (R).

EXEMPLES :
O Les symétries orthogonales sont des isométries. Cela est évident en utilisant la définition : Soit s
symeétrie orthogonale par rapporta F. On a:
E=F®F >E
X=y+z >s(X)=y-z
et [xIF=yIP+IzI?= |Is(x) | daprés le théoréme de Pythagore.

On peut également remarquer que, si (ej) est une base orthonormée de E dont les p premiers
vecteurs forment une base de F (et donc les n — p restants une base de FY), alors la matrice de la

o I . : .
symétrie s est (6’ qui est une matrice orthogonale puisque ses colonnes forment une base

~lnp
orthonormée. Son déterminant vaut (—1)" et donc s appartient a SO(E) si et seulement si n — p est
pair. Ainsi, certaines symétries peuvent également étre classée parmi les rotations. C'est le cas en
dimension 3 pour les symétries par rapport a une droite, qui peuvent étre également considérées
comme des demi-tours autour de cette droite.

O Soit H un hyperplan et sy la symétrie orthogonale par rapport a H. Alors sy s'appelle une
réflexion et son déterminant vaut —1.

O Une fonction f de E euclidien dans E vérifiant :

f(0)=0 et VX VY [f)-fy) [I=lx=-yll
est nécessairement une isométrie linéaire.
En effet, en posanty = 0, on a || f(x) || = || x ||. En développant les carrés || f(x) — f(y) |> = || x — v |I* et
en simplifiant par les termes || fx) |© = || x |F et [f(y)|I°=|y|’, on obtient I'égalité

<f(x), f(y)> = <x, y>. Donc, pour tout y :
<f(Ax) — Af(x), f(y)> = <f(Ax), f(y)> — <Af(x), f(y)>
= <f(Ax), f(y)> — A<f(x), f(y)>
= <X, Y> — ALX, y>
=0
Donc f(Ax) — Af(x) est orthogonal a f(E) et donc a Vect(f(E)). Comme f(Ax) — Af(X) € Vect(f(E)),
f(Ax) — Af(x) est orthogonal a lui-méme, donc est nul. Donc f(Ax) = Af(X).
On procéde de méme pour f(x +y).

O Le procédé d'orthogonalisation de Schmidt permet de montrer la propriété suivante :
Soit A € GLn(R). Alors il existe P € Oy(R) et T une matrice triangulaire supérieure inversible
telle que A =PT.
En effet, si on considére A comme la matrice de passage Pc. de la base canonique (c) de R" a une
base (e) quelconque, le procédé d'orthogonalisation de Schmidt fournit une base (€) orthonormée
telle que la matrice de passage P de () a (e) soit triangulaire supérieure. On a alors :

A =Pee = PcePee
ou P, est la matrice de passage de la base (c) a la base (g). Ces deux bases étant orthonormée, P,
est une matrice P orthogonale. La matrice triangulaire T demandée n'est autre que Pee.
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111 1 1 1
Soit par exemple A = |1-22 ] de sorte que e; = | 1| e, =|-2| es = |2 Le procédé

113 1 1 3
d'orthogonalisation de Schmidt conduit a :
1

81:%

€= 1 e car e; est orthogonal a e;

\/6
gz colinéaireae;—2| 1 [=| O [, dolieg=—F —e3-12e;
1) (1 71 \/_

Onadonc:
(% @\
PP = ws wa

\ % 5/
T‘“ﬁ

Pee = T
0

€1

0

1

7
\3 0 2

—se— esﬁl (0\/_
0 0

1\
111 \/5\/6\/5 \[3 0 243
&) I B
k%%@)

Ainsi :

PROPOSITION
Les réflexions engendrent le groupe orthogonal O(E).

Démonstration :

Il s'agit de montrer que tout endomorphisme orthogonal est la composee de réflexions. On montrera
de plus que le nombre de réflexions a utiliser est inférieur ou égal a dim(E). On raisonne par
récurrence sur dim(E). Id est considérée comme un produit vide de réflexions.

Q Si dim(E) = 1, alors les seuls endomorphismes orthogonaux sont Id et — Id qui est une réflexion.

Q Si dim(E) = 2, alors, dans une base orthonormee, la matrice d'un endomorphisme orthogonal peut
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étre :

une matrice de réflexion et il n'y a rien a montrer
cos(0) — sin(0)
sin(6) cos(0)
réflexion, par exemple :

(cos(e) —sin(e)) _ (cos(e) sin(0) )(1 0 )

sin(0) cos(0) /  \'sin(0) —cos(0) /\0 -1

O Supposons la propriété verifiee pour les espaces vectoriels euclidiens de dimension n — 1 et
montrons-la pour un espace vectoriel de dimension n. Soit u un endomorphisme orthogonal. Soit x
unitaire.
Si u(x) = x, soit F I'nyperplan orthogonal a x. Vect(x) étant stable par u et u étant orthogonal, le sous-
espace vectoriel F orthogonal a x est également stable par u. La restriction ug est un endomorphisme
orthogonal de F, sous-espace vectoriel de dimension n — 1. Donc, d'apres I'nypothese de récurrence,
up est le produit d'au plus n — 1 reflexions s de F. On étend chacune de ces réflexions a E tout entier
en posant s(x) = x. L'extension ainsi définie est une réflexion de E et u est le produit de ces
réflexions.
Si u(x) # X, soit 'y = u(x) — x qui est orthogonal a u(x) + x. Soit f la réflexion par rapport a I'hyperplan
orthogonal ay. On a donc :

fly)=-y

une matrice ( ) de rotation. Cette matrice est le produit de deux matrices de

donc :

f(u(x)) - f(x) = —u(x) + x
De plus, comme u(x) + x est dans I'hnyperplan invariant par f, on a :

fu(x)) + f(x) = u(x) + x
donc :

fu(x)) = x
f o u est un endomorphisme orthogonal laissant x invariant. On s'est donc ramené au cas précédent.
f o u est la composée d'au plus n — 1 réflexions, et, en composant par f a gauche, u est la composée
d'au plus n réflexions.

3- Isométries en dimension 2 ou 3
O En dimension 2, dans une base orthonormée, la matrice d'un opérateur orthogonal u est de la

ab N (g
forme (C d) avec a® + ¢ =b? + d’ = 1, ac + bd = 0. La premiére colonne vérifiant a? + b> = 1, on

peut trouver 6 tel que a = cos(0) et ¢ =sin(0). La deuxieme colonne est orthogonale a la premiere,
—sin(0) —sin(e))

cos(0) cos(0) J°
Les matrices orthogonales sont donc de deux types :

(cos(e) —sin(0)

sin(0) cos(6)

(cos(e) sin(0)

sin(6) —cos(0)

faisant un angle 6/2 avec le premier vecteur de base.

donc colinéaire au vecteur ( ) Etant unitaire, il n'y a que deux choix possibles : + (

) de déterminant 1. C'est la rotation Rq d'angle 6.

) de déterminant —1. C'est la symétrie orthogonale S/, par rapport a la droite
On vérifiera aisement que, pour tout 6 et @, Rg o Ry = Ro+.
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Q Soit u un endomorphisme orthogonal en dimension 3. Nous raisonnerons sur la dimension du
sous-espace Inv(u) des vecteurs invariants par u :
e Sidim(Inv(u)) = 3, alors u = Id.

e Sidim(Inv(u)) =2, alors u est la réflexion par rapport au plan Inv(u).

En effet, la droite orthogonale a Inv(u) est globalement invariante et son vecteur directeur a,
n‘appartenant pas a Inv(u), est nécessairement transformé en un vecteur de méme norme que a,
élément de la méme droite et différent de a. Ce ne peut étre —a. Ainsi, u(a) = —a.

e Sidim(Inv(u)) =1, alors le sous-espace orthogonal a Inv(u) est un plan stable par u.
La restriction de u a ce plan est une isométrie de ce plan, n'admettant aucun vecteur invariant non
nul. Cette restriction est donc une rotation du plan, dangle 6 non nul. u s'appelle rotation de
I'espace, dont I'axe est la droite Inv(u). La matrice de u dans une base orthonormée formée d'une
base orthonormée du plan (Inv(u))* et d'un vecteur unitaire de la droite Inv(u) est :

cos(0) —sin(6) 0

sin(6) cos(6) 0

0 0 1
Pour 6 =0, on a u = Id. L'identité peut étre vue comme une rotation d'angle nul et d'axe quelconque.
Si a est un vecteur directeur unitaire de I'axe et si x est un vecteur non nul du plan orthogonal a
Inv(u), alors a A x est lui aussi dans ce plan, orthogonal a x, de méme norme, et la base (a, x, a A X)
est directe. L'image par u de x est alors :
u(x) = cos(B)x + sin(6) a A x

Si 6 = 7, on parle de demi-tour ou de retournement. C'est aussi la symétrie orthogonale sp par
rapport a I'axe D du demi-tour.

Pour un vecteur x quelconque, la composante de x appartenant a l'axe (a savoir <x, a>a) est
invariante par u, alors que la composante de x appartenant au plan (a savoir x — <x, a>a) est
transformé selon la formule précédente. On a donc, dans le cas général :

u(x) = <x, a>a + cos(0)(x — <x, a>a) + sin(0) a A (x — <x, a>a)
donc :

| u(x) = cos(B)x + (1 — cos(0))<x, a>a + sin(0) a A x |

e Sidim(Inv(u)) = 0, remarquons d'abord que u + Id posséde un noyau non nul.
En effet, le polyndme caractéristique de u det(Xld — u) est de degré 3, donc admet au moins une
racine réelle A. Un élément v non nul du sous-espace propre E; = Ker(Ald — u) vérifie u(v) = Av.
Comme || u(x) || = || x ||, on a nécessairement A = + 1. Mais A ne peut é&tre égal a 1 puisqu'il n'y a pas
de vecteur invariant non nul, donc A = -1.
Soit H le plan orthogonal a v. Comme ci-dessus, la restriction de u a H est une isométrie du plan H
n'ayant pas de vecteur invariant non nul. Cette restriction est donc une rotation du plan H, d'angle 6
non nul.La matrice de u dans une base orthonormée formee d'une base orthonormée de H et d'un
vecteur unitaire orthogonal a H (et donc colinéaire a v) est :

cos(0) —sin(6) 0

sin(6) cos(6) O

0 0 -1
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On remarque que sin(0) cos(6) O = sin(@) cos(0) 0101 O

cos(0) —sin(0) 0 cos(0) —sin(0) 0 [1 0 OJ [1 0 O]
= 010
0 0 -1 0 0 1A00-1

00-1
cos(0) —sin(6) 0
sin(0) cos(0) O | ce qui donne une décomposition ry o Sy = Sy o ry de u en une rotation ry d'axe v
0 0 1
et la réflexion sy par rapport a H orthogonal a v, cette décomposition étant commutative. Pour 6 =0,
on retrouve simplement sy.

Ce type d'opérateur est parfois appelé antirotation. Un cas particulier est u = —Id, obtenu pour
©=n. Siu=-Id, le sous-espace propre associé a la valeur propre —1 est de dimension 1 ce qui
suffit @ montrer que la décomposition de u en une rotation rg et une réflexion sy dont le plan est
orthogonal a I'axe de r est unique.

dimension du valeur du déterminant nature de l'isométrie
sous-espace invariant
3 1 Id
2 -1 réflexion sy
1 1 rotation rqy (y compris les
retournements sp)
0 -1 antirotation rg o S

Considérons une rotation en dimension 3 d'axe la droite engendrée par k, i et j étant une base du
plan, de facon que (i, j, K) soit directe. (i, j) définit une orientation du plan. Cette orientation définit
un angle de rotation 6. Si on avait pris comme vecteur directeur de la droite le vecteur k' = -k, alors
une nouvelle base directe est (j, i, k), de sorte que l'orientation du plan est modifiée, ainsi que
I'angle de la rotation, qui devient —0. Ainsi, le couple (k, 6) est défini au signe pres. Ce choix est
arbitraire ; on ne peut parler de I'angle de la rotation que si le plan ou I'axe orthogonal au plan a été
orienté. Seul le cosinus de I'angle ne dépend pas de l'orientation.

Pour un demi-tour, puisque — = = mod 2, l'orientation de I'axe est sans importance.

Il existe plusieurs méthodes pour déterminer I'angle et I'axe d'une rotation r. En voici trois :
O On détermine la droite invariante. On choisit un vecteur v orthogonal a cette droite. On calcule

cos(0) = ﬂr”\\_/ﬁz\g Si on choisit 6 entre 0 et =, il suffit alors d'orienter I'axe au moyen du vecteur
VA T(V).

O On détermine la droite invariante. Soit n un vecteur unitaire de cette droite. On choisit un vecteur
v orthogonal a cette droite et unitaire. On calcule w = n A v de sorte que (v, w, n) forme une base

orthonormée directe de I'espace. On calcule r(v). On a alors cos(0) = <r(v), v> et sin(0) = <r(v), w>.
. . , _ T _ T
0 Soit M la matrice de u dans une base orthonormée. Comme M™* =M ,M—-M*=M—M est une

(0 < b X
matrice antisymétrique A, de la forme| ¢ O a]. Pour tout X = [y] ona:

-ba O z
—cy+bhz a X))
AX:[ CX —az ]:[b]/\[y
—bx +ay c z
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a
On a [b] = 2sin(0)Q2 ou Q est un vecteur unitaire de lI'axe de rotation. Pour le voir, il suffit de
c

remarquer que A est la matrice de r — r * et de vérifier le résultat dans une base orthonormée directe
dont Q est I'un des vecteurs. On obtient donc simultanément sin(6) et Q (ou bien -6 et — Q). cos(6)
est donné par la trace Tr(M) = 1 + 2cos(6). On peut donc en déduire 6. Cette derniere méthode est la
plus rapide, mais la moins facile a mémoriser. De plus, dans le cas d'un demi-tour pour lequel 6 =,
cette méthode ne permet pas de déterminer Q.

On peut procéder de méme pour une antirotation, sauf que, dans ce dernier cas,
Tr(M) =—1 + 2cos(6).

-20 -



EXEMPLES :

001

O Dans une base orthonormée directe, on donne la matrice M d'une isométrie [1 0 O]. Les vecteurs
010

1
invariants forme une droite engendrée par [1] Il s'agit donc d'une rotation. Soit a de composantes
1

-1 1
[ 0 ] orthogonal a I'axe de rotation. Son image vaut r(a) = [ ] L'angle entre les deux vecteurs a
1 0

1
et r(a) vaut %’T (le cosinus vaut — %) en orientant I'axe dans le sens du vecteur a A r(a) = [l] Sil'on
1

avait pris un K opposé, on aurait défini I'angle comme étant —%ﬂ

1 -1 1 1
o 1 1 1
On aurait également pu calculer n = —+ [ ] [ ] W=—= [2] r\v)=—F%« [1] donc :
Vali) 2 Vel 1 V2l o

cos(0) = <r(v), v> = —% et sin(0) = <r(v), w> = 32@
0-11 1

1
On aurait pu aussi calculer M — M' = [ 10 1] d'ou 2sin(0)Q2 = [1J Ainsi, Q = % [1] et
1 1

-110
sin(e):lzé

0
\2

2
A6 A2
\ 2 3
deux derniéeres colonnes sont orthonormées et leur produit vectoriel donne la premiére colonne). On

( 0 36@ 33@4-36@\ (_lzé_lg@\
aM-M = —3@ 0 52E+3§ donc 2sin(0)QQ = 33@4-36@ . On pourra

6
A3 6 2 A3 A6

3 6 2 3 0 ) \ "6 /
verifier que la norme de ce vecteur vaut 2sin(6) = \/54 * 12?3/6 * 12\/5. On obtient

Q Soit M = . On vérifiera qu'il s'agit d'une matrice de rotation (par exemple, les

%@%w%
o wleh ol

(ep]
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CCRRERERE

cos(0) = 3 )

NI

en calculant Tr(M) = 1 + 2cos(6). Les courageux Vérifieront que cos?(6) + sin?(0) = 1

0 Dans R3, quelle est la matrice de la rotation u d'angle 6 d'axe a de R2 dans la base canonique, ou

1
a:l 2leto=L»
V61 3

Utiliser I'expression u(x) = (1 — cos(0)) <x, a> a + cos(0)x + sin(6) a A x. On obtient :
7 1421 :D

12 6 4 12
A2 5 1_£
4 6 6 4
2 7
325 *iﬂ 12 /

0 Reprenons cette expression de la rotation u d'axe le vecteur unitaire a et d'angle 6 :
u(x) = cos(B)x + (1 — cos(0))<x, a>a + sin(B) a A x
Supposons que a et 6 varient au cours du temps t, i.e. sont des fonctions d'une variable t qu'on
supposera dérivables, et que 6 soit nul pour t = 0. Cherchons la dérivée de u(x) a l'instant t = 0,
vitesse a laquelle se déplace x & l'instant initial. On a :
de de

'_‘|H @IH

1
6

u(x) = sm(e)x + pr sin(0)<x, a>a + pr cos(0) a A x
da da
+ (1 — cos(0))<x, E>a + (1 —cos(0))<x, a> pm + sm(e) - /\ X

Ent=0, 6 =0 et I'égalité précédente se réduit a :

d do
au(x)n:ozaa/\x:(z/\x

avec QQ = %—? a. Le vecteur Q s'appelle vecteur instantané de rotation en t = 0 et joue un réle
fondamental en mécanique du solide. Il a été évoqué entre autres en Annexe (Composition des
vitesses et des accélérations en cinématique) du cours L1/LINEF.PDF, en Annexe (Utilisation des
matrices en physique/Matrice d'inertie) du cours LL/MATRICES.PDF, ou en Annexe (Les torseurs)
du cours L2/GEOMEUCL.PDF.

4- Endomorphisme antisymétrique
Dans le paragraphe précédent, nous avons rencontré un exemple d'endomorphisme antisymétrique.

PROPOSITION :
Soit u un endomorphisme de E. Il y a équivalence entre :
() VX, Yy, <u(x), y>=—<x, u(y)>
(iyu*=-u
(iii) La matrice de u dans une base orthonormée est antisymétrique.
(iv) VX, <x,u(x)>=0
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On dit que u est antisymétrique.

De plus, si u est antisymétrique :
(v) E = Ker(u) @ Im(u)
(vi) rg(u) est pair

Démonstration :

Q (i) < (ii). En effet, par définition de u*, <u(x), y> = <x, u*(y)>, donc :
v X, v y! <U(X)’ y> =—<X, U(y)>

= V X, VY, <X, u*(y)> = <x, — u(y)>

= u*=-u

Q (ii) < (iii). En ef1;et, soit M la matrice de u dans une base orthonormée. Alors la matrice de u*
dans cette base est M et :
T . sy =
u*=—u< M =—M < M est antisymétrique.

Q (i) = (iv) est trivial en prenant x = y.

Q (iv) = (i) : On applique (iv) sur x +y.

VX VY <Xx+y,uXx+y)>=0

VX, VY, <X UX)> + <, u(y)> + <y, u(x)> + <y, u(y)>=0
V X, VY, <x, u(y)>+<y,u(x)>=0

v X, v y! <X, U(y)> =- <U(X) ' y>

Uy

Q (v) : Six e Ker(u) » Im(u), alors il existe y tel que x = u(y), et u(x) = 0. Donc :

<X, U(Y)>=—<u(x), y> = || x[F=0=>x=0
Donc Ker(u) et Im(u) sont orthogonaux. En particulier, ils sont en somme directe et le théoréeme du
rang permet de montrer que leur somme a pour dimension dim(E).

Q (vi) : Soit M une matrice de u dans une base orthonormée formée d'une base orthonormée de

Ker(u) et d'une base orthonormée de Im(u) (ce qu'on peut faire d'apres (v)). M est diagonale par bloc

(ON@) . . :
de la forme (O N)’ avec N antisymétrique car M l'est. La taille de la matrice N est r x r avec

r = dim(Im(u)) = rg(u). De plus rg(M) = r =rg(N), donc N est inversible. On a alors :
det(N) = det(NT) = det(— N) = (-1)" det(N)

donc (-1)'=1

et r est pair.

EXEMPLE :

O Comme on I'a vu, en dimension 3, la matrice M dans une base orthonormée diecte est de la forme

0-cb a
[ c 0 a} et si on prend Q de composantes [b] alors, pour tout x de E, u(x) = Q A x. La relation

-ba o0 c
d'antisymétrie s'exprime alors en dimension 3 sous la forme :

VX, VY, <QAXYy>==<X, QAYy>
et on reconnait le caractere alterné du produit mixte (déterminant des trois vecteurs dans une base
orthonormée directe. Revoir au besoin le chapitre Espaces euclidiens L1/ESPEUCL.PDF) :
det(€2, x, y) =—det(x, Q, y)
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En physique, la mécanique du solide fait un usage intensif des endomorphismes antisymétriques
(voir Torseur dans L2/ GEOMEUC.PDF).

Si Q est non nul, Ker(u) = Vect(Q), Im(u) = Vect(Q)*, rg(u) = 2.

SiQ =0, Ker(u) =E, Im(u) =0, rg(u) =0.

O Une application u d'un espace euclidien E dans lui-méme verifiant la propriété (i) est
nécessairement linéaire. En effet, pour tout x ety de E et tout A de R :
<U(AX), y> == <A, U(Y)> = = A<x, U(y)> = A<u(x), y> = <Au(x), y>
= VY, <u(Ax) —Au(x),y>=0
= u(Ax) —Au(x) =0
On procéde de méme pour pour la somme,
La méme remarque s'appligue aux endomorphismes symétriques, objets du paragraphe suivant.

5- Endomorphisme symétrique
On peut définir de méme les endomorphismes symetriques.

PROPOSITION :
Soit u un endomorphisme de E. Il y a équivalence entre :

() V x, V', <u(x), y> = <x, u(y)>

@i)u*=u

(iif) La matrice de u dans une base orthonormée est symétrique.
On dit que u est symétrique ou auto-adjoint.

Démonstration :
Q (i) < (ii). En effet :

Vv X, VY, <u(x), y> = <x, u(y)>
= V X, VY, <X, u*(y)> = <x, u(y)>
= u*=u

Q (i) < (iii). En ef;‘et, soit M la matrice de u dans une base orthonormée. Alors :
u*=u<s M =M < M est symétrique.

Dans la proposition énoncée, la formulation « une base orthonormée » du iii) peut désigner aussi
bien une base particuliere qu'une base quelconque. En effet, I'implication iii) = ii) utilise I'existence
de M symétrique dans une base particuliere, la réciproque ii) = iii) montre la symétrie de M dans
toute base orthonormeée. Ainsi, si la matrice de u est symétrique dans une base orthonormee donnée,
elle restera symétrique dans toute base orthonormée. D'ailleurs, cette derniére propriété peut se
montrer indépendamment. En effet, si M est la matrice de u symétrique dans une base orthonormee,
sa matrice dans une autre base orthonormée est N = P"*MP, avec P matrice de passage d'une base
orthonormée dans une autre. Autrement dit, P est une matrice orthogonale vérifiant donc P = P
Donc N = P'MP et cette matrice est bien symétrique.

De méme que les matrices symétriques constituent un sous-espace vectoriel de M,(R), les
endomorphismes symétriques constituent un sous-espace vectoriel de L(E).
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Les mémes remarques s'appliquent pour les endomorphismes antisymétriques.

EXEMPLES :
Q Projecteurs orthogonaux :
p est un projecteur orthogonal <> p* = p et p est symétrique.
La condition est nécessaire. Si p est un projecteur orthogonal, il existe une base orthonormée telle

que la matrice de p soit M = (O I Oom’”*m ) ol Iy est la matrice identité a m lignes et Oyq la
n-m,m n-m,n—-m

matrice nulle a k lignes et g colonnes. On a alors clairement M? = M et M =M.

Réciproquement, si p’> = p alors p est un projecteur (pas nécessairement orthogonal) sur Im(p)
parallelement a Ker(p). 1l suffit de montrer que, si p est symétrique, on a Im(p) L Ker(p). Soit p(x)
élément de Im(p) et y élément de Ker(p). On a alors :

<p(x), y> = <x, p(y)> car p est supposée symétrique
=<x,0e>=0

13-2-3
Tel est le cas par exemple dans R* de I'endomorphisme p de matrice symétrique 1—14 [2 10 6]. On
-3-65
vérifiera que p = Id. p étant symétrique, p est un projecteur orthogonal. On pourra vérifier qu'il
s'agit du projecteur orthogonal sur le plan x + 2y + 3z = 0.

O Symétries orthogonales :
s est une symétrie orthogonale < s = Id et s est symétrique.
La condition est nécessaire. Si s est une symétrie orthogonale, il existe une base orthonormée telle

Im Om,nfm

que la matrice de s soit M = ( ) ou Iy est la matrice identité a m lignes et O, la

Onfm,m - Infm

matrice nulle a k lignes et p colonnes. On a alors clairement M? = I, et M’ =M.

Réciproquement, si s> = s alors s est une symétrie (pas nécessairement orthogonale) par rapport a

Ker(s — Id) parallelement a Ker(s + Id). Il suffit de montrer que, si s est symétrique, on a

Ker(s — Id) L Ker(s + Id). Soit x élément de Ker(s — Id) et y élément de Ker(s + 1d). On a alors :
<s(x),y> = <x,s(y)> car s est supposée symétrique

= <X,y> = — <X,y>

= <xy>=0

EXEMPLE :
1 7 44
0 Dans R?, I'endomorphisme s de matrice symétrique ) —4 1 8| est une symétrie oryhogonale
4 81

On vérifiera en effet que s* = Id. s étant symétrique, s est une symétrie orthogonale.
On pourra vérifier qu'il s'agit de la symétrie orthogonale par rapport au plan x + 2y — 2z = 0.

PROPOSITION :
Si u est symétrique et F un sous-espace vectoriel de E stable par u, alors F* est stable par u.

Démonstration :

0 Pour tout endomorphisme u, si F est stable par u, alors F* est stable par u*. Ici u* = u, donc F*
est stable par u.
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6- Réduction des endomorphismes symetriques

Les endomorphismes symétriques jouissent de la propriété suivante :

PROPOSITION

Soit u un endomorphisme symétrique d'un espace euclidien. Il existe une base orthonormée de
vecteurs propres.

Variantes :

Tout endomorphisme symétrique est diagonalisable dans une base orthonormée.

Toute matrice symétrique réelle M est de la forme P'DP = P'DP, ol D est diagonale et P
orthogonale.

Démonstration :
Soit M la matrice (symétrique) de u dans une base orthonormée. Soit n la dimension de E :

O On montre d'abord que M posséde au moins une valeur propre réelle.
Démonstration 1 :
On se place dans C". Soit A une valeur propre complexe de M, de vecteur propre X élément de C",
de composantes x;. On a :
MX =X

= X' MX =% X'X en multipliant a gauche par X'
On prend la transposée de cette égalité, et son conjugué :

= XM X=1XX
Or M est a coefficients réels et symétrique donc M =M
= X MX=1XX
=  AXX=AXX  carMX=1X
= k:XpuisqueTX:_i”xiF;tO
iz

Démonstration 2 :
On se place dans C". Soit A = a + ib une valeur propre complexe de M, de vecteur propre
X =U+iV, avec aet b réels et U et V éléments de R" non tous deux nuls. On a:
MX = AX
= MU +iMV =aU - bV +i(bU + aV)
. [ MU =aU - bV

MV =DbU + aV
Considérons U'MV = bU'U + aUTV, obtenue en multipliant la deuxieme équation par U'". Utilisant
le fait que M est symétrique, la transposée de cette derniére égalité est :
V'MU=bU'U +aVv'U
mais V'MU=aV'U-bV'V obtenu en multipliant la premiére équation par V'
Il en résulte que b(UTU + VTV) = 0 donc b = 0 puisque UUu+V'V= | U P+ V| est non nul.
est donc reelle.

Démonstration 3 :

-26 -



Cette troisieme démonstration utilise le fait que, dans un espace vectoriel normé de dimension finie,
tout endomorphisme u est lipschitzien de rapport C = {Sup {|| u(x) ||, x € S} ou S est la sphére unité,
et toute application continue sur un fermé borné admet un maximum (voir le chapitre
L2/EVNORME.PDF). S étant fermé borné et u continue sur S, cela prouve que C est le maximum
de u sur S et qu'il existe un vecteur x de S tel que || u(x) || = C. Soit y unitaire tel que u(x) = Cy. On a
alors :

C=<u(x), y>
= <X, u(y)> car u est symetrique
<X ucy) I d'apres I'inégalité de Cauchy-Schwartz
SCIIxIHy car u est lipschitzienne de rapport C
=C car x et y sont unitaires

Les deux inégalités ci-dessus sont donc des égalités. Donc <x, u(y)> = || x || || u(y) || (et donc u(y) est
colinéaire a x et de méme sens) et || u(y) || = C, donc u(y) = Cx. Donc :

u(x +y) =u(x) +u(y) = C(y +x)
et u(x—y)=u(x)-ufy)=Cly-x)
L'un des deux vecteur x +y ou x —y étant non nul, I'un des deux est vecteur propre, de valeur propre
Cou-C.

0 On montre ensuite que E est la somme de ses sous-espaces propres. Soit F = N gl‘)( )Ex, somme
eSp(u

des sous-espaces propres de u. Il s'agit de montrer que F = E. Si ce n'est pas le cas, E = F @ F- avec
F- non réduit & {0} et stable par u car l'orthogonal d'un sous-espace vectoriel stable par un
endomorphisme symétrique est lui-méme stable par cet endomorphisme. Mais u|_, est lui-méme
symétrique :
VXe FL’ v ye FL! <u||:J-(X)’ y>= <U(X)’ y> = <X, U(y)> = <X, ulpl-(y)>

donc admet aussi au moins une valeur propre réelle, qui est aussi valeur propre de u. Donc F*
contient au moins un vecteur propre de u. Ceci est absurde puisque tous les vecteurs propres de u
sont éléments de F.

Donc E est la somme de ses sous-espaces propres, donc u est diagonalisable et toutes ses valeurs
propres sont réelles.

Q En outre, les sous-espaces propres sont orthogonaux deux a deux.

Si A et p sont deux valeurs propres distinctes et si x et y sont respectivement deux vecteurs propres,
ona:

<U(X), y> = A<, y> = <X, U(Y)> = p<x, y>
= <X, y> = 0 puisque A # L.

En choisissant dans chaque sous-espace propre une base orthonormée, on obtient une base
orthonormée de E constituée de vecteurs propres de u.

On peut remarquer que, réciproquement, tout endomorphisme ou toute matrice A diagonalisable
dans une base orthonormée est nécessairement symétrique. En effet, il existe une matrice de passage
P orthogonale et une matrice diagonale D telle que A = PDP. On a alors, puisque D =D et
P'=p*:

A'=P'D P =PDP'=A
donc A est symétrique.
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EXEMPLES :
. 12 . 1
Q Soit M = (2 1). Les valeurs propres de M sont 3 associé au vecteur propre L (1) et — 1,

N7

y 1 .
associé au vecteur propre % (_1). On remarque que les deux vecteurs propres sont bien

orthogonaux.

Q Soit (E, <, >) et (F, (,)) deux espaces euclidiens, dim(E) = p, dim(F) = n, et f une application
linéaire de E dans F, de rang r. Montrons que :

si f est injective, I'image par f de la sphére unité de E est un ellipsoide dans Im(f),

si f n'est pas injective, I'image par f de la sphere unité de E est le domaine borné limité par un
ellipsoide dans Im(f).
(voir le chapitre L2/CONIQUES.PDF pour la définition d'un ellipsoide dans R>. Nous laissons le
soin au lecteur de genéraliser cette notion a toute dimension. En dimension 2, c'est une ellipse).
Posons g = f* o f € L(E), ou f* est I'adjoint de f. On a:

g*:(f*of)*:f*of**:f*of:g
donc g est un endomorphisme symétrique de E, donc diagonalisable dans une base orthonormeée
(e, ..., €p) de E. Notons A4, ..., A, les valeurs propres correspondantes.
On a par ailleurs, Ker(g) = Ker(f). L'inclusion o est triviale. Réciproquement :

x € Ker(Q)
= 0=9(x) =f(f(x))
= 0=<xF(f(x)> = (f(x), f(x))
= fx)=0
= x € Ker(f)
Puisque Ker(g) = Ker(f), le théoréme du rang permet d'en déduire que le rang de g est r. Quitte a
permuter les vecteurs e, ..., €y, 0n peut donc supposer que Aq, ..., Ar Sont non nuls et que Ars1, ..., Ap
sont nuls.
Pourl1<k<r,ona:

e 17 = (few), f(e)) = <ex, P<(f(ex)> = <ex, g(eK)> = hx <ex, &> =
donc Ax > 0 et | f(e || = \/fk On peut donc définir un vecteur g de F, unitaire, tel que
f(e) =\ A e

Les g sont orthogonaux deux a deux, car, sii=k,ona:

(e &) = VAX d%k (f(e). T(e) = d% V%k <e;, T*(f(e)> = VLNLE <ei, 9(en)>

S A <€, e>=0  puisque les ek sont orthogonaux entre eux.
Vri

Il en résulte que (g, ..., &) forment une base orthonormée de Im(f). Dés lors :

p p
e Sir=p (f est injective d'aprés le théoréme du rang), soit x = > xie; avec Y. xi? = 1. X est un
i=1 i=1

_ p p p
élément de la sphere unité de E. On a f(x) = >_ x; f(e;) = 2, xi\/xisi = Y Vigi, avec yj = xi\/xi. Ona
i=1 i=1 i=1
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p ,,2
donc f(x) élément de l'ellipsoide d'équation ZL = 1, et inversement, tout y élément de cet
i=1 Ai

ellipsoide peut s'écrire sous la forme y = f(x) avec x élément de la sphere unité de E en prenant
x; = L. Ci-dessous, on a représenté la sphére unité de R et son image par I'endomorphisme f

Vi

2-1-1
de matrice| 1 1 -2 |, derang 3:
131

.
Si r < p (f est non injective), le méme calcul que précédemment conduit a f(x) = D yig; avec
i=1

r .2
yi = xi\/xi, et on a seulement Z% =Y x? < 1. Donc f(x) appartient au domaine borné limité par

r
i=1 Aj i=1

r .2
I'ellipsoide d'équation D Y- g, Inversement, tout y de ce domaine est de la forme y = f(x) avec x
i=1 Aij

élément de la sphere unite, en prenant x; = i pour 1 <i < r et par exemple x.+; tel que

Vi

r 2
Xt =1 XL puis Xr+2 = ... = Xp = 0. Ci-dessous, on a représenté I'image de la spheére unite de
i=1 A
2-1-1
R2 par I'endomorphisme f de matrice | 1 1 —2 |, de rang 2. Contrairement & I'image précédente,
1-21
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il ne s'agit pas d'un ellipsoide dans R3 mais dune ellipse dans le plan Im(f) d'‘équation

X —y—2z =0, entierement remplie par les tracés des images des méridiens et des paralléles de la

sphére unité. On peut voir cette image comme un ellipsoide que I'on a écrasé en une ellipse sur le
plan Im(f) :

///*“
]
iz,
2V

7 7=

y
77
Y
195
S
?

\!
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R

<\ (
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Annexe | : Utilisation d'opérateurs symétriques en physique ou en SlI

1- Opérateur d'inertie

Soit P un point de masse m se déplacant a la vitesse V par rapport a un référentiel et O un point de
ce référentiel. On appelle moment cinétique de P par rapport a O le vecteur :

L(O)=0OP AmV
L'intérét du moment cinétique tient dans le fait que, lorsque O est fixe dans le référentiel considéré,
sa dérivée par rapport au temps, appelée moment dynamique de P par rapport a O, est égal, d'aprés
le principe fondamental de la dynamique, aux moments des forces F appliquées en P par rapport a
O (y compris les forces d'inertie si le référentiel n'est pas galiléen) :

d -4d d
d,[L(O)—dtOP/\mV+OP/\ mV

dt
:V/\mV+OP/\m%—\t/
=OP/\md—V
dt
=0OPAF

Supposons que P effectue un mouvement de rotation autour d'un axe passant par O. La vitesse V est

alors de la forme V = Q A OP, ou Q est un vecteur appelé vecteur instantané de rotation. L'axe
(O, Q) est I'axe instantané de rotation. On a alors :

L(O)=mOP A (Q A OP)

On introduit alors un opérateur J, appelé opérateur d'inertie, qui, a tout vecteur u, associe le
vecteur :
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J(u)=mOP A (ua OP)
=m OP’u—m <u | OP> OP
en utilisant la formule du double produit vectoriel
an(bac)=<a,c>b-<ab>c
voir LI/DETERMNT.PDF
=m (OP Au) A OP
de sorte que L(O) = J(QQ).

En ce qui concerne un solide, on opere de méme en sommant au moyen d'une intégrale triple sur
tous les points du solide. L'opérateur d'inertie prend alors la forme :

J(u) = Jjj OP A (u A OP) dm
S
_ Jﬂ OP2y — <u | OP> OP dm
S

J est clairement linéaire et est un opérateur symétrique. En effet :

<J(u) |v> = JJJ OP%<u | v>— <u | OP><v | OP> dm
S
qui est symétrique par rapport a u et v, donc égal a <u | J(v)>. Cet opérateur est donc représenté par

A -F -E
une matrice 3 x 3 symétrique dans une base orthonormée. La matrice de J s'écrit donc [F B DJ

-E-D C
avec :

A=<J(i)|i>= JJJ OP? - <i| OP>? dm :JJJ (y* + 7%) dm, appelé moment d'inertie par
S S

rapport a I'axe (O, i)
B= JJJ (x* + z%) dm, moment d'inertie par rapport & I'axe (Oj)
S

C= JJJ (x*+y?) dm, moment d'inertie par rapport & I'axe (O,k)
S

D=-<JK)|j>= JJJ yz dm, quantité appelée produit d'inertie.
S

E=msxzdm
F=msxydm

Etant symétrique, elle est diagonalisable dans un repére orthonormé, dont les axes sont appelés axes
principaux d'inertie.

En général, bien que L(O) = J(Q), le moment cinétique L(O) n'est pas colinéaire a Q et n'est donc
pas porté par I'axe de rotation. Cela ne se produit que si Q est vecteur propre de I'opérateur d'inertie.
C'est le cas si Q est porté par un axe principal d'inertie. Plus précisément, si on prend comme base
orthonormée des vecteurs principaux d'inertie (i, j, k) de sorte que la matrice de J dans cette base est
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diaginale, et si A, B, C sont les moments d'inertie correspondant, on appelle ellipsoide d'inertie la

surface d'équation Ax® + By? + Cz? = 1. Soit Q un vecteur non nul quelconque telle que I'axe (O, Q)

coupe cette surface en un point P. Alors J(Q) est colinéaire au vecteur normal au plan tangenten P a
u

I'ellipsoide. En effet, si Q a pour composantes [V] alors P = (Au, Av, Aw) avec A tel que
W

A%(Au? + Bv? + Cw?) = 1 (mais peu importe sa valeur). En le point P, le plan tangent est normal au
2AX

gradient de Ax® + By? + Cz* en P. Ce gradient a pour composantes [ZByJ, donc un vecteur normal
2Cz

2A\U Au Au
est colinéaire a| 2BAv |=21 | Bv | Mais| BV |sont précisément les composantes de J(Q2).
2CAw Cw Cw

A noter que, si O est un point du solide, supposé fixe dans le référentiel, I'énergie cinétique du
solide est :

_1 _1
Ec=3 JJLVZ dm=> HL(Q A OP)? dm

JJJ [ A OP, Q, OP] dm ou[,,] dénote le produit mixte
S

Hj [Q, OP, Q A OP] dm = % <Q,JJJ OP A (Q A OP) dm>
S S

<Q | J(Q)>= % JO? ou J est le moment d'inertie par rapport & I'axe porté par Q.

NI NI N

L'opérateur J Vérifie le théoréeme de Koenig : I'opérateur d'inertie du solide par rapport a O est
égal a la somme de I'opérateur d'inertie du solide par rapport a son centre d'inertie G et de
I'opérateur d'inertie de G affecté de la masse totale M du solide par rapport a O. En effet :

J(u) = JJJ OP A (u A OP) dm
S

= Hj (OG + GP) A (u A (OG + GP)) dm
S

:Uj OGA(uAOG)dm+Jﬂ GP A (uA OG) dm
S S
+Uj OGA(uAGP)dm+Jﬂ GP A (U GP) dm
S S

OrJI[ OG A (UAOG)dm=MOG A (una OG)
s
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et JJJ GP A (UAOG)dm = UJJ GP dm] A (U A OG) = 0 puisque Ujj GP dm} = 0 par
S S S

définition du centre d'inertie. De méme pour JJJ OG A (u A GP) dm. Il reste donc :
S

J(U)ZJJJ GP A (UuAGP)dm+ M OG A (uA OG)
S
soit Jo(u) = Js(u) + M OG A (u A OG)

On en déduit le théoreme de Huygens pour les moments d'inertie par rapport a un axe (O,u), u
étant unitaire :

J=<u|J(u)>= <u,Jﬂ GPA(UAGP)dm>+M<u|OG A (una OG)>
S

Le moment d'inertie d'un solide par rapport a un axe (O, u) est égal a la somme du moment
d'inertie du solide par rapport a I'axe (G, u) et du moment d'inertie de G affecté de la masse M par
rapport a I'axe (O, u).

EXEMPLE 1:
O Considérons une plague de masse m dans le plan Oxy, définie par —-a <x <a, -b <y <b. Dans ce

cas, Jo est définie par une intégrale double. On vérifiera que la matrice d'inertie est :

2
2
o M

3
0 0 m(a® + b°)
3
Supposons par exemple que la plague tourne autour d'une de ses diagonales. On a
Q = Q (cos(0) i +sin(0) j) avec tan(6) = g. Le moment cinétique est donc :
L(O) = % (b%cos(0) i + asin(6) j)

a’sin(0) _ 1
b’cos(6) tan(b)
droites Oi et Oj est également bissectrice de Q et L(O).

L(f‘ e

La tangente de I'angle (L(O),i) vaut = tan(g — 0), autrement dit la bissectrice des

EXEMPLE 2 :
U Si la plaque est définie par 0 < x <2a, 0 <y < 2b, on a, en utilisant le théoréme de Kcenig :
Jo(u) =Jg(u) + mOG A (u A OG)
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a x) (a a — bz b’ — aby
avecmOG A (UAOG)=m|b [Al|Y|a|[b||=m|b|A| az [=m]|a%y—abx
0 z) \o 0) \bx-—ay (a* +b?)z

(a% + b?)x — a(ax + by)
=m [(a2 +b?)y — b(ax + by)}
(a* +b?)z
=m (OG?u —<u | OG> OG)

mb? —mab 0
opérateur de matrice ( mab ma’ 0 J Il en résulte que la matrice de Jo est :
0 0 m@°+bh?
mb’ 5 g 4’ on o
3 e mb? —mab 0 3 AmaZ
0 =~ 0 +|—mab ma? 0 = | —mab 2= 0
0 0 M 0 0 m(a*+b?) 0 5 m@

On peut aussi faire un calcul direct.

EXEMPLE 3.

O Considérons une surface conique S de révolution de hauteur h, le rayon de la base circulaire étant
R. On place le sommet en O et l'axe selon Oz. La matrice d'inertie se calcule au moyen d'intégrale
double. Soit 6 I'angle polaire dans le plan Oxy repérant le projeté (x, y) sur ce plan d'un point (x, Y, z)
de S. On vérifiera que, en prenant une densité surfacique égale a 1 :

A= JJ (y? + z%) dm :JJ *+z)dm=B
S S

avecx:%z cos(0) etdm:%zd(a@dz,ogaszm 0<z<h
R* h°
=m(— + —
mCy %)
2
C:JJ (< +y?) dm avecx2+y2:%zzetdm :%zd(a@dz
S
_1 o2
—ZmR
2 2
m(RT ¥ %) 0 0
R* W
Les autres coefficients sont nuls donc la matrice est 0 m(T + Bl 0 . Comme cas
1 o2
0 0 5 mR
particulier limite, on obtient pour h = 0 la matrice d'inertie d'un disque relativement a ses axes
mR?
— 0 0
4 2
- mR
principaux | 0 —,— 0
mR?
0 O 5
EXEMPLE 4 :
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Q) Si le cone est plein, on veérifiera qu'un calcul mené avec des intégrales triples donne :

2
Rsw 0o o
4 2
3ml o Rupo
5 4 R2
0 0 —
2
Si le vecteur de rotation instantané Q est porté par une génératrice du cone (cas ou le céne roule
0
0 R +h?
sans glisser sur un plan par exemple), colinéaire a | R |, alors L(O) est colinéaire a | 4 .En
h hR
2
général, L(O) n'est pas colinéaire a Q sauf si R = 2h.
EXEMPLE S5
Q) Pour une boule pleine de masse m de rayon R, la matrice d'inertie vaut 2 mR? 1.

5

2- Polarisation

Considérons un corps diélectrique (non conducteur), plongé dans un champ électrique E. Les
électrons et les noyaux de chaque atome subissent des forces électrostatiques opposées qui tendent a
créer, dans chaque élément de volume, un dipble électrique. Il en résulte une polarisation globale
par unité de volume P. Dans un milieu homogéne et isotrope et pour des valeurs de E pas trop
grande, P est simplement proportionnelle a E : P = gyxE ou g est la permittivité du vide et y un
facteur appelé susceptibilité électrique. Si le milieu n'est pas isotrope, P est une fonction linéaire
de E. Il existe une transformation linéaire M telle que :

P=ME
gu'on peut encore écrire sous forme de composantes, dans unee base orthonormée donnée :

I:)X MXX MXy M Xz EX
Py |=| Myx Myy My, || Ey
PZ M ZX M zy M ZZ EZ

M est symétrique. En effet, I'énergie nécessaire a une polarisation est, par unité de volume,

J <E |dP> ou <, > désigne le produit scalaire. Commencons par appliquer un champ électrique

EX
selon x, a savoir E = Ei, 0 < E <Ey, ce qui nécessite une énergie J E My dE = % My E. Puis
0

appliquons un champ électrique selon y, soit E = Exi + Ej, 0 < E < Ey. On a alors P de composantes
MyEx + MyE Myy
MyxEx + MyE |, donc dP a pour composantes dE| Myy |. On a donc <E,dP> = (ExM,, + EMy,) dE,
0 0
donc J <E,dP> = MyE,E, + % M,,E,2. Le travail total est donc% M Ex2 + MyExE, + % M,,E2 Si
on avait commencé par appliquer un champ suivant y puis suivant x, les indices x et y auraient été
1

inversés et le travail aurait été % M Ex® + MyELE, + 5 My,E,%. Les états initiaux et finaux étant
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identiques (ce qu'on Vérifie expérimentalement), le travail est le méme selon les deux méthodes
(principe de conservation de I'énergie). On en déduit que My = Myx. On raisonne de méme pour les
autres indices. On pourra également vérifier que le travail total pour appliquer un champ quelconque
est W = % <E, ME>, ou bien, si on note E les composantes E, W = % ETME, norme du produit
scalaire défini par la matrice symétrique% M.

Le fait qu'une matrice symétrique soit diagonalisable dans une base orthonormée signifie qu'il existe
trois directions orthogonales de polarisation privilégiée, pour lesquelles P est colinéaire a E, mais
les coefficients de colinéarité ne sont pas forcément identiques. Ce sont les valeurs propres de la
matrice M. Les valeurs propres sont identiques si le cristal possede les mémes propriétés dans les
trois directions, par exemple, s'il possede une structure cubique. Dans ce cas, la matrice M est non
seulement diagonale, mais scalaire, et I'on retrouve alors la formule P = gy E.

Annexe Il : produit vectoriel en dimension n

1- Définition et propriétés
Soit E un espace vectoriel euclidien orienté de dimension n. On se propose de généraliser a E la
notion de produit vectoriel. Il ne s'agira pas de définir ce qu'est le produit vectoriel de deux vecteurs,
mais de prendre n — 1 vecteurs Y, ..., Y, est de définir ce qu'est, en bloc, le produit vectoriel de ces
n — 1 vecteurs. Pour cela, on procéde comme suit. Pour tout vecteur ys, ..., yn, considérons la forme
linéaire :

@ : X — det(X, ¥2, ..., ¥n) € R
ou le déterminant est calculé dans une base orthonormée directe quelconque de E (produit mixte
en dimension n). Le fait que le produit mixte ne dépende pas de la base orthonormée directe choisie
se montre en dimension n comme on l'a fait en dimension 3 dans le chapitre L1/ESPEUCL.PDF.
Comme pour toute forme linéaire dans un espace vectoriel euclidien, ¢(x) peut s'exprimer sous la
forme du produit scalaire de x par un vecteur de E, dépendant ici de y», ..., y, et que lI'on note
Y2 x Y3 x ... x Y, appelé produit vectoriel de (y2, ..., yn) :

V x € E, det(X, Y2, ..., Yn) = <X, Y2 x Y3 X ... x Yp>

Cette définition généralise le produit vectoriel en dimension n. En effet, en dimension 3, on
reconnait le produit vectoriel usuel puisque le produit mixte vérifie :
V X, det(x, Y2, Y3) = <X, Y2 A Y5>

PROPRIETES

(i) L'application (ya, ..., Yn) € E™ = Yo x Y3 x ... x Y, est multilinéaire alternée.

(ii) Si (ey, ..., €n) est une base orthonormée directe de E, les composantes de y; x ... x y, dans
cette base sont les det(e, Y2, ..., Yn), 1 < k < n, ou le déterminant est calculé dans une base
orthonormée directe de E.

(iii) Les y; sont liés si et seulement si y; x ... x Y, = 0.

(iv) y2 x ... x y, est orthogonal au sous-espace vectoriel engendre par les y;.

(V) Siyz, ..., Yo Sont indépendants, (Y2 x ... x Yn, Y2, ..., Yn) €St une base directe de E
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Vi) ly2 x . xVn |l = |det(y2, yn)|, ou ce dernier déterminant est calculé dans une base

orthonormée d'un sous-espace vectoriel de dimension n — 1 contenant ys, ..., y, (défini au signe preés
selon I'orientation de cette base).
(vii) Pour tout X, ..., Xn, Y2, vy Yy <X2 % oo X Xn, Y2 % ... x Yn> = det(<Xi, Yj>2<ij<n)-

Démonstration :
Q (i) : Le caractere multilinéaire alterné de (ya, ..., yn) Se déduit du fait que le déterminant possede
le méme caractere. Ainsi, pour tout X, Yo, ..., Zn, Z de E, tout indice i entre 2 et n et tout réel o et 3, on
a:
<X, Y2 % e x Yicg x (i + BZ) x Yier x .. x Yp> = det(X, Yz, ..., Vi, OYi + BZ, Yie1, oo V)
= o det(X, Y2, -, Yi-1s Vis Yiets - Yn) T B det(X, V2, ..., Vi1, Z, Visty oy Yn)
en utilisant la linéarité du déterminant sur le i-eme vecteur
=<K, Y2 x o x Vg X Vi x Vird X coe X Y=+ B <X, Y2 x s x Vi X Z X Yigg X oo x Yp>
= <X, Ot(yz X X Yicg X Vi X Yieg X wun X yn) + B(yZ X X Vit X Z X Yisg X ona X yn)>
Cette égalité étant vraie pour tout X, on a:
Y2 % wee x Yig x (O + BZ) x Yisr X oo x Yo = (Y2 X oo x Yn) F PB(Y2 % oo x Vi1 X Z X Vi1 X .o X Yn)
ce qui prouve la linéarité du produit vectoriel par rapport au (i — 1)-eme vecteur.
Le caractére alterné se prouve de méme. Si on permute deux vecteurs y; et y; le signe de
det(x, y2, ..., yn) est changé, donc celui de <X, y, x y3 x ... x Yo> aussi, et ceci étant vrai pour tout
vecteur X, c'est y, x Y3 x ... x Yy qui voit son signe changé.

Q (ii) : la composante de y, x ... x Y, selon e est :
<€, Y2 x ... x Yp> = det(ex, Y2, ..., Yn)

Qb (iii) : si les y; sont liés, alors, pour tout X, il en est a fortiori de méme de x et des y;, donc :
det(X, y2, ..., Yn) =0

donc :
V X, <X, Y2 x .. xYn>=0

donc yox..xy,=0.

Si les y; sont indépendants, on peut choisir x tel que (X, Ya, ..., Yn) €st une base de E, donc :
det(x, y2, ..., yn) #0

donc <x,y2x..yn>#=0

donc Yy x..xy,#0.

Q (iv) : pour tout i variantde 2an,ona:
<Yi, Y2 x ... x Yp> = det(yi, V2, ..., Yn)
=0
car y; apparait deux fois dans le déterminant. Ainsi, y, x ... x y, est orthogonal a tout y; donc
également au sous-espace vectoriel engendré.

O (v) :det(yz x ... xYn, Y2, ooy Yn) = <Y2 X .o x Y, y% X o X Yp>
=|ly2x...xyn||°>0

Q (vi): Siya, ..., ypsont liés, onay; x ... x yp = 0 = det(ys, ..., Yn).
Sinon, calculons det(y, x ... x Y, Y2, ..., Yn) dans une base orthonormée directe (e, ..., €,) dont le
premier vecteur e; est colinéaire et de méme sens que y; x ... x Yn, de sorte que :
y2x...xyn:||y2x...xyn||e1
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Puisque Yy, x ... x Y et donc e; est orthogonal a ys, ..., Yn, les composantes de ys, ..., yn selon e; sont
nulles, donc la premiére ligne de det(yz x ... x Yn, Y2, ..., Yn) €St constituée du terme || y2 x ... x Yn ||
suivi de termes nuls. Développons le déterminant par rapport a la premiére ligne. Le mineur du
terme (1,1) du déterminant n x n est formé des composantes de ys, ..., y, dans la base orthonormee
(e2, ..., €n). C'est, au signe pres, ce que nous avons appelé det(yz, ..., yn). On obtient :

det(ya x ... x Yn, Y2, vy Yn) = F || Y2 % oo x Y || dEt(yz, ..., Yn)
Comme on a vu ci-dessus que det(yz x ... x Yn, Y2, ..., Yn) = || V2 x ... x ¥a ||, on obtient bien :

| det(yz, .., Yo)| = [l Y2 % oo x a |
avec la possibilité de supprimer la valeur absolue si le calcul de det(y,, ..., yn) se fait dans la base
(€2, ..., €y) dont l'orientation est liée a celle de ey, i.e. a la direction du vecteur y; x ... x Y.

Q (vii) : Pour tout X, ..., Xn, Y1, ..., Yo Vecteurs de E, notons X, ..., Xn, Y1, ..., Y les colonnes
constituées des composantes de ces vecteurs dans une base orthonormée directe (e, ..., €,) de E.
Notons X la matrice constituée des colonnes Xj, ..., X, et Y la matrice constituée des colonnes Y,
. Yn. <X, ¥ n'est autre que le terme général de la matrice XY, ot X' est la transposée de X,
donc :
det(<xi, Y>1<ijen) = det(X'Y)
= det(X)det(Y)
= det(X)det(Y)
= det(Xy, ..., Xp)det(yy, ..., Yn)
Prenons x; égal a y, x ... x Y, de sorte que, dapres (iv), <x1, yi> = 0 pour i > 2. La premiere ligne de
la matrice (<xi, yj>1<ij<n) CONtient le terme <xi, y1> suivi de termes tous nuls. Si on développe ce
déterminant par rapport a la premiére ligne, on obtient d'une part, pour le membre de gauche :
det(<xi, Yj>1<ij<n) = <X1, Y1> det(<x;, Yj>2<ij<n)
= <Yz x ... x Yn, Y1> det(<Xi, Y>2<ij<n)
D'autre part, pour le membre de droite :
det(Xy, ..., Xp)det(ys, ..., Yn) = det(yz x ... x Yn, X2, ..., Xn)det(y, ..., Yn)
en remplacant x; par sa valeur
= <Y2 x oo x Yny X2 X o X X<V, Y2 x .o x Y2
par définition de x, x ... x Xp et de yz x ... x Y
Les deux membres étant égaux :
<Y2 x ... x Yn, Y1 det(<xi, yj>2§i,j§n) = <Y2 x oo x Yy X2 X X X<V, Y2 x .o x Y2
Siys x ... x yp =0, prenons y; =y, x ... x Y, et simplifions I'égalité par <yi, y» x ... x y,> qui est non
nul, conduisant a I'égalité demandée det(<x;, Yj>2<ij<n) = <Y2 % ... x Yn, X2 X ..o X Xp>.
Siyz x ... x Yo = 0, alors les y; sont liés, donc l'un des y; est combinaison linéaire des autres yx. Mais
dans ce cas, la colonne (<xi, Yj>2<i<n) €St aussi combinaison linéaire des autres colonnes
(<Xi, Yk>2<i<n) €t det(<x;, y,->2g,jgn) =0 =<y x oo x Y, X2 X o0u x Xp>.

2- Mesure d'un parallélotope en dimension n

Nous avons vu, dans le chapitre sur les déterminants LI/DETERMNT.PDF, que, en dimension 2,
det(y1, y2), calculé dans une base (ei, e;) donnée, est l'aire algebrique du parallélogramme de cotés
y1 et y,, l'unité de mesure étant donnée par l'aire du parallélogramme construit sur les cotés e; et e,.
De méme, en dimension 3, det(ys, Y2, ¥3), calculé dans une base (e, e,, e3) donnée, est le volume
algébrique du parallélépipéde de cotés yi, y2 et yz, I'unité de mesure étant donnée par le volume du
parallélépipéde construit sur les cOtés e;, e, et es. Les aires et volumes géométriques sont pris en
prenant les valeurs absolues des aires et volumes algébriques. Dans un espace euclidien, il est
naturel de travailler dans une base orthonormee, I'aire ou le volume unité étant celle d'un carré ou
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d'un cube de coté 1. L'aire ou le volume algébrique dépendent de l'orientation de la base, mais non
I'aire ou le volume géométrique qui en sont la valeur absolue.

Nous souhaitons étendre ces notions en dimension n, sans recours au calcul intégral. Soient y, ..., Yn
n vecteurs d'un espace vectoriel euclidien orienté E. Ces vecteurs engendrent un parallélotope de

n
dimension n, défini comme étant I'ensemble des > Aiyi, (A1, ..., An) € [0, 1]". On appelle mesure
i=1

algébrique de ce parallélotope le produit mixte de yi, ..., Yn, i.€. det(y, ..., yn) calculé dans une base
orthonormée directe. Sa mesure géométrique est égale a Idet(yl, ...,yn)|. Elle est nulle si et

seulement si les vecteurs sont liés, i.e. contenus dans un méme hyperplan.

En ce sens, les endomorphismes u de E de déterminant + 1 jouent un réle particulier. Ce sont ceux
qui conservent les mesures géométriques des parallélotopes au cours de leur transformation,
puisque, pour un tel endomorphisme :

| det(u(ya), ..., u(y2))| = | det(u) det(ys, ..., yo)| = [ det(ys, ..., yo)|
Les endomorphismes de déterminant 1 conservent les mesures algébriques.
Plus généralement, pour un endomorphisme quelconque, det(u) donne le facteur de dilatation ou de
contraction de la mesure d'une figure lors de sa transformation par u.

Soit H un hyperplan contenant y,, ..., Yo (H = Vect(ys, ..., yn) Si ces vecteurs sont linéairement
indépendants). On peut définir le parallélotope de dimension n — 1 engendré par ys, ..., y, dans H. Ce
parallélotope constitue une hyperface du parallélotope initial. La formule (vi) du paragraphe
précédent exprime que, dans le sous-espace vectoriel H de dimension n — 1, cette hyperface aura

pour mesure géométrique || Yz x ... x Yn ||:|det(y2, ...,yn)|. Le signe de sa mesure algébrique

dépendra de l'orientation choisie pour H. Projetons y; sur la droite orthogonale a H, et notons z; son
projeté. || z; || est une hauteur du parallélotope initial, relativement a I'nyperface (ya, ..., yn). Y1 est
égal a la somme de z; et d'une combinaison linéaire de ys, ..., y». Donc :

| det(ys, Yz, .., yo)| = | det(zs, Yo .., yo)|
Si on calcule ce dernier déterminant dans une base orthonormée dont le premier vecteur est
colinéaire et de méme sens que z;, la premiere ligne est constituée des termes || z1 ||, O, ..., O car y,,
..., Yn SONt orthogonaux a z;. On peut donc développer le déterminant par rapport a la premiére ligne,
le mineur du terme (1, 1) du déterminant initial n'étant autre que det(y,, ..., Yn), calculé dans une
base orthonormée de H. Autrement dit, ce mineur a pour valeur absolue la mesure géométrique du
parallélotope (yz, ..., yn) dans H. On a donc :

|det(ys, . Yo)| = zallx 112 x o x Y |
Ainsi, la mesure du parallélotope est le produit de la norme de la hauteur par la mesure de
I'nyperface associée, comme on la en dimension 2 et 3 pour le parallélogramme et le
parallélépipéde.

3- Mesure d'un simplexe en dimension n
On peut également généraliser la notion de triangle du plan et de tétraédre de I'espace

n
tridimensionel. En dimension n, le simplexe engendré par yi, ..., Y, est I'ensemble des > Aiyi, avec
i=1
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n
les A; > 0 vérifiant > A; < 1. Il sera utile, dans la suite, de pouvoir aussi considérer E comme un
i=1

espace affine, un élément de E pouvant étre vu, selon l'usage qui en est fait, comme un vecteur ou
comme un point (voir le chapitre LI/GEOMAFF.PDF). Posons yo = 0. Le simplexe précédent est
alors I'enveloppe convexe des n + 1 points Yo, Y1, ..., Yn, PUiSque :

; Ayi= (- Zi Ai)Yo + Zi AiYi

tous les coefficients étant positifs ou nuls et de somme égale a 1.

Plus généralement, le simplexe engendré par n + 1 points g, ..., S, de E est I'enveloppe convexe de
ces n + 1 points. Si on pose yi = sj — So, 1 <i < n, c'est simplement le translaté du simplexe précédent
par le vecteur s.

On rappelle que, dans le plan, l'aire géométrique d'un triangle de cotés y; et y, est %|det(y1, y2)|

puisque le parallélogramme de cotés y; et y, peut étre découpé en les deux triangles de méme aire :

T
Y2 T,

Y1

En dimension 3, le volume du tétraedre construit sur les cotés yi, y, et ys est le % du volume du

parallélépipéde correspondant. Pour le voir, il suffit de découper le parallélépipéde en 6 tétraedres
de méme volume. On peut déja diviser le parallélépipede en deux prismes P; et P, de méme
volume :

découpage d'un parallélépipéde en deux prismes de méme
volume, Iégérement séparés pour plus de visibilité

On découpe ensuite chaque prisme en trois tétraedres de méme volume.
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découpage du prisme P, en trois tétraédres de méme volume

Le tétraédre T, est celui dont trois cbtés sont yy, Yz, y3. Son volume est donc bien le tiers de celui de
P, et le sixieme du parallélotope complet.

S'inspirant des démarches précédentes, on se propose de montrer que, en dimension n, la mesure

géométrique d'un simplexe engendré par (yi, ..., Yn) vaut % | det(yx, ..., yn)|. Il suffit pour cela de

montrer que le parallélotope V, engendreé par (yi, ..., Yn) peut étre découpé en n! simplexes de méme
mesure, deux simplexes différents ayant éventuellement une intersection non vide, mais de mesure
nulle. Pour cela, on procéde par récurrence. Nous supposerons dans la suite que yi, ..., Yo sont
linéairement indépendants, sinon, toutes les mesures sont nulles. On commence par se placer dans
I'nyperplan H = Vect(yy, ..., yn1). D'aprés I'hypothése de récurrence, le parallélotope Vi de
dimension n — 1 engendré par (Y1, ..., Yn-1), peut étre découpé en (n — 1)! simplexes de dimension
n—1 et de méme mesure. Le parallélotope V, engendré par (yi, ..., yn) €st la réunion des translatés
Vo1 + Anyn, 0<An<1. La réunion des translatés de chaque simplexe de dimension n—1 est un
prisme. On obtient ainsi un découpage de V, en (n —1)! prismes de méme mesure, et pour conclure,
il suffit de découper chaque prisme en n simplexes de dimension n et de méme mesure. Faisons-le
pour le prisme P; défini par :

n
Plz{Zkiyi, A0, A+ .+ 4151, 0<A, <1}
i=1

Il suffit de prendre les n simplexes S; dont les n + 1 sommets sont respectivement :

SO : (O! yll y2| y3' ey Yn),

Sy (yll Y2, Y3 s Y Y1 + Yn),

SZ : (yZI Y3 o Y Y1 + Yni Y2 + yn),
Szt (Y3 s Yoy Y2+ Y4, Y2 + Y, Y3 + Yin)

Skt Yks oor Yo Y2+ Yn Y2 + Yoy oeny Vi T+ Vi)
St Yoty Yo Y1+ Ya, Y2+ Yy ooy Yo + Vi)

Q Vérifions que les Sk, ont méme mesure. Le simplexe Sk a pour sommet yx (Yo = 0 pour k = 0) et
pour COtés Yis1 — Vi, «s Yn — Yio Y1 + Yn — Yo -0 Y1 + Yn — Yk Yn. Considérons I'application linéaire ¢
qui transforme les cotés (y, ..., Yn) de Sp en les cotés de S, et vérifions que det(p) =+ 1. Ona:

| det(e(y), - @(Yn)| = | det(Yicsr — Yo s Yot — Yio Y= Yio Y1 + Y — Yo ooes Vit + Yo — Vi Y|

= | det(yies — Yo oo Yoot — Yio — Yio Y1 — Yo ons Vit — Yio V)|
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en retranchant la derniere colonne y, aux autres qui contiennent ce terme

= |d8t(Yk+1, ey ynflv - yka yla ey yk711 yn)|
en retranchant la colonne — yy aux autres qui contiennent ce terme

= | det(ys, ..., yn)|
en remettant les indices dans l'ordre

Comme par ailleurs, |det(q(yy), ... o(yn)| = | det()| [det(ys, ..., yo)|, on en conclut que | det(¢)| =
Donc Sy et Sp ont méme mesure.

Q) Soient deux simplexes différents Sjet Sy, 0<i<k<n:

Si i (Yir oos Yio oo Yoo Y2 £ Yy Y2 F Yy oo Vi ¥ Yn)

Skt (Vi wos Yoo Y1+ Yo Y2+ Yoo ooy Vi + Yy ooy Yic+ Vi)
Montrons que S; N Sk est I'enveloppe convexe C des points Yy, ..., Yn, Y1 + Yn, ..., Vi + Yn. C sera alors
inclus dans le sous-espace affine engendré par les mémes points, qui est de dimension n—k +i<n.
Donc C sera de mesure nulle.
On a trivialement C < S; » Sx. Montrons la réciproque. Un point M de l'intersection est de la
forme :

M =AY+ .+ MY+ o+ Anyn + ul(yl +yn) tot u.(y. +Yn) € Si

= oYk t ot anyn + Ba(yr +yn) o Bilyi yn) ot Brlyi t yn) € Sk

tous les coefficients étant positifs ou nuls et Z Ao+ Z up =1, Z ap + Z Bp=1.

=i p=1
Les coefficients selon yi, ..., yi1 devant étre égaux dans les deux expressions de M, on a
nécessairement pw; = By, ..., w1 = Pi_1. De méme, en comparant les coefficients de yi., ..., Yk.1, On a
Ai+1 = Bis1, -y A1 = Pre1. Enfin, en comparant les coefficients de Yi+1, ..., Yn 1, ON @ Aks1 = Olka1, .-y

An-1 = o1 L'élimination des termes communs dans I'égalité Z Ap + Z p = Z op + Z Bp et dans
p=i p=1 p=k
les deux expressions de m donnent alors :
i+ Akt A+ i = o+ o+ Bi + P
et AiYi + MYk + Aayn + Hi(Yi + Yn) = oYk + onyn + Bi(Yi + Yn) + Bistyn + ... + BreaYn + Br(Yk + Yn)
d'ou I'on tire, en comparant les coefficients de y;, yx et yn :

7\4|+}\Ak+7\'n+Hl 0Lk"'O(n"'Bl"'Bk
Ait+ Wi = BI
Ak = ok + B
L Antpi=on+ Bi+ Bier + .+ Bres + Pr
[ An = ap
At Wi = BI
< Ak = o + B
L An=on + Aj+ Ajsy + o+ Aer + A— o
en remplagant dans la premiere et la derniére équation B; par A; + pi,
Bk par Ax — ok et Bis1, -y Pro1 PAr Adjsa, vy Akt
An = ap
At Wi = BI
< M= e — et = B

Ok = Ai + Aje + o+ Aca + A
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Comme les A et les B sont positifs ou nuls, la troisieme équation impose que :
Bk:O:ki:---:kk—l

donc  Bi= i, Bi+r = ... = Pxa=0et ax = Ak

Il reste donc dans I'expression de M :
M =AY+ o+ Anyn + palys + Yn) + o+ Wi(Yi + )

n |
avec tous les coefficients positifs ou nuls et X Ay, + >, = 1. Donc M e C.
p=k p=1

On a ainsi montré que S; N Sy = C.

O Tous les simplexes S; sont inclus dans P;. En effet, un point M de S; s'écrit :
M =Aiyi + ...+ Aoy + palys +Yn) + ... + pi(yi + Yn)
= payr + o+ piaYion F (R )Yi + AisYis + o F Anayna + (A F s o+ i)Yn

n 1
tous les coefficients étant positifs ou nuls et 2_ Ay + > pp = 1.

p=i p=1
M est le translaté du point N = pyys + ... + picays + (A + wi)Yi + AisaYiss + ... + An_1yn1 par le vecteur
(An + a1 + ... + wi)yn. Comme les coefficients de N sont positifs ou nuls et de somme inférieure ou
égale a 1, N est élément du simplexe engendré par (0, y1, ..., Yn-1) inclus dans le parallélotope V, 1.
Comme le vecteur de translation de N vérifie 0 < Ap + pg + ... + 1 < 1, M est bien dans P;.

O Tout élément de P4 est dans I'un des S;. Un élément de P, s'écrit :
n
M=> Vi Mi=0, A1+ ...+ 2 1<1,0<2, <1
i=1
Par ordre croissant, on a:
n-1 n-1 n-1 n-1
0<1-D> A<l A< <1-D2A<1l- Y A< <1-Ap<1
i=1 i=2 i=k

i=k+1

An, élément de [0, 1], est dans I'un des intervalles limités par deux de ces valeurs successives. Soit
ke[[0,n—1T] tel que:

n-1 n-1
1—Z7LiS7LnS1— Zki
i=k i=k+1

n-1 n-1
(en convenant que 1 — > A =0si k=0, autrement dit 0 <1, <1 - > A; dans ce cas).
i=k i=1

Montrons alors que M e Sy. Il suffit pour cela de constater que :
M = 7\4]_y]_ + + 7\4nyn

n
=y +yn) + o+ Aa(yes +yn) + (% Xi— 1)(Y + Yn)

n n-1
+ (1= 2 MYk + AkeaYker + oo+ AnaYng + (1= 20 Ai)yn
i

i=k+1
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On vérifiera que la somme des coefficients dans le terme ci-dessus est égal a 1, et qu'ils sont tous
positifs ou nuls. Par exemple :

n n-1
>Ai-1>0 carl— > Ai<hn
i=k i=k
n n-1
1- > x>0 carin<l— X
i=k+1 i=k+1
n-1 n-1
1-> %20 car Y, ;i < 1 par hypothése
i=1 i=1

Il en résulte que M est dans I'enveloppe convexe de (Y, -, Yn, Y1 + Yn, Y2 + Yn, ..y Yk + Yn), donc dans
Sk-

4- Un exemple d'utilisation, une généralisation du théoréme de Pythagore.
Dans le plan euclidien, on dispose du théoréme de Pythagore s'appliquant a un triangle ayant deux

cotés perpendiculaires. On se propose d'étendre ce théoréme aux tétraédres de I'espace de dimension
3 ayant trois faces perpendiculaires, avant de passer a la dimension n.

Soient quatre points d'un espace affine euclidien orienté de dimension 3, O, M; M, et M3 tels que
les trois vecteurs a; = OM; soient orthogonaux. Pour 1 <i < 3, soit S; l'aire du triangle formé par O
et les deux points M; pour j différent de i. Soit S I'aire du triangle formé par les trois points M.

Alorsona: S?=S,2+ 5,2 + S
En effet, pour 1 <i < 3, on peut définir un vecteur S; orthogonal a la i-eme surface triangulaire et de
norme S;, dirigé vers I'extérieur du tétraédre OM;M;,Ms3, a savoir :

51:%8.3/\8.2

S, = ai; A adz

NI N

53 =—adr2Aaqg
et de méme :

S :%Mle A M1M3 :%(3-2_3-1) A (a3 —a)

:%(—a3/\a_2—a.2/\a.1—a1/\a3)
:—81—82—83
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Or Sy, S, et S3 sont orthogonaux deux a deux. On a donc, en prenant la norme au carré :
$*=S°+S;° + S5’

Cette relation généralise a un tétraédre dont trois faces sont perpendiculaires le théoreme de

Pythagore dans le triangle.

REMARQUES :

Q Larelation S + S; + S, + S3 = 0 est un cas particulier de la relation plus générale Jf dS =0 pour
)
toute surface X englobant un volume, elle-méme cas particulier de la formule du gradient

Jj fdS = JJJ grad(f) dxdydz
> V

énoncée dans chapitre Gradient, divergence, rotationnel L2/GRADIVRT.PDF.
O La relation S + S; + S, + S3 = 0 sert a montrer en sciences physiques que le tenseur des
contraintes dans la théorie des milieux continus est un morphisme additif. En effet, si une contrainte
F(Si) s'applique sur chaque face du tétraédre, on a:

F(S) + F(Sy) + F(S) + F(S3) =0 équilibre des forces
et F(-S) =-F(S) si on change le signe de S, on change le signe

de la contrainte s'exercant dans la direction de S

donc F(Sy + Sy + S3) = F(-S) = — F(S) = F(Sy) + F(Sy) + F(S3)

Passons maintenant a la dimension n. Soient n + 1 points O, My, ..., M, dans un espace euclidien
orienté E de dimension n, tels que les n vecteurs a; = OM,; soient orthogonaux deux a deux. On note
Si la mesure (n — 1)-dimensionnelle de I'enveloppe convexe de O et des M; pour j différent de i, et S
celle de I'enveloppe convexe des M;. On a:

Si= - 1)| |det(ay, ..., @i 1, @is1, ..., @n)]
= G _11)! |as x ... x @j 1 x @j+1 x ... x A ||
=|ISi|| en posant Si:ﬁalx e X Aj1 X @j41 X ... X 8
et S e 1)| | det(M; M, MiMs, ..., MiM,)|
(n 1)| | MiM; x ... x MiM ||
(n 1)I || (a2 —a1) x ... x (@an—ay) ||
:(n—ll)!”azx feX@n—a1xa@3X .. Xx8n—A2X A1 X84 X .. X8p— .. — 82 X .o X A1 x A1 ||

le premier terme de la somme ne posséde aucun ay, et les autres un seul a;
issu successivement de chaque facteur. Il ne peut y avoir deux a; dans le
méme terme en raison du caractere alterné de x.
=||S1—=S2+Sz— ... + (<1)"* Sy |
(on aurait pu se dispenser des changements de signe en orientant
convenablement les S;)
Or les S sont orthogonaux deux a deux. En effet, pouri#j :
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1
<Sj, Sj> = ———7 <A1 X ... X Qj_1 X Qj+1 X ... X 8, AL X .o X @j1 X Qj4] X 10o X Ap>
] n 1)| i )

(

_ 1 -
= W det(<a, ar>kxi,+)

en utilisant la propriété (vii) du produit vectoriel
=0
car tous les termes <aj, a;>, | # j, de la j-éme ligne du déterminant sont nuls (il en est de méme de
tous les termes de la i-eme colonne.

n
En élevant les normes au carré, on obtient S = >’ S,
i=1

Exercices

1- Enoncés

Exo.1) Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel préhilbertien E.
a) Montrer que (F + G)* = F- n G-
b) Montrer que, si E est de dimension finie, alors (F N G)- = F- + G*

Exo0.2) Soit E un espace préhilbertien et trois éléments a, b, ¢ tels que b = c. Montrer que :

[a-b|=lla-c||=(b-alb-c)>0
ou (| ) désigne le produit scalaire et || || la norme euclidienne associée.

1
Ex0.3) a) Quelle est la borne inférieure, pour a, b, ¢ réels de J (t—at? —bt—c)’dt ?
-1

b) Quelle est la borne inférieure, pour a, b, ¢ réels de Jw (t—at? —bt—c)?e?dt?
0

1
¢) Soit E = C°([-1,1], R) et f élément de E. Que vaut d = Inf {J (f(t) — g(t))? dt, g paire} ?
-1
Calculer d lorsque f(t) = e".

Exo.4) Soit E un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3, et u un endomorphisme
inversible de E.

a) Montrer que, pour tous vecteurs a et b de E, u(a) A u(b) = det(u) (u™)*(a A b), our (U™)*
est I'adjoint de u™. (On pourra considérer un produit scalaire <u(a) A u(b), c> avec ¢ quelconque).

b) Comparer f(a A b) et f(a) A f(b) dans le cas ou f est une isométrie vectorielle.

Ex0.5) Soit E un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3, u un vecteur de E et f un
endomorphisme de E. Quel est I'adjoint de I'endomorphisme ¢ : x — u A f(x) ?

Ex0.6) Vérifier que les matrices M suivantes sont orthogonales. Quelle est la nature de I'opérateur
associé ?

2 21 12 2
s |-212 nil21 2
31 22 3lo21
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2 1 2 6-2 3
ol 224 Oil-2-36
3lla2 2 362

abc

Exo0.7) Montrer que la matrice [C a b] est dans SO3(R) si et seulement si a, b et ¢ sont racines de
bca

I'équation x> —x* +k = 0, avec 0 <k < %

Ex0.8) Paramétrisation des matrices de SOn(R) :

a) Montrer que, si A est une matrice antisymétrique de M,(R) alors I, — A est inversible et
M = (I,— A) (I, + A) est une matrice orthogonale. Montrer en outre que M ne posséde pas —1
comme valeur propre et que det(M) = 1.

b) Réciproquement, montrer que toutes les matrices de On(R) n'ayant pas —1 pour valeur
propre s'obtiennent de cette facon.
c) Exemple dans R? : soit t un réel et A = ((t) Bt) Calculer M = (I, — AY (I, + A).

Reconnaitre une matrice de rotation. Quand t varie dans R, obtient-on toute les matrices de
rotations du plan R? ?

0-cb a
d) Exemple dans R : A antisymétrique est de la forme ( c 0 a} Soit Q = [bJ Alors,
b alo C

pour tout X de R, AX = Q A X. Toujours avec M = (Is— A) (I3 + A), matrice de rotation de R?

d'aprés a), quels sont les vecteurs invariants par M et quel rapport ont-ils avec © ? Quel est I'angle
de la rotation ? Quel rapport y a-t-il entre cet angle et || Q || ? Quand A varie, obtient-on toutes les
matrices de rotation de R*?
e) En 1770, Euler propose de paramétrer les rotations de l'espace tridimensionnel par la
WP+BPyP-8? 208+2By  20y+2Bd

| 205+2By PP 20p+2y8 } avec (a, B, v, 8) non tous nuls. Y
WHBHHOT N 0y42B8  2aB+2y8  oZ-BryP+d?
a-t-il un rapport avec la question précédente ? La paramétrisation d'Euler permet-elle d'obtenir
toutes les matrices de rotations de R ?

formule

Ex0.9) a) Soit E espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3, et f un endomorphisme de E.
Montrer que le vecteur Z = u A f(u) + v A f(v) + w A f(w) ne dépend pas de la base orthonormée
(u, v, w), directe ou non, choisie. Pour cela, on pourra calculer le produit vectoriel de Z par un
vecteur x quelconque.

b) Que vaut Z pour une réflexion ? une projection orthogonale ? une rotation ?

¢) Montrer que, pour tout endomorphisme f de E, il existe g auto-adjoint et un vecteur Q tel
que: VvV x, f(x) =gx) + Q A X.
En déduire u A f(u) + v A f(v) + w A f(w) en fonction de Q. Retrouver les résultats du b).
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Ex0.10) Soit A = (ajj) une matrice orthogonale, élément de O,(R). Montrer que | Y a;j| < n.
ij

Exo0.11) Soit n > 2. On note (ey, ..., €, la base orthonormée canonique de R". Pour tout
ke [[1,n—1T, on note Rx(6) I'élément de SO,(R) qui laisse e, €y, ..., € 1, €k+2, ..., €y INVariants et
dont la restriction au plan engendré par (ex, ex+1) €t orienté par cette base est une rotation d'angle 6
de ce plan. Soit G, le groupe multiplicatif engendré par les Ry(6), k e [1,n—1T],6 € R.

a) Soit u un vecteur unitaire de R". Montrer que :

301, ..., On-1, Rn-1(0n-1)Rn2(0n-2)...R1(61)e1 = u
b) Montrer que G, = SO, (R).
c) Dans R, on souhaite faire pivoter le plan x = 0 pour le faire coincider avec le plan

X +y+z=0. Pour cela, on ne peut utiliser que deux rotations d'axe Ox ou Oz. Comment faire ?
d) Voici ci-dessous un cuboctaedre. Il s'agit d'un polyédre semi-régulier dont les sommets se
situent au milieu des arétes d'un cube.

'
'
'
'
'
'
\
f
'
A
'
'
L} 'I
.
'
=
[— v

La face inférieure, perpendiculaire a Oz est un carré. On souhaite effectuer une rotation du
cuboctaédre de fagon a ce que la face inférieure soit un triangle. Pour cela, on ne peut effectuer que
des rotations autour de Ox et de Oz. Expliquer comment procéder. Donner la matrice de la rotation
finale.

e) On considere un tétraedre régulier ABCD centré en (0,0,0). D est sur I'axe Oy avec y > 0,
C est dans le plan Oxy avec x > 0, A et B sont symétriques par rapport a ce plan, la composante z de
A étant négative. On considére I'axe passant par le milieu de [AD] et de [BC]. On souhaite effectuer
une rotation d'angle 6 selon cet axe, mais on ne peut procéder qu'a trois rotations d'axe Ox ou Oz.
Comment faire ?

Exo0.12) Pour A matrice orthogonale réelle, étudier la limite de la suite de terme général
[+A+.. +A"
n+1

, ou | désigne la matrice identité.

Ex0.13) Soit A une matrice de M,(R). Montrer qu'il existe Q, élément du groupe orthogonal
O.(R) tel que AA' = Q'A'AQ, ou AT désigne la matrice transposée de A.

Exo0.14) Soit E euclidien de dimension n, et u un endomorphisme orthogonal.
a) Montrer que u + u™* est un endomorphisme symétrique.
b) En déduire qu'il existe une droite ou un plan de E stable par u.
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c) Montrer qu'il existe une base orthonormée de E dans laquelle la matrice de u est de la

At 0 0..0
0A,0..0
forme| O O As.. O |oules A;sont des blocs de taille 1 x 1 et valant + 1, ou de taille 2 x 2 et
00 ..0A
cos(0) —sin(e))
de la forme (sin(e) cos(0)
0-1-22
L o 2-210
d) Application : reduwe% 2 20 1
10 2 2

Exo0.15) Soit (E, < |>) un espace vectoriel euclidien, a un vecteur unitaire de E et o un réel non nul.
On définit I'application f de E dans E par : x — f(X) = x + a<x | a>a.

a) f est-elle bijective ? Si oui, déterminer f .

b) Montrer que f est symétrique.

c) Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de f. f est-elle diagonalisable ?

d) Trouver une condition nécessaire et suffisante pour f soit une isométrie. Quelle est la
nature de f dans ce cas ?

Ex0.16) a) Soit u un endomorphisme symétrique d'un espace vectoriel euclidien E. On suppose
que: V x € E, <u(x), x> > 0. Un tel endomorphisme est dit positif. Montrer qu'il existe un unique
endomorphisme symétrique positif v tel que v* = u.

b) Soit f un automorphisme de E. Montrer qu'il existe un unique couple (g, h) avec g
automorphisme orthogonal et h symétrique positif telle que f = g o h. Cette décomposition s'appelle
décomposition polaire d'un endomorphisme.

. : . 12
c) Dans R?, donner la décomposition polaire de f de matrice (_1 3).
d) Montrer qu'une telle décomposition existe pour f endomorphisme de E non bijectif.

. . (1 2
e) Dans R?, donner une décomposition de f de matrice (_1 _2).

]
Ex0.17) Soit A une matrice de M,(R) . Montrer que | det(A)| < M’ﬁ‘—AZ)“’Z ol Tr désigne la trace.

Ex0.18) Cet exercice nécessite la connaissance du chapitre L2/DIAGONAL.PDF traitant de la
diagonalisation d'un endomorphisme.
Soit u un endomorphisme d'un espace vectoriel euclidien E de dimension n, et u* son adjoint.

a) Montrer que u et u* possédent les mémes valeurs propres avec les mémes ordres de
multiplicité.

b) Montrer que u est diagonalisable si et seulement si u* I'est.

c) Soit u diagonalisable (et donc u* aussi). Montrer que, pour toute base (€;)1<i<n de vecteurs
propres de u, il existe une base (ei*)i<i<n de vecteurs propres de u* tels que :

Viz], <e*,e>=0 et Vi<e*e>=1
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n
d) Montrer que : V x € E, x =D <ei*, x> g
i=1

5-66
e) Dans R3 soit u I'endomorphisme de matrice M = {6 —/ 6]. Vérifier que M est
3-32
diagonalisable. Déterminer des bases (e1, €2, €3) et (e1*, e2*, es*) satisfaisant le ¢). Vérifier le d).

2- Solutions

Sol.1) a) Si x est orthogonal a F + G, alors x est orthogonal a tout vecteury +z,y € F, z € G, donc x
est orthogonal a tout y de F (en prenant z = 0) et a tout z de G (en prenant y = 0). Donc x est
orthogonal & F et x est orthogonal & G, donc x € F- N G™.
Réciproquement, si x € F- n G, alors x est orthogonal & tout y de F et & tout z de G, donc & tout
y+2,yeF, zeG.Doncxestorthogonal a F + G.
b) En appliquant le a) & F- et & G*, on a également :
(FJ_ + GJ_)J_ — (FJ_)J_ PN (GJ_)J_
mais en dimension finie, (F-)* = F, donc :
(F-+GHY'=FnG
Si on prend I'orthogonal, on obtient :
Fr+Gr=(FNG)*
On peut aussi montrer que F- + G < (F n G)* puis comparer les dimensions :
xeF'+Gt=3yeF 3zeGhx=y+z
donc, pour touttde FN G :
X t>=<y+z,t>=<y,>+<,>=0+0=0
Doncx € (FN G)™-.

Puis :
dim(F" + GY) = dim(F") + dim(G") — dim(F"- n G*)

= dim(E) — dim(F) + dim(E) — dim(G) — dim((F + G)*) d'aprés a)
= 2dim(E) — dim(F) — dim(G) — (dim(E) — dim(F + G))
=dim(E) — dim(F) — dim(G) + dim(F) + dim(G) — dim(F n G)
=dim(E) — dim(F N G)
=dim (F " G)")

REMARQUE :

Le résultat du b) peut étre faux en dimension infinie. Dans le cours, on a donné des exemples
d'espaces préhilbertiens E et d'un sous-espace vectoriel F = E tel que F- = {0}. Soit G un
supplémentaire de F dans E. Comme F = E, G = {0}. Donc G* = E, car si G = E, alors on aurait
G c (GH)* = E* = {0}. On observe alors que :

(FNG)'={0} =E
mais F-+G =G #E
donc (FNG)'#F +G"

Sol.2) |[a-b|=|la-c]

< a’-2(l|b)+hb?=a’—2(a|c)+c* enélevant au carré
<  2@lc)-2(@|b)+b*-c?=0

= 2(@lc-b)—(b+c,c-b)=0
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b

s (a- ;’C|c—b):o

Donc :

b+c
2

On peut donner des interprétations géométriques de ce résultat.

Interprétation 1 : on fait varier a.

(b—alb—C)=(%+ —alb—C)=%||b—C||2>0

L'ensemble des a telsque |[a—b || = || a — c || est I'nyperplan médiateur H; de [b, c], ce qui exprime
simplement le fait que (a — % | ¢~ b) = 0. Hy est un hyperplan affine passant par ¢ ;’ € de

direction I'nyperplan vectoriel d'équation (a | ¢ — b) = 0, a étant I'inconnue de cette équation.

L'ensemble des a tels que (b —a | b — ¢) > 0 est le demi-espace ouvert U contenant le point c et

limité par I'nyperplan affine H, d'équation (b —a | b — ¢) = 0. Cet hyperplan affine a pour direction

I'nyperplan vectoriel d'équation (a | b — ¢) = 0. H; et H, sont donc paralleles puisqu'ils ont méme
b+c

direction vectorielle. lls sont disjoints car H, passe par b ce que ne fait pas H;. Or — élément de

H; appartient a U. Donc Hj est inclus dans U.
Interprétation 2 : on fait varier b.
L'ensemble des b différents de c tels que ||a—b || = || a — c || est la sphére S de centre a et de rayon
|la—c]|, privée du point c.
L'ensemble des b tels que (b —a | b —¢) > 0, inégalité qui équivaut a :
atc a-c¢ atc,a-c
(b—2—2|b—2+2)>0
a-c I
2

+c|
2

s + — L
est I'extérieur ouvert U de la boule B de centre % et de rayon || % ||, ou encore de diamétre

ou encoreallb—a | >

[a, c]. La sphére S est tangente a la boule B en ¢, mais est de rayon plus grand. Donc S privée de ¢
est incluse dans U.

Interprétation 3 : on fait varier c.

L'ensemble des c = b telsque ||[a—b || =| a— c || est la sphere S de centre a et de rayon ||[a—b ||,
privée du point b.

L'ensemble des c tels que (b —a | b —c) > 0 est le demi-espace U limité par I'hyperplan affine
d'équation (b—a|b-c) =0, c étant I'inconnue de I'équation. Cet hyperplan passe par b et est
normal a b — a. La droite (ab) est donc perpendiculaire a I'nyperplan en b. Donc la sphere est
tangente a I'hyperplan en b. Comme a appartient a U, la sphére S de centre a privée de b est incluse
dans U.

1
Sol.3) a) Soit <P, Q> = J P(t)Q(t)dt produit scalaire sur les polynémes. Pour la norme induite par

-1
ce produit scalaire, I'intégrale demandée est le carré de la distance du polynome X au sous-espace
engendré par 1, X et X2 Cette distance est obtenue en projetant orthogonalement X sur R,[X]. On

cherche donc a, b et ¢ tels que X* — aX? — bX — ¢ soit orthogonal & 1, X et X?. On résout donc :
1
J (*—ax*—bx—c)dx=0
1
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Jl (G —ax’—bx—c)xdx=0
1

Jl (—ax®*—bx—c)x*dx =0
1

ce qui conduit apres calcul des intégrales et résolution du systtmeaa=0,b = % etc=0.

b) On procéde de méme avec le produit scalaire <P, Q> = JOO P(t)Q(t)e ® dt. On est amené &

0
résoudre :

(* o0
0C—ax*—bx—c)e?®dx=0
Y0
(* 00
0C—ax’—bx—c)xeXdx=0
Yo
(* o0
0C—ax*—bx—c)x*e®dx=0

J

0
9 - 94,3
2,b— 2etc 7

1
¢) On munit E du produit scalaire <f, g> = J f(t)g(t) dt. Pour ce produit scalaire, le sous-espace

D'oua=

-1
vectoriel F des fonctions paires est orthogonal au sous-espace vectoriel G des fonctions impaires. d
est le carré de la distance de f au sous-espace vectoriel des fonctions paires. Il suffit donc de
décomposer f selon la somme E = F @ G, a savoir :

et de prendre pour g la composante élément de F, a savoir ft +2f Y Le minimum cherché est

[feora
1

Pour f(t) = &', f(t) = ch(t) + sh(t).
d:jlshz(t)dtzjlﬂ@;ﬂdt:fch(zt)—ldt:%@—l
=] 1

0

Sol.4) a) Pour tout vecteur c,on a:
<u(a) A u(b), c>=[(u(a), u(b), c] (produit mixte, voir LL/DETERMNT.PDF)
= [(u(a), u(b), uu™(c)]
= det(u) [a, b, u(c)]
= det(u) <a A b, u™(c)>
= det(u) <(u™)*(a A b), c>
d'ou le résultat.
b) Si f est une isométrie, f* aussi et donc (f*)* = f. Donc, d'aprés le ) :
f(a) A f(b) = det(f) f(a A b) =+ f(a) A f(b)
le signe dépendant du fait que f est directe ou non. Pour une isométrie directe, le signe est +. On
retrouve le fait qu'une telle isométrie conserve le produit vectoriel (i.e. I'image d'un produit vectoriel
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par une rotation vectorielle est le produit vectoriel des images). Par contre, une isométrie indirecte
en change le signe.

Sol.5) Pour tout x, y,on a:
<@(X), y> = <u A f(x), y> = [u, f(x), y] (produit mixte)
= [y, u, f(x)]
=<y AU, f(X)>
=<f*(y A u), x>
Par ailleurs :
<p(X), y> = <x, ¢*(y)>
donc, pour tout X :
<e*(y), x> = <f*(y A u), x>
donc :
e*(y) =f*(y A u)
L'adjoint ¢* cherché est donc I'application y — f*(y A u).
On peut aussi chercher I'adjoint de y : X — u A X qui est y * : y — y A U puis composer avec f. On a
alors, puisque @ =y o f:
o* = (yof)y = oy*
ce qui donne le méme résultat.

Sol.6) On montrera que chaque matrice est orthogonale en vérifiant que leurs colonnes forment un
systeme orthonormé. On calculera donc la norme de chaque colonne (qui doit valoir 1), et les
produits scalaires de deux colonnes différentes (qui doit valoir 0). Cela nécessite 6 calculs, alors que
la vérification de la propriété M'M = I3 nécessite le calcul de 9 coefficients.

Pour déterminer la nature de chaque isométrie, on commencera par chercher I'ensemble des vecteurs
invariants.

1
a) Les vecteurs invariants forment une droite engendrée par le vecteur unitaire n = L [0] Il s'agit

V2(1

0
donc d'une rotation. Le vecteur unitaire v = [1J est orthogonal a n, de méme que
0

-1
W=NAV= L[ 0 ] La base (v, w, n) est directe et I'angle 0 de la rotation est le méme que celui de

V2( 1
1 2
la rotation plane, restriction de la rotation au plan Vect(v, w). L'image de v est Mv = 3 1| 0Ona
-2
alors :

cos(0) = <My, v> = %

sin(0) = <Mv, w> :_i:_ZAE

2
22 3

0 est donc élément de ]— g 0[, et vaut — arcsin(%é).
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] 010 0-cb
On aurait pu aussi calculer M—M ==| -1 0 1| delaforme| ¢ 0 —a | avec:

0-10 bao
o 4 : Tr(M)—-1_1
2sin@n=|b|=—=| 0| etcos(®) = rm-1_1
c 3 1 2 3
1
On retrouve n = - | 0 et sin(0) = —ZAQ.
V21 3
1
On aurait pu choisir aussi n = — iz [0] et sin(6) = ZASE Dans ce cas, on aurait 6 = arcsin(%é).
1

b) L'ensemble des vecteurs invariants est le plan — x +y + z = 0. Il s'agit donc d'une réflexion par
rapport a ce plan.

On peut aussi remarquer que la matrice est symétrique. Etant également orthogonale, on a donc
M'M = I; et M' = M, donc M? = I3, donc M est la matrice d'une symétrie. M étant orthogonale, il
s'agit d'une symétrie orthogonale, mais on ignore a ce stade s'il s'agit d'une réflexion (symétrie
orthogonale par rapport a un plan) ou d'un demi-tour (symétrie orthogonale par rapport a une droite
ou rotation d'angle =). La conclusion s'obtient par le calcul de det(M) = — 1, qui exclut le demi-tour.

c) L'ensemble des vecteurs invariants est {0}. Il s'agit donc d'une antirotation. Son axe se trouve en
cherchant I'ensemble des vecteurs changés en leur opposé. On trouve la droite engendrée par

-1
= ﬁ[ 3 ] La restriction de I'antirotation au plan orthogonal a n est une rotation de ce plan dont

1
on cherche l'angle 6. Soit v = 1 0] un vecteur unitaire orthogonal a n. Son image par M est

\2 (1
1 4 )
ﬁ[i] Ona:
5

cos(0) = <My, v> = 6

et on vérifiera que v A Mv est colinéaire est de méme sens que n, donc 6 < [0, «].
L'isométrie est donc la composée de la réflexion par rapport au plan (orthogonal a n) d'équation

0-13
101]
3-10
1

-1
d) L'ensemble des vecteurs invariants est la droite engendrée par — [ 2 ] Il s'agit donc d'une

14 (3

rotation. Son angle 6 est tel que cos(6) = MMZE =—1, donc 6 = z. Il 'agit d'un demi-tour.

— X+ 3y +z=0etde larotation d'axe n et d'angle arccos(g).

Tr((M)+1_5

On aurait pu aussi calculer cos(6) au moyen de > = 6 et utiliser M—M' =

Wl

15 ey il
conduisant a 2sin(@)n==| 3 |, qui redonnen=—==| 3 |etsin(0) = :
3( 1 Vit 1 6
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On ps,ut aussi remarquer que la matrice est symétrique. Etant également orthogonale, on a MM = I3
et M' = M, donc M? = I, donc M est la matrice d'une symétrie. M étant orthogonale, il s'agit d'une
symétrie orthogonale, soit une réflexion, soit un demi-tour. Comme det(M) = 1, il s'agit d'un demi-
tour.

Sol.7) On écrit que les colonnes sont orthonormées et que le déterminant vaut 1, ce qui donne :
[a?+b*+c?=1
ab+ac+bc=0
L a®+b¥+c®—3abc=1
[(@a+b+c)P=1
o ab+ac+hbc=0
| (@a+b+c)P’-3@b+ac+bc)a+b+c)=1
[a+b+c=1
L ab+ac+bc=0
& a, b, ¢ sont les racines réelles dun polyndbme de la forme
(X—a)(X—b)(X-c)=X3-X?>+k, ol k = — abc. Ce polyndme a pour dérivée 3X?> — 2X qui
sannule en x =0 et x = % Le polyndme croit de —o a k, puis décroit jusqu'a — % + k puis croit

jusgu'a +eo. Il y a trois racines réelles si et seulement si 0 <k < %

R

Sol.8) a) On cherche le noyau de I, — A :
(lh-AX=0=AX=X
= <X, X> = <X, AX> = X'AX = <A'X,X> = — <AX,X> = — <X, X>
donc <X,X> =0 donc X = 0. Donc I, — A est inversible.
Montrons que M est orthogonale :
MM = (Il + A) (= A) Y (= A)* (In + A)
=(n+A) ((h=A) " (h=A) " (I + A)
=(lh—=A) (Ih+A)* (I, +A) (I,— A)™" car les matrices (I, — A) et I, + A commutent
= |n
Donc M est orthogonale.
Par l'absurde, si M posséde la valeur propre —1, soit X un vecteur propre de M pour cette valeur
propre (donc non nul) :
MX =X = (I, — A) (I, + A)X = —X
= (h+AX==(I,-A)X
= X+AX=-X+AX
=X=0
ce qui contredit I'nypothése. Donc — 1 n'est pas valeur propre de M.
Enfin, det(M) = ‘;%E% = 1 car det(l, + A) = det((ln + A)") = det(l, — A).
o
b) Réciproquement, soit M une matrice orthogonale n'ayant pas la valeur propre —1. On cherche A
antisymétrique telle que :
(h-AM=1,+A
= M-AM=1,+A
< Alh+tM)=M-1I,
I, + M est inversible puisque M ne posséde pas de valeur propre — 1. On peut donc prendre :
A=M-=1)(,+ M)*
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On vérifie que A est antisymétrique.
A= (I + M) (M- 1)
= (I + M) (M~ 1)
=(lhb+MY T M1y carM =M1
= (M + I,y *MM (1, — M)
=M+ 1) 1, - M) =-A
Accessoirement, on a montré la propriété suivante :
M est orthogonale et n'admet pas la valeur propre — 1
= 3 Aantisymétrique, M = (I, — A) (I, + A)
= det(M) =1 d'apres a)
Dans le chapitre L3/HERMITN.PDF (ou plus bas en exercice), on montre que toute matrice
orthogonale M est semblable a une matrice diagonale par blocs, avec des blocs 1 x 1 valant + 1 et
des blocs 2 x 2 de la forme (2?5((66)) ;S;:((ee))
blocs diagonaux 1 x 1 valant 1 ou des blocs 2 x 2 de déterminant 1, et retrouve le fait que
det(M) = 1.

j. S'il n'y a pas de valeur propre —1, il n'y a que des

1t . 1t . , 1t
c)lh-A= (—t 1) a pour inverse —12 (t 1) et le produit de cet inverse par I, + A= (t 1)

1+t

donne :

1-t¢ 2t

1+t7 1+t (cos(e) —sin(e)j 0

2t 1-f |7 \sin() cos(o) )EMPOSANLIANE) =t

1+8 1+¢
Quand t varie de —oo a +oo, g varie de — g a g et 0 varie de — w a ©. On obtient toutes les rotations a
I'exception du demi-tour, correspondant a 6 = w ou t = c. Le demi-tour est la seule rotation du plan

admettant la valeur propre — 1.
d) X est invariant par M si et seulement si :

I3-A 3+ AX =X (I3 +AX=(l3-AX >AX=0 QA X=0c Xest
colinéaire a Q.

SiQ=0alorsA=0etM =13

si Q # 0, l'axe de la rotation M est donc engendré par Q. Cherchons I'expression de la

rotation dans le plan orthogonal a Q. Soit e3 = ﬁ e1 unitaire orthogonal a e; et e; = e3 A €.
Alors :

A91:Q/\91:”Q”63/\61:”Q||62

AeZZQ/\ezz||Q||egx\e2:—||Q||e1
Donc la matrice dans la base (e1, e;) de la restriction au plan Vect(e;, e;) de I'endomorphisme
associé a A est :

iy s

qui est du type de la matrice antisymétrique du b), avec t = || Q ||. Donc la matrice de la restriction de
I'endomorphisme associé a M est :
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1-t 2t

(cos(e)—sin(e)j_ 1+ 1+ | 1 (1—||Q||2 —2||Q||j
sin(0) cos(0) )| 2t 1-t |T1rof \ 21Ql 1-|QlP
1+22 1+
2
Donc l'angle 6 de la rotation M vérifie cos(6) = i—;H%HE sin(6) = —“—”—1i”% T ou encore

0
tn@) = 2.

Comme dans le c), on n‘obtient pas les demi-tours puisque tan(g) n'est pas défini dans ce cas, a

moins de faire tendre Q vers l'infini.
e) Poura=1,pB=a,y=Db, d=c,on vérifiera que la matrice d'Euler est indentique a notre matrice

0-cb
M=(l3—A)*(I3+ A) avec A = ( cO aJ.
b a o
a non nul ne donne rien de plus puisque la matrice d'Euler associée a (a, B, vy, d) est la méme que

celle associée a (1, B, 2, 9,
o o o

L (B 2By 2pS
Pour o = 0, la matrice d'Euler vaut ——>5— | 2By —B*+*8 2y | On vérifiera quiil
BHr+o" (- 2p5 295 PP+’

s'agit d'une matrice orthogonale, ayant pour vecteurs invariants les éléments de la droite engendree

p
par [y . Il s'agit donc d'une rotation. Elle a pour trace —1 = 1 + 2cos(0), donc 6 = &. Il s'agit donc
)

d'un demi-tour.

La paramétrisation d'Euler permet d'obtenir toutes les rotations de R>.

Sol.9) a) On utilise la formule du double produit vectoriel (a A b) A ¢ =—<b, ¢>a + <a, ¢> b, ainsi
que la propriété <f(a), b> = <a, f*(b)>, ou f* est I'adjoint de f.
ZAX=(Uunf(u)+vafv)+waf(w) Ax
= — <f(u), x>u + <x, u>f(u) — <f(v), x>v + <x, v>f(v) — <f(w), x>w + <x, w>f(w)
— <f(u), x>u — <f(v), x>v — <f(w), x>w + <x, u>f(u)+ <x, v>f(v)+ <x, w>f(w)
—<u, FF(X)>u — <v, F*(X)>v — <w, f*(X)>w + f(<x, u>u+ <x, v>v+ <x, w>w)

—*(x) + f(x)
Ainsi, Z A x = f(x) — f*(x). L'application x — Z A x ne dépend pas de (u, v, w). Comme cette
application permet de reconstituer Z, il en résulte que Z ne dépend pas de (u, v, w).
b) Pour une réflexion ou une projection orthogonale, f = f* donc Z = 0. Plus généralement, Z =0 si f
est auto-adjoint. Pour une rotation d'angle 6 et d'axe dirigé par le vecteur unitaire o, Z = 2sin(0)o ;
pour le voir, prendre une base orthonormée (u, v, w) avec w = ®.
c) On utiliser la décomposition de f en la somme d'un endomorphisme symétrique et d'un
endomorphisme antisymétrique :

£ = 2 () + £09) + 3 () — ()
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:g(x)+%Z/\x

f+f* Z

5 etQ) = E

Onadoncu A f(u) +v A f(v) + w A f(w) =Z = 2Q.

Pour une rotation d'angle 0 et d'axe dirigé par le vecteur unitaire o, on a:
f(x) = cos(6) x + (1 — cos(0))<x,w>w + sin(0)m A X

L'endomorphisme auto-adjoint g associé a f est :
g(x) = cos(0) x + (1 — cos(0))<x,w>w

et Q =sin(0)w

On retrouve le résultat Z = 2sin(6)w du b).

avec g =

1
Sol.10) Soit U = [] et Vj la j-eme colonne de A. Alors :
1
n n
Yag =|<U, XV <UITZ V| d'aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz
ij =1 j=1

n n n n
or[Ul[=+/n et<} V] V=2V ||2:ndonc||;vj I=+/n
= =

i/ =

cos(61)

sin(el)) gtona

Sol.11) a) On montre le résultat demandé par récurrence surn. Sin=2,3 64, u = (

Rl(el)el =u.

Vi1
Supposons le résultat prouve pour n — 1, montrons-le pour n. Posons u = [ J
Un
Si u; =1, alors u = e; et on prend tous les 6 nuls de sorte que Ry_1(0-1)Rn_2(0n-2)...R1(01) = I,
Siu; =-1, alors u =—e; et on prend 6; = &t et tous les autres 6y nuls.

cos(01)
sin(0;)
Sinon, 3 0; € ]0, [, uy = cos(01). Ry(01)e; = 0 a alors méme premiéere composante que u,
0
sm(()el) U
et dans R™, est non nul et a méme norme que | ... |. D'aprés I'hypothése de récurrence,
0 U
(1) , U sm(()@l) U
il existe S =S, 2(0n-1)Sn_3(6n2)...S1(02) tel que S = — ... | et donc S =] .|
0 Sln(el) Uy O Up

1 0
Posons Ry+1(0x+1) la matrice par blocs égale a (0 Sk(9k+1))' Soit T = Ry_1(0n-1)Rn-2(0n2)...R2(6>), de
. 10
sorte que T est égale a la matrice par blocs (0 S)' Onaalors:
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cos(07)
sin(6,)
T 0 = U = Rp_1(0n-1)Rn-2(0r-2)...R2(02)R1(01)e1
0
En dimension 3, il suffit de deux rotations, une d'axe Oz puis une d'axe Ox pour amener le vecteur

unitaire directeur de Ox sur n'importe quel vecteur unitaire.
b) On que G, = SO,(R) par récurrence sur n. Pour n = 2, c'est trivial puisque toute matrice de

SO,(R) est exactement de la forme R1(6). Supposons la propriété prouvée au rang n — 1. Soit A une
matrice de SO,(R). Notons u la premiere colonne de A. D'aprés le a), 3 R € G, telle que la
premiére colonne de R soit u. Donc R'A a pour premiére colonne e;. Comme R A est élément de

) ) 10
SO, R*A est nécessairement une matrice par blocs de la forme (0 A')’ avec A' € SO, 1(R). On

: i 10
applique I'nypothese de récurrence sur A'. A" est produit de matrices Si(0) € Gn 1, donc (O A‘) est

le produit des matrices Ry+1(0) correspondantes telles qu'on les a définies dans le a), donc A est le
produit de ces Ry+1(8) par R.
On peut obtenir A avec au plus an;lz matrices engendrant Gp.
En dimension 3, toute matrice de rotation est le produit d'au plus 3 matrices de rotation d'axe Ox ou
Oz. Une fois amené le vecteur e; sur la premiére colonne de la matrice de rotation A & décomposer
au moyen de deux rotations R; (d'axe Oz) puis R, (d'axe Ox), la décomposition cherchée est :
T T

A =RyR;(R; R A)
En effet, sTi u Test la premTiér$ colonne de A, alors R;Rie; =u et Ae; =udonc:

RiRzAes=RiRou= Ri'Ry'u=¢;
donc R; R, A est une rotation d'axe Ox.

1 1

c) On applique le a) de facon a envoyer le vecteur [0] normal au plan x = 0 sur le vecteur 1 {l]

0 V31

normal au plan x +y + z. Soit 0, tel que cos(6,) = 1 et sin(6,) = ﬁ Ona:

\3 \3
1 A2,
V3 3
RiO) = \2 1 |
@ ﬁ

1
PN
0

1 1
Il reste a envoyer le vecteur [\/E] sur [ ] et on l'obtient par une rotation d'axe Ox d'angle g :
0 1
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10 O
02 2 |1 1
2 2 |\2 :[1]
o2 2 o)
2 2
1 2
10 0N\/1 \2, 5 )
03@_3@ \/§ \/§ 1 1 l@
Donc la rotation finale cherchée est 2 2 2 1 =| = & 3
= 0 NERRC
Oﬁzé 2 \/3 3 1 1 3@

d) Prenons 2 comme longueur de c6té du cube. On se propose d'amener le triangle de sommets

-1\ (-1 0
-1 |,| O [et| -1 |al'horizontale.
0 -1 -1

2 /2
l2£_ 2 0
On effectue une rotation d'axe Oz d'angle % de matrice 2 2 o | de fagon a rendre le coté
2 2
0 0 1
inférieur du triangle parallele a Ox. Les sommets du triangle occupent maintenant les positions
A2 \2
0 2 2
respectives [ 2], \2 |et] 2
0 2 2
-1 -1
10 O
0 3 /6
Il convient ensuite d'effectuer une rotation d'axe Ox et d'angle arctan(\/E) de matrice 3 3
06 A3
3 3
(A2

de sorte que les sommets du triangle occupent les positions finales :
23

3 Ki

0 2
6
e g
6
2
3

. lIs se trouvent bien a la méme hauteur.
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V2 N2 g )
2 2
Le produit des deux matrices vaut 36@ 66 - 36
ERRVERRNE]
3 3 3
e) Pour un tétraedre de c6té 1, les coordonnées des points sont :
A= (_BE’ _l@' _l)
£ £ 6 1)
t12° 2
c=( 3 12 >0
D=(0, 3?,0)
. _ A3\ 1 " _ 3[ 6 1,
Le milieu de [AD] est M = ( 12" 12" 4) alors que le milieu de [BC] est N = ( 12" 4
vecteur MN vaut (BGE 3[ l) et est colinéaire au vecteur unitaire a = l 1 ), axe de la
NGRRER

rotation f d'angle 6 demandee. Pour tout X de R3 ona:
f(X) = cos(6)X + (1 — cos(0))<X, a>a + sin(6) a A X
ce qui permet de trouver la matrice de f dans la base canonique de R :

cosge)

A2 +[2sin(0) , \[2cos(®) /3 +/3sin(6) /3cos(0))
6 2 6 6 3 6
£ \/Esm(e) \/Ecos(e) 1, 2cos(6) _3@ + \/Bcos(e) _\/Esin(e)
3 3 6 6 6
£ + \/§S|n(e) B \/:_Scos(e) _3@ + \/écos(e) + \/Esin(e) 1, cos(6)
6 3 6 6 6 6 2 2 )
cosge)

Soit ¢ un angle élément de [0, ] tel que cos(¢) ==

cos(¢) —sin(e) 0
Considérons la rotation R, =| sin(p) cos(¢) O |. Si (e, €5, e3) est la base canonique de R3 on a:
0 0 1

cos(o) % + 5co6s(9}
Rz(el): Siﬂ((p) =
0

. . . sin(o) . -
qui a méme premiére composante que Me;. 0 a méme norme euclidienne que les deux

B 3@ + \/Esin(e) + \/Ecos(e)

6 2 6

3@ + \/:_%sin(e) B \/:_3003(6)

6 3 6

sin()
0

dernieres composantes de Me; :

Soit y tel que :
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cos(y)sin(p) = - lg + \/Es;n(e) + \/5083(9)

et sin(y)sin(e) = 36@ + \/ésén(e) _ \/f_icgs(e)

1 O 0
et soit R, = [0 cos(y) Sin(\v)]. On a R,R,e; = Me;. Donc R, 'R, M est une rotation d'axe e;.

0 sin(y) cos(y)
Les trois rotations d'axe e1, es, e; dont le produit est M sont Ry, R;, (R, *Ry *M).

Sol.12) Consideérons le sous-espace vectoriel F orthogonal a Ker(l — A). Ker(l — A) est stable par A
et, A étant orthogonale, I'orthogonal F de Ker(l — A) est aussi stable par A. Il en résulte que | — A est
la matrice d'une application dont la restriction a F est bijective. Pour tout vecteur W élément de F,
ona:

l+A+.. +A" 1 N+l
I-A W = I-A")W
(I-A)—-7 1 ( )
or lim —~ (1-A"MHW=0 car (A"'W) est bornée
n—owon+1
n
donc  lim (1-A) FA*T A\
N—o0 n+1
n
donc lim [ +A+.. A W=0
N—o0 n+1
Si on décompose un vecteur X quelconque en la somme V + W d'un vecteur élément de Ker(l — A)
n
et d'un élément de F, V est invariant par A donc aussi par L+ An++“i+ A ,etl'ona:
n
lim LEAY A oy
n—o0 n+1
n
Donc |+ An++"i+ A tend vers le projecteur orthogonal parallelement a F.

Sol.13) Les matrices AA" et A'A sont symeétriques donc diagonalisables avec une matrice de
passage orthogonale. Il suffit donc de montrer que leur réduction donne la méme matrice diagonale,
i.e. elles ont mémes valeurs propres avec méme ordre de multiplicité.
Q) Soit A une valeur propre non nulle de AA' et VV un vecteur propre de AA" avec la valeur propre
A. Alors :

AA'V =V
= AAAV=IAV
= AV est vecteur propre de A'A avec la valeur propre A. AV est non nul sinon AA'V le
serait, donc AV aussi, or L =0 etV = 0.
En outre, si Vi, ..., Vi sont k vecteurs propres linéairement indépendants de AA" de méme valeur
propre A, alors (ATV1, ATVk) est un systéme libre. En effet :
AV + oA Vo + .+ AV = 0
WwAA'V; + AAV, + ..+ g AA'V, =0

=
= 7\.((11V1 + ooy + ...+ OLka) =0

= a1Vi+ Vo + ...+ V=0 car A est non nul

= op=..=ox=0 car (Vy, ..., Vi) est libre
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donc le sous-espace vectoriel propre associé a une valeur propre non nulle de A'A a au moins la
méme dimension que celui de AA'. Le role des deux matrices A et A’ étant symétriques, on a de
méme le fait que le sous-espace propre associé a une valeur propre non nulle de AA' a au moins la
méme dimension que celui de A'A. Les deux sous-espaces propres ont donc méme dimension.

O Le cas de A = 0 se traite comme suit. Les deux sous-espaces propres associes a la valeur propre 0
ont méme dimension car celle-ci est égale a n — la somme des dimensions des précédents sous-
espaces propres.

On peut aussi écrire que :

A'AX =0
=  X'A'AX=0=(AX) AX = || AX |}
=  AX=0
-  A'AX=0

Donc Ker(ATA) = Ker(A). Donc dim(Ker(ATA)) =n-rg(A).
De méme dim(Ker(AAT)) =n- rg(AT).
Mais rg(A) = rg(AT). Donc Ker(ATA) et Ker(AAT) ont méme dimension.

Sol.14) a) u étant orthogonal, on a u™ = u*, donc u + u™ = u + u*, endomorphisme symétrique
puisque :

(U+u*)*=u*+u**=u*+u=u+u*
On peut aussi écrire que, pour tout x et touty de E :

<X, (U+U)(Y)> = <X, U(y)> + <x, U (y)> = <x, U(y)> + <u(x), u(u(y))>

= <X, u(y)> + <u(x), y> expression symétrique en x ety

u + u* est donc diagonalisable.
b) Soit x vecteur propre de u + u, de valeur propre A. On a alors u(x) = Ax — u*(x). Soit
F = Vect(x, u(x)). Alors F est stable par u car u(u(x)) = Au(x) — x.
Si x et u(x) sont liés, F est une droite stable stable par u.
Si x et u(x) sont indépendant, F est un plan stable par u.
c) Utiliser le fait que, u étant un endomorphisme orthogonal, si F est stable par u, F* est stable par u
et itérer la question b) sur la restriction de u & F*. On décompose ainsi E en une somme orthogonale
de sous-espaces vectoriels stables par u, qui sont des droites ou des plans. Prendre une base
orthonormée adaptée a cette décomposition. u étant orthogonale, si le sous-espace vectoriel stable
est une droite, la restriction de u a cette droite est Id ou — Id (d'ou les + 1 sur la diagonale). Si le
sous-espace vectoriel stable est un plan, la restriction de u a ce plan est une rotation ou une symétrie
orthogonale, mais dans ce dernier cas, on aurait pu décomposer le plan en la somme orthogonale de
deux droites stables.

0-303
. -3-4-10 .
d) u+u™apour matrlce% 0-101 dont une base orthonormée de vecteurs propres est :
3014
(3
11 -1
e = sl 1 de valeur propre 2
\ 5/
(3
5
e = % 1 de valeur propre —2
\-1/
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1 6

110 1 | -5
€3 = — ete, = —— de valeur propre 0
T —03 N Prop
On constate alors que u(e;) = ey, u(ez) = — €,, U(es3) = €4 et u(es) = — e3. D'ou la matrice de u dans la

1000

0-100 - N
base (e1, €2, €3, €4) : 000-11I La restriction de u a Vect(es, e4) est un quart de tour.

0010

Sol.15) a) f(x) = 0 = x est colinéaire & a, mais f(a) = (1 + of| a [)a = (1 + a)a. Donc :
si o =1, a appartient a Ker(f) et f n'est pas bijective,
si a # —1, f(a) est non nul donc le seul vecteur colinéaire a a qui a une image nulle par f est le
vecteur nul, donc f est injective. Donc f est bijective puisqu'un endomorphisme injectif dans un
espace vectoriel de dimension finie est bijectif (grace au théoreme du rang). Dans ce cas, si f(x) =,
alors x + a<x | a>a =y et si on fait le produit scalaire par a, on obtient :

xX|a>(1+a)=<y|a>
donc <x|a>= gﬂa_>_

l+a

En reportant la valeur de <x | a> dans I'égalité x + a<x | a>a =y, on obtient :

-\ _ o < >q = ffl
X=y-T o Ylaxa=t()
b) <f(x) | y>=<x|y>+ a<x|a><y|a> symeétrique en x ety
= <x|f(y)>

c) f est diagonalisable puisque symétrique. On a aussi :
A est valeur propre s'il existe x non nul tel que Ax = x + a<x | a>a. Donc

ou bien A = 1 et le sous-espace propre E; est I'hyperplan orthogonal a a

ou bien & # 1 et le sous-espace propre E; est nécessairement la droite engendrée par a, car X
est colinéaire & a. Mais dans ce cas, on a Aa = a + aa donc A = 1 + a. On retrouve la valeur propre
nulle si o =-1.
d) La condition nécessaire et suffisante est 1 + o = —1, soit o = 2. f est la réflexion par rapport a
I'nyperplan orthogonal a a.

Sol.16) a) u étant symétrique est diagonalisable dans une base orthonormée. Dans une telle base, la

matrice D de u est diagonale. Pour toute valeur propre A de u de vecteur propre X, on a:
0<<u®X),x>=1]x|?

donc A > 0. Il suffit de prendre v de matrice diagonale \/5 dans la base précédente, ou \/5 est la

matrice ayant des \/K sur la diagonale.

Montrons l'unicité. Si w est telle que w? = u, avec w symétrique positif, alors wu = w* = uw donc w
commute avec u et donc avec u — Ald pour toute valeur propre A de u. Donc tout sous-espace propre
Ker(u — Ald) est stable par w. La restriction de w a ce sous-espace vectoriel est encore symétrique
positif, donc diagonalisable & valeurs propres positives ou nulles. Comme w® = u, les valeurs

propres de cette restriction ne peuvent étre que \/X donc la restriction de w a ce sous-espace

vectoriel est \/K Id. w est donc unique sur tout sous-espace propre de u et donc unique sur E
puisque la somme des sous-espaces propres de u est égal a E.
b) f* o f est un endomorphisme symétrique positif. En effet :
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(f*of)*=f*of**=f*of
et V X, <f* o f(x), x> = <f(x), f(x)>>0
donc, d'aprés le a), f* o f est de la forme h? avec h symétrique positif. En outre, f étant inversible, il
en est de méme de h. Posons g = f o h'%. Alors :
g*og=(h)*of*ocfoh=(h*)'of*ofoh*=htoh’cht=1d
donc g est un automorphisme orthogonal, et on a obtenu la décomposition demandée f =g o h.
Montrons l'unicité de cette decomposition. Si f = gh = g'h' avec g et g' orthogonaux et h et h'
positifs, alors, puisque h* =hetg*og=1d:
h’=h*og*ogoh=f*of=h*ocg*og oh =h?
donc h = h' par l'unicité du a), et donc g = g', puisque h et h' sont inversibles.

(48)=5(52)4("m)
©  \13)75\34)*5 118
d) Montrons dabord que Ker(f* o f) = Ker(f). L'inclusion Ker(f) < Ker(f* o f) est triviale.
Réciproquement :
x € Ker(f* o f)
*of(x)=0
<X, f*o f(x)>=0
<f(x), f{(x)>=0
1) 1= 0
fx)=0
x e Ker(f),
(On a déja effectué ce raisonnement dans un exercice précédent).
On a donc également Ker(f* o f)*© = Ker(f)".
Montrons qu'on a également Im(f* o f) = Im(f*) = Ker(f)". L'inclusion Im(f* o f) < Im(f*) est
évidente, et le théoréme du rang donne :
dim(Im(f* o f)) = dim(E) — dim(Ker(f* o f))
= dim(E) — dim(Ker(f)) d'apres I'égalité Ker(f* o f) = Ker(f)
=rg(f)
= rg(f*)
Im(f* o f) et Im(f*) ayant méme dimension et I'un étant inclus dans l'autre, ils sont égaux.
Ensuite, Im(f*) < Ker(f)* car :
y € Im(f*)
= Ix e E,y=1*X)
= Vv u e Ker(f), <y, u> = <f*(x), u>=<x, f(u)>=<x,0>=0
= yeKer(f)"
et dim(Im(f*)) = rg(f*) = rg(f) = dim(E) — dim(Ker(f)) = dim(Ker(f)"). Im(f*) et Ker(f)" ont méme
dimension et I'un est inclus dans l'autre, donc ils sont égaux.
Or f* o f est une application injective de Ker(f* o f)* sur Im(f* o f), donc bijective car ces deux
espaces sont égaux. Puisque Ker(f* o f)* = Ker(f)" = Im(f* o f), f* o f est bijective de Ker(f)" sur
Ker(f)" et la restriction de f* o f & ce sous-espace vectoriel est symétrique et positif. Il existe donc h
endomorphisme symétrique positif bijectif de Ker(f)* tel que f* o f = h? sur Ker(f)*. Considérons
une base orthonormée (ei, ..., €p) de Ker(f)', et soit g de Ker(f)" dans Im(f) définie par
g(ei) = f(h*(ei)). g conserve le produit scalaire. En effet, pour tout (i, j), ona:
<g(ei), 9(&y)> = <f(h *(en), f(h'(e)> = <h (1), (F* o f)(h *(;))> = <h (&), h*(h ' (ey))>
= <h(e), h(g)> = <h*(n"'(e)), &> = <h(h *(e), &> = <e;, &> = &y

Juouduld
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Comme dim(Ker(f)") = dim(Im(f)), g est une bijection entre ces deux espaces, qui envoie la base
orthonormee (ey, ..., &) de Ker(f)* sur une base orthonormée de Im(f).

On étend h a E on posant que, sur Ker(f), h = 0, et on étend g a E en définissant linéairement g de
facon que g envoie une base orthonormée de Ker(f) sur une base orthonormée de Im(f)*. g sera alors
une isometrie de E, et on aura f=g o h pour tout x de E. Il n'y a pas unicité de la décomposition
puisqu'on a une liberté sur I'extension de g.

2 1
e) Ker(f) est engendré par e; = L (_1), et Ker(f)* est engendré par e; = % (2) On vérifiera que :

\/5
(f* o f)(el) = 10e;
On prendra donc h(e;) = \/E e1 et h(ez) = 0. Dans la base canonique de R? h a pour matrice

(33

5 \24/)

Puis Im(f) est engendré par (_11) et Im(f)* est engendré par G)
1 :
On définit ensuite g(e1) = f(h*(e1)) = f(\/_ e1) = \/_ ( ) et g(ey) = \/_ ( ) (on pourrait prendre

1
g(e,) de signe contraire). Dans la base canonique, la matrice de g est \/l_ ( ) etl'ona:
(1 2) (3 1) @(12)
\/_0 1-3 24
;
Sol.17) C'est équivalent a det(ATA) < (Mﬁ‘—Al)”. A'A est une matrice symétrique a valeurs propres

positives ou nulles. 1l suffit donc de montrer que det(S) < (Hrn§))n pour toute matrice symétrique S a

valeurs propres positives ou nulles, ou bien, puisque toute matrice symétrique est diagonalisable, a

det(D) < (HrnQZ)n pour toute matrice diagonale D a coefficients positifs ou nuls. On tombe sur

I'inégalité de convexité bien connue : \”/M...xn < % (voir, dans le chapitre

L1/DERIVEE.PDF, la partie traitant des fonctions convexes).

Sol.18) a) Si M est la matrice de u dans une base orthonormée, la matrice de u* est M" et I'on a :
det(u — X1d) = det(M — I,) = det(M — 1,)") = det(M" — 1,,) = det(u* — XId)

u et u* ont donc méme polyndéme caractéristique, donc mémes valeurs propres avec les mémes

ordres de multiplicité.

b) On a les équivalences :
u diagonalisable

& 3P e R[X] scindé a racines simples tel que P(u) =0

& 3 P e R[X] scindé a racines simples tel que P(u)* =0

& 3 P e R[X] scindé a racines simples tel que P(u*) =0

& u* est diagonalisable
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c) O Soit (e)i<icn Une base de vecteurs propres de u. Pour chaque i, les n relations
[<x, ej> =0 pour j # i

<X,e>=1
élément de E dans la base (ej)1<i<n). Ces équations sont indépendantes car si les membres de gauche
étaient liés, on aurait une relation de liaison de la forme :

définissent un systeme de n équations a n inconnues (les n composantes de x

n
3y ey An) # (0, ..., 0), V X, D A<X, 6> =0
=1
Mais on aurait alors :

n
Y X, <X, 27\,]6]> =0
=1

n
donc ) Ajej=0
=1

et I'on obtient une contradiction entre le fait que les 2; sont non tous nuls et le fait que les e; forment
une base de E.

Par conséquent, le systeme des n équations forme un systeme de Cramer, admettant une solution
unique qui donne, pour chaque i, le vecteur ej* cherché.

n
O Ces vecteurs e* forment une base. En effet, si on a une relation > uiei* = 0, alors on obtient
i=1
= 0 en faisant le produit scalaire de chaque membre par e;j, avec j quelconque entre 1 et n. Par
conséquent, tous les coefficients sont nuls.
Q Enfin, les e* sont des vecteurs propres de u*. En effet, pour tout j, en notant A; la valeur propre
deej:
Osii=j _ [Osii;tj
Ajsii=j LAisii=]

<u*(e*), e5> = <ey*, u(e))> = Aj <ei*, g> :[ = <\iei*, e>

Onadonc V j, <u*(e*), e> = <ALigj*, &>
donc u*(e*) = A &*
ei* a la méme valeur propre que e;.

n
d) La relation x = ° <e;*, x> ¢; est vraie pour tout e;. Elle est vraie pour tout x de E par linéarité.

i=1
e) On vérifiera que det(Xl3 — M) = X3 —3X — 2 = (X + 1)%(X — 2) et qu'une base de vecteurs propres
(e1, €2, e3) est donnée par exemple par les colonnes de la matrice de passage suivante depuis la base

112
canonique : P = [1 0 2], avec les valeurs propres respectives — 1, — 1 et 2.

0-11
Osii]j
1sii=j

On pourra réfléchir que les équations <e;*, g;> :[ définissant la base (e1*, e,*, es*) signifie

211
que la matrice de passage de la base canonique a la base (e1*, e,*, e3*) est pl= [ 3 -1 1}

201
La relation d) s'écrit :
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X 1 1 2 X
[y] = (- 2x+3y-22) [1] +(X—Y) [ 0 ] +(X—y +2) [ZJ = p(pl[yJ)
Z 0 -1 1 Z

On pourra faire un rapprochement entre cet exercice et le chapitre L2/DUALITE.PDF, la base duale
de (ey, ..., €n) étant donnée par les n formes linéaires x € E — <gj*, x>.

*
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