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Pour lire ce chapitre, il est nécessaire de savoir ce qu'est un espace complet, donc d'avoir lu le
chapitre L3/BANACH.PDF, ou bien le chapitre L3/METRIQUE.PDF.

Dans ce chapitre, les espaces préhilbertiens sont réels ou complexes. Voir L3/HERMTN.PDF pour
la définition d'un produit scalaire sur C et d'un espace hermitien. Le plus souvent, on adoptera les

notations en se placant sur C. Le produit scalaire, noté < | >, sera alors supposé semi-linéaire a

gauche et linéaire a droite. On rappelle que, sur C, <y | x> =<x|y>et que :
X+Y|[X+y>=<x|x>+2Re(<x|y>) +<y|y>

Tout espace préhilbertien est un espace vectoriel normé lorsqu'on le munit de la norme euclidienne
associée a son produit scalaire || x || = \/<x | x>.

| : Complétude

1- Lacunes des espaces préhilbertiens
Dans le chapitre sur les espaces préhilbertiens réels E de dimension infinie (voir
L2/PREHILB.PDF), nous avons évoqué des difficultés qu'on peut rencontrer par rapport aux
espaces euclidiens (de dimension finie). En dimension infinie en effet :

Si F est un sous-espace vectoriel de E, on n'a pas nécessairement F @ F- = E, ot F* est le
sous-espace vectoriel orthogonal a F.

Il en résulte que la notion de projecteur orthogonal sur F n'est pas nécessairement définie.

Si F est un sous-espace vectoriel de E, on peut avoir F = (FY)*

Si ¢ est une forme linéaire, il n'existe pas nécessairement y tel que : V x € E, o(X) = <y | x>.
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EXEMPLES :

O On rappelle (voir L2/PREHILB.PDF) que, méme si E est préhilbertien de dimension infinie, mais
si F est de dimension finie, alors la notion de projecteur orthogonal sur F est définie. Ce projecteur p
est défini comme suit. On prend une base orthonormée de F (ey, ..., €m) et on pose, pour tout x de E :

m
p(x) = Zi <ej | x> €
=
On a alors E = F @ F*, la décomposition de x étant p(x) + (x — p(x)) avec x — p(x) L F. On a
également dans ce cas F = (F4)*. En effet :
xeF=VyeF <x|y>=0=xe (F)* donc F < (FH)*
Réciproquement, si x e (F")*", décomposons x sous la forme x = p(x) + (x — p(x)). Comme
X —p(x) € F-, on a d'une part <x | x — p(x)> =0 car x € (F)", et d'autre part <p(x) | x — p(x) > = 0 car
p(x) € F. Donc :
<X —p(x) [ x—p(x)> = SX | X=p(X)>—<p(x) | X — p(x)>
donc x—p(x)=0
donc x=p(x) eF
donc (F)*cF
Les difficultés commencent lorsque F est de dimension infinie.

O Soit E I'espace I>(R) des suites réelles u = (un)nso telles que > u,? converge, muni du produit
n=0

o0
scalaire <u | v> = Y. unv,. Considérons F le sous-espace vectoriel des suites nulles a partir d'un
n=0

certain rang. Cet espace est engendré par la base (en)nep OU €, = (0,0, ..., 0, 1,0, ...), le 1 se trouvant
au n°™ rang. Soit U = (Uy)nso0 élément de F*. Alors, pour tout n, <e, | u> = 0 donc u, = 0. Donc u = 0.

Donc F- = {0}, et F® F- =F = E. (FY)" = {0} = E et F = (F")". La notion de projecteur orthogonal
sur F n'est pas définie.

O L'exemple précédent se comprend mieux si on remarque que le sous-espace vectoriel F est

strictement inclus dans E, mais dense dans E. En effet, tout élément u = (Un)n>o Vérifie u = lim v(n)
n—0o0

ou, pour tout n, v(n) est I'élément de F égal a (uo, Uy, ..., Uy, 0,0, 0, ...), carona:

> u qui tend vers 0 quand n tend vers l'infini
k=n+1

fu—v(n) =

Or, pour tout sous-espace vectoriel F d'un espace préhilbertien E, distinct de E et dense dans E, on a
toujours F- = {0}. En effet, soit x élément de F". F étant dense dans E, x est limite d'une suite (z,)
d'éléments de F. Comme x est orthogonal a F, on a :

vn, <x|z;>=0
Passant a la limite en utilisant la continuité de la forme linéaire z — <x | z> (elle est lipschitzienne
de rapport || x || d'apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz), on obtient :

0= lim <x|z,>=<x| lim z,>=<x|x>
N—o0 N—o0

donc x=0
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Pour un tel sous-espace vectoriel F, on a aussi (FY)" = {0} = E et F = (FY)™.

Qu'en est-il pour F distinct de E, mais fermé, donc non dense dans E ? Malheureusement, les
exemples qui suivent donnent des exemples de tels sous-espaces vectoriels F de E pour lesquels on
a encore F- = {0}. Les problémes rencontrés sont donc moins dus & la nature de F qu'a celle de E.

O Dans les exercices du chapitre L2/POLORTHO.PDF, on munit I'espace vectoriel des polynémes
R[X] d'un produit scalaire. On y traite les deux formes linéaires suivantes :

o: > aX">a - > a, onestpascontinu. F = Ker(op) est dense dans R[X].

n>0 n>1
v aX" = > ninl v est continu. F = Ker(y) est fermé dans R[X].
n=0 n=0

(Dans les exercices du chapitre L2ZEVNORME.PDF, on montre qu'un hyperplan F est fermé si et
seulement si la forme linéaire qui le définit est continue). Dans les deux cas, on montre que
I'orthogonal de F est réduit & {0}. Par conséquent, le fait que F = (F")" ou pas n'est pas directement
lié au fait que F soit ferme ou non.

1
O Soit E = C°([0, 1]) muni du produit scalaire <f | g> = J f(t)g(t) dt. Soit ¢ la forme linéaire sur E
0

/
définie par o(f) = le f(t) dt. Alors Ker(e)" = {0}. Une preuve est donnée dans le chapitre
0

L2/PREHILB.PDF. Une autre preuve est donnée dans I'annexe du présent chapitre : Hyperplan
fermé d'orthogonal nul.

PROPOSITION
Soit F un sous-espace vectoriel d'un espace préhilbertien E. Alors :
(i) F*- est un fermé.

(i) F* = F*, ou F est I'adhérence de F.

Démonstration :
Q (i) : Pour tout x, la forme linéaire y € E — <x | y> est continue, car, d'aprés l'inégalité de
Schwarz :

[<xly>| <lIxy
Elle est donc lipschitzienne de rapport || x ||. Par conséquent, son noyau {x}" est fermé comme

image réciproque du fermé {0} par cette forme linéaire continue. Comme F- = M {x}*, F" est un

xeF
fermé comme intersection de fermés.

Q (ibis) : On peut aussi prendre x adhérent & F*, donc limite d'une suite (x,) de F-. On a alors :
VyeF, <y|x>=0
Passant a la limite en utilisant pour chaque y de F la continuité de la fonction z — <y | z>, on
obtient :
VyeF <y|x>=<y| lim x>= lim <y |x,>=0
n—o0 n—o0
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donc x appartient & F-. Donc F* est fermé.

Q (ii) : Comme Fc F, Fr = F-,

Réciproquement, soit y est élément de F*. Il s'agit de montrer que, pour tout x élément de F, on a
<y |x>=0. Comme x est adhérent a F, x est la limite d'une suite (x,) dont les éléments sont dans F.
Comme y est élément de F-, ona: v n, <y | x,> = 0. Passant a la limite, et sachant que I'application

Z — <y | z> est continue, on obtient :
<y |x>=<y| lim xp>= lim <y |x,>=0
N—»o0 n—o0

COROLLAIRE
Pour tout sous-espace vectoriel F, (F})* est fermé.

Démonstration :
Q 1l suffit d'appliquer la proposition précédente a F.

Il en résulte que, pour espérer avoir F = (F1)*, il est nécessaire que F soit fermé, mais plusieurs
exemples plus haut ont montré que ce n'était pas suffisant.

2- Espace de Hilbert

Pour combler les lacunes du I-1), on rajoute a I'espace entier E I'hypothese de complétude. Nous
verrons alors que le comportement de I'orthogonalité envers un sous-espace vectoriel F fermé est en
grande partie comparable a ce qu'on observe en dimension finie. Ce qui pose probleme dans le 1-1)
n'est pas que E est de dimension infinie, mais que E n'est pas complet.

DEFINITION
On dit qu'un espace préhilbertien, réel ou complexe, est de Hilbert si cet espace est complet pour
la norme euclidienne associée a son produit scalaire.

Un espace de Hilbert est donc a la fois un espace prehilbertien et un espace Banach pour la norme
euclidienne (voir L3/BANACH.PDF). Un espace de Hilbert est généralement désigné par la lettre H
(ce qui nous imposera de choisir une autre lettre pour désigner un hyperplan de H...!).

EXEMPLES :
Q) Tous les espaces euclidiens (sur R) et hermitiens (sur C) sont de dimension finie, donc complets,

donc sont des espaces de Hilbert.

O L'espace vectoriel I?(K), K = R ou C, est I'espace vectoriel des suites u = (Un)neyg @ coefficients

dans K, et de carre sommable (i.e. telles que 2. | un|2 converge), muni du produit scalaire :

o0
dans le cas réel : <u|v>= Y Uy
n=0

[>¢)
dans le cas complexe : <u | v> = Y U,V,
n=0



> |us|? On obtient alors un espace de Hilbert. En effet,
n=0

La norme associée est || u || =

considérons une suite de Cauchy dans cet espace. Notons a(n) = (amn)mey 1€ terme général de cette

suite. On peut visualiser les coefficients an, comme formant une matrice infinie, la n-eme colonne
étant constituée des coefficients de a(n). Nous ajoutons a I'extréme droite la colonne d'une
hypothétique limite I de la suite (a(n))ney :

a(0) a1l a(@ .. a(n) .. I

doo do1 do2 - don - lo
dio ail di din Iy
doo do1 do2 don P
amo dm1 am2 Amn Im

Considérons pour chaque m la suite des composantes (amn)neyn, formant la ligne m dans la
présentation précédente. Pour toutnetp, ona:

|amn — amp| < la(n) ~a(p) |
Comme (a(n))ney €St Une suite de Cauchy dans I>(K), il en résulte que, pour tout m, (@mn)neyy €St
une suite de Cauchy dans K. Elle est donc convergente vers une limite I, puisque aussi bien R que
C sont des espaces complets (voir le chapitre L1/SUITES.PDF).

In= lim ann
n—oo
On obtient ainsi une suite | = (In)mey. VErifions que X |Im| est convergente. Comme la suite

(a(n))ney est de Cauchy dans I>(K), elle est bornée. Donc :

IM, v, flam <M
donc :

s 2
AM, v, S |am| <M?
m=0
En particulier,
k 2 )
AM, Vv n vk Y |am| <M
m=0
donc, en faisant tendre n vers l'infini :

k
IM, VK D | In|® < M2
m=0

k
La suite des sommes partielles > | Im|2 croit avec k et est majorée par M. Donc elle converge. Donc
m=0

Y | 1n]? converge.

Vérifions enfin que lim a(n) = I dans 1*(K). La suite (a(n))ney étant de Cauchy, on a:
n—oo
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Ve>0,IN,Vn>N,Vp=N,|a(n)—-alp)|<e
donc :

ve>0,3N,¥Yn2N,Vp2N, §0|amn—amp|2362
=
A fortiori :
ve>0,3N,Vn=N,Vp=N,Vk io|amn—amp|zs(c,2
=
donc, en faisant tendre p vers l'infini :
ve>0,3N,Vn2N, vk fo|amn—|m|zs(c,2
=
puis, en faisant tendre k vers I'infini :
Ve>0,3N,Vn=N, f‘b|amn—lm|2£e2
=

autrement dit :
Ve>0,IN,Vn>N,|an)-1|<e

ce qui est bien la définition de lim a(n) = I dans I(K).
N—00

O L'espace L%(I) des fonctions de carré intégrable au sens de Lebesgue sur un intervalle | et &
valeurs réelles ou complexes est un espace de Hilbert (voir L3/LEBESGUE.PDF).

Q Soit E un espace préhilbertien quelconque. Alors E se plonge dans un unigque espace de Hilbert
dans lequel E est dense. En effet, dans le chapitre L3/BANACH.PDF, on montre que tout espace

N N
vectoriel normé E se plonge dans un unique Banach E dans lequel E est dense, la norme de E
prolongeant continiment celle de E. C'est donc le cas des espaces préhilbertiens. Il reste & montrer

N
que le produit scalaire sur E se prolonge en un produit scalaire sur E et que ce produit scalaire est le
N
méme qui définit la norme de E. Utilisons pour cela les identités de polarisation, et posons, pour

N
toutx ety deE:

<X|y>:II><+yII2—g><||2—IIyII2 SiK=R

1 : : : : :
<X|y>:Z(IIXWIIZ—IIX—YIIZ—IIIX+lY||2+l||X—ly||2) siK=C

N N
On définit ainsi une application continue (X, y) € E x E — <x | y>. Quand on restreint cette
application a E x E, on retrouve le produit scalaire sur E. On vérifie que cette application reste un

N N
produit scalaire sur E x E par continuité, en prolongeant les relations voulues vérifiées sur E. Par

N
exemple, on écrira que, si x et y sont éléments de E, ils sont limites de suites (Xn)nen €t (Yn)nex de E,

et pour tout scalaire A, on a:
<X | Ay>= lim <X, |Ayp>= lim A<Xp|yp> =L lim <x,|y,>=A<x|y>
Nn—co n—co Nn—co

et de méme pour les autres relations.
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O En appliquant la construction précédente, on montre que I'espace de Hilbert 1*(K) est le complété

de I'espace péréhilbertien des suites nulles a partir d'un certain rang, et que I'espace de Hilbert réel
1

L2([0, 1]) est le complété de C°([0, 1]) muni du produit scalaire <f | g> — J f(t)g(t) dt.

0

Pour tout x de H et toute partie F de H (et en particulier tout sous-espace vectoriel F de H), on
définit la distance de x a F par :
d(x, F) = Inf [[x-y|
yeF

PROPOSITION
Soit E un espace préhilbertien et F un sous-espace vectoriel de E. On considere les propriétés
suivantes, vérifiées ou non par F :
(i) Pour tout x de E, il existe y elément de F tel que d(x, F) = || x - ||
(i)FOF =E
(iii) FH* =F
(iv) F est fermé
Alors (i) < (ii) = (iii) = (iv). De plus, dans (i), y est unique.
Enfin, si E est un espace de Hilbert, alors (i) < (ii) < (iii) < (iv)

En particulier dans un espace de Hilbert, on peut parler de projecteur orthogonal sur un sous-espace
vectoriel fermé F, d'aprés I'implication (iv) = (ii).

Démonstration :
Q (ii) = (i) : Si E = F ® F*, on peut définir le projecteur p orthogonal sur F et il suffit de prendre
y =p(x). Pour toutzde F,onay—z L x—ycary—z e Fetx—y e F" et le théoréme de Pythagore
donne :

VzeF [x=ylF<lx-yF+lly-z|*=]x-z|’
donc VzeF | x-y|[<|x-2] ety lui-méme est élément de F
donc |[x—y|=d(x,F)

Q (i) = (ii) : Comme F n F, il suffit de montrer que E = F + F-.
Soitx e Eety e Ftel que || x—y || = d(x, F). Posons d = d(x, F). Vérifions que le vecteur x —y est
orthogonal a F. Pour tout z dans F, on a :

VieK y+izeF caryeFetzeF

donc

VieK | x-y-Az|>d card=d(x, F)
donc

VieK | x-y-rz|f=>d?

o VreK |Ix-yIP+|r?lzI?-2Re(i<x ~y|z>) = d?
o VreK AP lzIP-2Re(<x—y|25) 20 car | x—y|l=d
Prenons A non nul, sous la forme |k|ei6, ou 0 est I'argument de A et simplifions par |x| Il reste :
V20,V 0, |0z -2Re(e®<x-y|z>) >0
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Faisons tendre A vers 0, 0 restant fixé. On obtient :

vV 0, - 2Re(e® <x—y|z>>0
Si on prend 6 oppose a I'argument de <x —y | z>, on obtient :

~2|<x-y|z>|>0
donc <x-y|z>=0
Ceci étant valable pour tout z de F, on a montré que x —y L F. Donc tout x peut s'écrire :

X=(X-y)+yeF-@®F
prouvant que E = F @ F-.
Il en résulte également que y est unique, puisque si y' vérifie également || x —y'|| = d(x, F), on aura
aussi une décomposition x = (x—y') +y' € F- @ F et l'unicité de la décomposition donne y = y'.
On peut aussi prouver l'unicité de y dans (i) sans utiliser (ii). Si y' est un autre élément de F veérifiant
|| x—y"||=d, projetons x orthogonalement en un élément z de Vect(y, y), ce qui est possible car
Vect(y, y') est un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. Onax -y =x-2z +z -y avec
x—z 1 Vect(y,y") et z—y e Vect(y,y). On a donc x — z L z — y donc, d'aprés le théoréeme de
Pythagore :

Ix=yIF=lIx=z|F+[lz-y |’
donc :

=l x—zP+|z-y[F=d*+[|z-y |’
donc z =y. De méme, on montrera que z ='".
Puisque y dépend de maniere unique de X, on retrouve le fait que y n'est autre que p(x) avec p
projecteur orthogonal de E sur F. p est continue car le théoreme de Pythagore donne :

IX1E = [ x = poo) [12 + 1 pe3) I

> p(x) |1

donc

PO | <X || avec égalité six e F
donc || p ||| =1 si F = {0}.

Q (ii) = (iii) : L'inclusion F < (F1)" est générale dans tout espace préhilbertien. En effet, soit x e F.
Alors, pour touty e F*, <x | y>=0donc x e (F")*.

Réciproquement, soit x e (F1)*. On décompose x sous la forme x = X; + X, X1 € F, Xo € F". Comme
x appartient & (F1)*, on a 0 = <x | Xo> = <x1 + Xy | X,>. Mais on a aussi <x; | x> = 0. Il reste donc
<X | X2>=0,doncx, =0etx=x; € F.

Q (iii) = (iv) : car on a vu dans un corollaire du 1-1) que (F")" est fermé pour tout sous-espace
vectoriel F d'un espace preéhilbertien.

Il n'est pas inintéressant de montrer directement (i) = (iv) et (ii) = (iv) :
Q (i) = (iv) : Soit x adhérent & F et y élément de F tel que d(x, F) = || x —y ||. Soit (x») une suite de F
de limite x. On a alors :
d(x, F) || Xx—=Xn || > 0 quand n tend vers l'infini
donc
dix, F)=0={x-yll
donc
Xx=yekF



Q (ii) = (iv) : Soit x adhérent & F et décomposons x =y +z,y € F, z € F*. Soit (x,) une suite de F
de limite x. Alors, pour tout n, <x, —y |z>=0carx,—y € F et z € F-. En passant & la limite, le
produit scalaire étant continu, on obtient<x —y|z>=0donc<z|z>=0doncz=0etx=y e F.

O Supposons maintenant que E est un espace de Hilbert. Pour montrer les équivalences
mangquantes, il suffit de prouver que (iv) = (i).
(iv) = (i) : Soit x € E. Pour abréger, posons d = d(x, F). On a donc, par définition de la borne
inférieure :

VyeF, |x-y|>d

Ve>0,3yeF | x-y|<d+e
En particulier, en prenant € = % pour tout entier n strictement positif, 3y, € F, || x—yn | <d +%.
Montrons que la suite (y,) est de Cauchy. Pour tout p > n, considérons le sous-espace vectoriel de
dimension finie engendré par y;, et y,. Etant de dimension finie, on peut projeter orthogonalement x
en un élément z de cet espace. On a donc :

zeF car z € Vect(yn, Yp) c F

X —12 L Vect(yn, Yp)
En particulier, || X — z || > d. Décomposons X — Yy, = X —z + z — Yy, avec X — z L Vect(yn, Yp) et
Z—Yn € Vect(yn, Yp). Onadonc x—z L z -y, et le theoreme de Pythagore permet d'écrire :

Ix=ya P =lIx=2z[F+lz=ynl?

donc :
1 2d ., 1
l2=YalP= I x-yo P~ llx-2 P < @+ 3 - @ =204 L
donc :
2d 1
- <A =+
l2-ynll<A [+
De méme ;

2d . 1 2d . 1
||Z—Yp||S\/p+BzS«/n+Hg carp=n

Donc, d'apres l'inégalité triangulaire, pour toutp>n:

2d 1
||yp—yn||S||z—yn||+||z_yp||gz\/;n7

quantité qu'on peut rendre inférieure a tout ¢ > 0 a condition de prendre p > n > N si

/2d 1
— + <eg.
2 N NZ €

Etant de Cauchy dans un Hilbert, la suite (y,) converge. Sa limite y est adhérente a F, donc élément
de F puisque F est supposé fermé. En passant a la limite dans l'inégalité :

Vn,d£||X—yn||<d+%

on obtient || x —y || = d.

EXEMPLES :
1
0 Reprenons E = C([0, 1]) muni du produit scalaire <f |g>= J f(t)g(t) dt, et la forme linéaire ¢

0
définie par :



1/2
o(f) = J f(t) dt
0

On a vu plus haut que F = Ker(¢p) est fermé mais (F-)* = F. Donc la réciproque (iv) = (iii) peut étre
fausse si E n'est pas un Hilbert.

Si on remplace E par I'espace de Hilbert L*([0, 1]) des fonctions de carré intégrable au sens de
Lebesgue, Ker(p) est I'nyperplan orthogonal a la fonction (de carré intégrable mais non continue)

indicatrice de [0, %]. F* est la droite engendrée par cette fonction indicatrice, et (F")" est bien égal &

F.

1
Q Toujours avec E = C°([0, 1], R) muni du produit scalaire <f | g> = J f(t)g(t) dt. Soit F le sous-
0

espace vectoriel des fonctions nulles sur [%, 1] et G le sous-espace vectoriel des fonctions nulles sur

[0, %]. Montrons que G = F*.
En effet, il est clair que G = F*-.

Réciproquement, soit g élément de E tel gu'il existe xo € [0, %[ tel que g(xo) = 0. Alors il existe un

intervalle | centré en X, inclus dans [0, %[ tel que g soit de signe constant sur cet intervalle. Prenons

f une fonction non nulle de méme signe que g sur |, et nulle en dehors de I. Alors f est élément de F
et pourtant <f | g> est strictement positif. Donc g n‘appartient pas & F-. On a montré que si g n'est

pas identiquement nulle sur [0, %[, alors g ¢ F-. Donc si g € F', alors g s'annule sur [0, %[, et par

continuité sur [0, %], donc g € G. Ainsi, F- c G.

Donc F" = G.

On montre de méme que G* = F.

On a donc (FY)*" = F donc (iii) est vrai. Cependant F + G = E car F + G est inclus dans le sous-
espace vectoriel des fonctions s'annulant en 0. Donc (ii) est faux. Donc la réciproque (iii) = (ii)
peut étre fausse si E n'est pas un Hilbert.

Si on remplace E par l'espace de Hilbert L%([0, 1]), on a bien F + G = E car les éléments de
L2([0, 1]) sont seulement définis presque partout, et un élément h de L?([0, 1]) peut donc étre
supposé vérifier h(0) = 0. h se décompose alors en h = f + g avec :

h ix<1/2
f(x) = [ O(:i)nsgnx / desortequef e F
i X<
et a(x) = [ g&l));;]jrl]z desortequeg € G
COROLLAIRE

Pour tout sous-espace vectoriel F d'un Hilbert, (FY)* = F.

Démonstration :
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0 Dans tout espace préhilbertien, F- = F*. Par ailleurs, F étant fermé, I'équivalence (iv) < (iii)

valide dans un Hilbert permet de dire que (F*)* = F. Donc (FY)' = (FY)* =F
On rappelle que cette egalité peut étre fausse dans un préhilbertien quelconque E, puisqu'on a vu des
exemples de sous-espaces vectoriels F fermés et strictement inclus dans E tel que F* = {0}. Pour un

tel sous-espace vectoriel, (FY)*" = E alors que F = F.

3- Dualité
PROPOSITION (théoréeme de représentation de Riesz)
Soit ¢ une forme linéaire continue sur un espace de Hilbert H. Alors il existe un unique y € H tel
que :
VXxekE o) =<y|x>

Démonstration :

O Montrons I'existence. Si ¢ =0, on prend y = 0.

Sinon, Ker(p) est un hyperplan de H, fermé car ¢ est continue, donc E étant un Hilbert,
E = Ker(op) @ Ker(p)*, d'aprés le (ii) du paragraphe précédent, avec Ker(p)" qui est une droite. Soit
z un vecteur directeur de cette droite. On a donc z ¢ Ker(¢) et donc ¢(z) = 0. On décompose tout x
de H sous la forme :

X = (X ﬂ_) Z) + Spi_l
0@ 0@
avec X — ﬂ(% z € Ker(p), z eKer(p)™" et donc x — ﬂé% z 1z Prenonsy = %Z”)z Z, ou @(z) désigne le
¢ ¢
conjugué de ¢(z) si le corps de base esr C, ou ¢(z) lui-méme si le corps de base est R.. On a:
<y|x>= <y|mz> carny—Mz
¢(2) 0(2)
<y|z> =22l < <z|z>—<p(x)
(Z) 0z ) [ || cp( )

O Montrons l'unicité. Si y' est un autre vecteur veérifiant V x € H, ¢(x) = <y' | x>, alors :
VXxeE <y-y|x>=0
donc, en prenant x =y —y', on obtient ||y —y' |[F = 0 et donc y = y'.

Il est nécessaire que ¢ soit continue, puisque la forme cherchée x — <y | x> est une forme linéaire
continue en vertu de l'inégalité de Schwarz.

Ainsi, tout y de H définit la forme linéaire continue ®(y) : x —> D(y)(X) = <y | x> et toute forme
linéaire continue ¢ est de la forme précédente pour un unique y. Si H' est le dual topologique de H
(ensemble des formes linéaires continues sur H), @ établit donc une bijection entre H et H'. De plus,
cette application est semi-linéaire (linaire si le corps de base est R). En effet, pour tout y, z

éléments de H et tout scalaire A :

VX, Oy +2)(X) =<y + 2| x>=<y [ x>+ <z|x>=D(y)(x) + P(2)(X)
donc ®(y +2z) =D(y) + D(2)
Puis :
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V X, VA, @Y)(X) = <hy [ x> = A <y | x> = & O(Y)(X)

donc  ®(Ay) = A O(Y)
Enfin, ® est une isométrie. En effet, pour tout x et tout y :

|| =<y x> <lly x| avec égalité six =y
donc

T =1yl
ou ||| @(y) ||| est la norme de la forme linéaire ®(y) subordonnée a la norme de H, i.e. le plus petit
rapport de Lipschitz de ®(y) (Voir L2ZZEVNORME.PDF). On a vu dans L3/BANACH.PDF que,
dans un espace de Banach E (et encore plus généralement dans un espace normé quelconque), E,
son dual topologique E' et son bidual E" ne sont généralement pas isomorphes. Il en est
difféeremment dans les espaces de Hilbert. H' est semi-isomorphe a H, H" est semi-isomorphe a H',
donc isomorphe (et isométrique) a H, ce qui permet d'identifier H" a H. Un espace normé
isométrique a son bidual est dit réflexif.

4- Adjoint d'un opérateur continu

Soit (H, <|>) et (L, (])) deux espaces de Hilbert, et u une application linéaire continue de H dans
L. On rappelle que u est alors lipschitzienne et que la norme de u subordonnée aux normes de H et L
est le plus petit réel, noté ||| u |||, tel que :

v xeH, luG) I <{lu i1l
Pour alléger, on notera || u || plutét que ||| u |||.

Pour tout y de L, I'application ¢ : x € H— (y | u(x)) est une forme linéaire, continue en raison de
I'inégalité de Schwarz. En effet :

[ TueD] <y Iue) <y IHu I x I

donc ¢ est lipschitzienne de rapport ||y || || u ||. D'aprés le théoréme de représentation de Riesz, il
existe un unique €lément z de H tel que :

VXxeH, oX)=<z|x>
Autrement dit :

VxeH,(y|u®X)=<z|x>
z dépend de y et on définit ainsi une application de L dans H, notée u*, telle que z = u*(x). On a
donc :

VxeH, Vyel, (y|u(x)=<u*(y)|x>

PROPOSITION
Soit u une application linéaire continue d'un Hilbert (H, <, >) vers un Hilbert (L, (, )). Alors il
existe une application u* de L dans H telle que :

VxeH, Vyel, (y|u(x)=<u*(y)|x>
u* est une application linéaire continue appelé opérateur adjoint de u. Pour tout opérateur
continu u et v de H dans L, et tout scalaire A, ona :

(1) (U+v)*=u*+v*

(ii) (Au)* = Au*

(iii) (u*)*=u

(iv) (UoV)*=v*ou*

(V) Si u est inversible d'inverse continu, alors (u™)* = (u*)™*
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(vi) [Full=]u=]

. _ 2
(vii) fueulf=lull
Dans le (iii), (u*)* se note aussi u**. Dans le (vii), u* o u a été abrégé en u*u.

Démonstration :

O La démonstration de la linéarité de u* et des points (i) a (v) s'adapte facilement de celle donnée
dans L3/HERMTN.PDF pour les endomorphismes d'un espace hermitien de dimension finie, et qui
n'utilise pas les matrices. La seule différence dans le cas hilbertien est qu'il faut ajouter dans les
hypotheses la continuité des applications linéaires pour pouvoir appliquer le théoreme de
représentation de Riesz et justifier I'existence de I'adjoint, et que nous supposons également que les
espaces de depart et d'arrivée ne sont pas nécessairement les mémes. La continuité de u* est
montrée dans le point (vi) et peut-étre temporairement admise lors du point (iii) (on en a besoin
pour savoir que (U*)* existe).

Q (vi) PourtoutydelL,ona:
[ u*(y) > = <u*(y) | u*(y)> = <y |uu*(y)> réel positif ou nul
<y I uu*y) || d'aprés I'inégalité de Schwarz
<Py IHFu i Fu*(y) I

donc [lu*() <y l1lull
ce qui prouve la continuité de u* ainsi que || u* || < || u ||. Appliquant cette inégalité a u* elle-méme,
on obtient :

) (<ol
donc |ul[<]u*| car (U*)*=u
donc, finalement || u || = || u™ |.

Q) (vii) Pour toute application linéaire continue u: E — Fetv: F — G, on sait que :
[voull<fullllvl

(Voir L2/EVNORME.PDF). Donc |[u* o u|[<[[u|[]Ju* | =[|u | car [|u* || = u].

Pour I'inégalité inverse, écrivons que, pour tout x de H :

1u) 1 = N (u(x) [ u() =~/<u*u(x) | x>
<Nl u*u)
<NILuu I F = ~Tu*u x|
donc |lufl <]l u*ull.

donc, finalement, || u*u || = || u |*

EXEMPLES :
0 Soit H=L = R? aun réel quelconque et p : (;) - (X an). On aalors p* : (;) - (X ) En

aX
(X) (X') :
, y y' ’ '

ARG L)L)
O

X X—a
(=1 6 Ji=lx-ayl =
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1
<|| (;) Il (_ a) I d'aprés I'inégalité de Schwarz
X
<=2 1))
1
avec éegalite pour (;) = (_ a)' Donc || p||=+1+ a.

De méme :

X X
|| p*(y) 1= (_ ax) I=x[1+a’
X
<1+ (y) I
avec éegalite pour (;) = (é) Donc || p* || =1 + a’ = lpll-

O Soit H = I*(R) et u I'application de suppression des termes d'indice impair, définie par :

U: X — U(X) = (Xo, X2, X4y «vy X2n, ..)
ona:

<y |u(x)>= ZOXZnyn = <u*(y) | x>
n:

avec U*(y) = (yO; Ol y1| Ol y21 ey 01 Ym 01 Yn+11 01 -'-)
On pourra vérifier que |[u || = || u* || = 1.

DEFINITION
Soit u un endomorphisme continu d'un espace de Hilbert H. On dit que u est auto-adjoint si u = u*.
On dit que u est unitaire si uu* = u*u = Id. On dit que u est normal si uu* = u*u.

Dans le cas des endomorphismes unitaires, on a comme dans le cas de la dimension finie (voir
L3/HERMITN.PDF) I'équivalence entre :

() VxeE [JuX) || =|x]|l (uest une isométrie)
(i) V (x, y) € E% <u(¥) [u(y)> = <x | y>
(iii) u*u = Id

car la démonstration n'utilise pas la dimension de I'espace. Mais en dimension infinie, la condition
(iii) ne suffit pas a conclure que uu* = Id. Il faut le rajouter dans I'hypothese.

EXEMPLES :
O Pour H = IA(K), avec K = R ou C, et u la fonction d'annulation du premier terme, définie par :

U X = (X0, X1, «ey Xny -o.) = UKX) = (0, X1, ...y X, )

ona:
<y |u(X)>= 2 Vn Xn ou simplement Y ynx, si K=R
n=1 n=1
= <u(y), x>

donc u* = u et u est auto-adjoint.
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O Soit H=I1AK) et u lapplication de décalage qui, & X=(Xo, X1, ..., Xn, ...), associe
u(x) = (0, Xo, X1, ..., Xn, ...). Alors :

<y [u(X)>= D Vn Xn1 ou simplement > yx, 1 Si K =R
n=1 n=1

= 2. Yne1 Xn = <U*(Y), x>
n=0

avec u*(y) = (y]_, Y2, coiy Yty )
u* est lI'opérateur de suppression du premier terme. On a u*u = Id mais uu* est I'application qui, & x,

associe la suite (0, X1, ..., Xn, ...). Ainsi, uu* = Id. u est une isométrie mais n'est ni unitaire ni
normale.

Q Soit H = I(K), (an)ney UNe suite bornée, et u l'application :
U X = Xn)nen = UKX) = (@nXn)nen

u est continue car, pour tout X, || u(x) || = > |anka|® < Sup {|an|, n € N} x| x|
n=0

Ona:
<y | u(X)>= > Vn anXy ou simplement Y yhanXx, si K=R
n=0 n=0
= <) | x>

avec U*(y) = (an Yn)neny OU Simplement (anyn)nen Si KK = R.. Par consequent, u = u* si K= R. Ce
n'est plus le cas si K = C et si au moins I'un des a, est non réel, mais on a alors uu* = u*u, donc u
est un opérateur normal.

Il : Bases de Hilbert

1- Définition
Soit H un espace de Hilbert. On appelle base de Hilbert ou base hilbertienne une famille (&;)ic

orthonormée maximale, c'est-a-dire pour laquelle il est impossible de trouver un vecteur unitaire qui
soit orthogonal a tous les e;.

EXEMPLES :
O Dans un espace euclidien ou hermitien (de dimension finie), une base orthonormée usuelle est
une base de Hilbert.

Q Dans I’(R), les suites e, = (0, 0, ..., 0, 1, 0, ...) ou le 1 se trouve en n-éme place, n > 0, forment

une base de Hilbert. Elles forment en effet une famille orthonormée. Cette famille est maximale, car
Si X = (Xn)ney €St UN élément de I>(R) orthogonal & tous les ey, alors :

v n,0=<x|e>=x,
donc x =0.

-15-



Elle ne forme pas une base algébrique au sens usuel du terme puisque le sous-espace vectoriel
qu'elle engendre est I'ensemble des combinaisons linéaires finies de ces vecteurs, i.e. I'ensemble des
suites nulles a partir d'un certain rang.

O Considérons I'espace E des fonctions 2n-périodiques, de carré intégrable au sens de Lebesgue sur

[0, 2x], & valeurs complexes, muni du produit scalaire <f | g> = Zi JZ’T f(t)g(t) dt. Cet espace est
T
0

adapté a I'étude des seéries de Fourier (voir L3/FOURIER.PDF). Les fonctions (ei”X)nEZ forment une
base de Hilbert. En effet, elles constituent une famille orthonormée qui engendre les polynémes
trigonométriques. Or les polynémes trigonométriques sont denses dans l'espace des fonctions
continues 2r-périodique pour la convergence uniforme (théoréeme de Weierstrass, démontré dans le

chapitre L3/FOURIER.PDF). Mais la norme euclidienne || f || = /<f | f> est majorée par la norme de
la convergence uniforme || f .. = Sup {|f(t)|, 0 <t < 2x}. En effet :

1 2n 1 2n
ww«mx\ﬁﬂlw%$ﬁgjwwmwm
0 0

Donc toute suite convergente pour la norme uniforme converge vers la méme limite pour la norme
euclidienne. Donc toute partie dense pour la norme uniforme est dense pour la norme euclidienne.
Donc I'ensemble des polyndmes trigonométriques est dense dans I'espace des fonctions continues
2n-périodiques pour la norme euclidienne. Mais l'espace des fonctions continues 2r-périodiques est
dense pour la norme euclidienne dans E (voir L3/LEBESGUE.PDF). Donc I'ensemble des
polynémes trigonométriques est dense dans E. Soit alors une fonction f élément de E, orthogonale a
toutes les fonctions e"™. Par combinaison linéaire, f sera orthogonale a tout polyndme
trigonométrique, puis par densité et passage a la limite dans le produit scalaire, f sera orthogonale a
toute fonction de E donc a elle-méme. Donc f = 0 et I'on a ainsi montré que (e"™)n, est une base de

Hilbert. Dans le chapitre L3/FOURIER.PDF, on a tenu un raisonnement comparable mais en se
limitant aux fonctions f continues par morceaux.

O Considérons un intervalle [a, b], u une fonction continue strictement positive et intégrable sur
Ja, b[, et C°([a, b]) I'espace des fonctions continues sur [a, b] & valeurs réelles muni du produit
b

scalaire <f | g>= | f(t)g(t) u(t) dt. Notons H I'espace de Hilbert obtenu par complétion de C°([a, b])

a
pour la norme euclidienne || || associée & ce produit scalaire. H est I'espace L%(]a, b[, ) des
fonctions de carré intégrable sur ]a, b[ pour la mesure p(t) dt.
Le théoréme de Weierstrass énonce que toute fonction élément de C°([a, b]) est limite d'une suite de
polynémes pour la convergence uniforme || || (ce théoréme est démontré en annexe du chapitre
L3/METRIQUE.PDF). Or, pour tout f de C°([a, b]), ona:

|MF4q%ﬁmngfmewuwmm/fwm

Donc, comme ci-dessus, I'espace vectoriel R[X] des polynémes (condondus avec les fonctions

polynomiales associées) qui est dense dans C°([a, b]) pour la || |l I'est aussi pour la norme
euclidienne. Et puisque C°([a, b]) est dense dans L%(]a, b[, n) pour la norme euclidienne, R[X] est
dense dans L?(]a, b[, p) pour la norme euclidienne. Une fonction de L*(]a, b[, 1) orthogonale &
R[X] sera aussi orthogonale & L%(]a, b[, p) par continuité du produit scalaire, donc sera nulle. On a
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donc R[X]* = {0} dans L?(]a, b[, w). Si on orthonormalise la base canonique de R[X] par

récurrence au moyen de la méthode dorthogonalisation de Gram-Schmidt (voir
L1/ESPEUCL.PDF), on obtient une base orthonormeée pour le produit scalaire précédent qui est
maximale, puisque toute fonction orthogonale a cette base sera orthogonale a R[X] donc sera nulle.

Ainsi, une base de R[X] orthonormée pour le produit scalaire précédent est une base de Hilbert de
L2(Ja, b[, ). On trouvera une étude plus compléte des familles de polynémes (Pn)ney Orthogonaux

pour diverses expressions de p dans le chapitre L2/POLORTHO.PDF. Les deux cas les plus
classiques sont les suivants :

]a, b[ u Polyndmes de Pn(t) (& une constante pres)
n
[-1, 1] 1 Legendre % t-1)"
L1 Tchebychev z( n )t“k - 1)¢
’ \/1 -t k>0 2k
PROPOSITION

(i) Tous espace de Hilbert posséde une base de Hilbert.

(it) Toutes les bases de Hilbert d'un méme espace de Hilbert ont méme cardinal.

(i) Si on se donne une famille de vecteurs orthonormés d'un espace de Hilbert, cette famille
peut étre complétée en une base de Hilbert.

La démonstration de ces affirmations est admise. Elle repose sur I'axiome du choix, qui permet sous
certaines conditions de prouver I'existence de parties maximales.

Le (i) est I'équivalent dans les espaces de Hilbert de I'existence des bases algébriques dans les
espaces vectoriels de dimension finie.

Le (ii) est I'equivalent dans les espaces de Hilbert de la notion de dimension dans les espaces
vectoriels de dimension finie (égale au cardinal de n'importe quelle base).

Le (iii) est I'équivalent dans les espaces de Hilbert du théoréme de la base incompléte.

2- Décomposition d'un vecteur

PROPOSITION
Soit H un espace de Hilbert et (g;)ic; une famille orthonormée de cet espace. Il y a équivalence
entre :

Q) La famille (gj)ic est une base de Hilbert de H.

(i) Vect((ej)ic)) est dense dans H.

(iii) VxeH, x=) <e|x>e (égalité de Parseval)

iel

(iv) VxeH|[x[P=X|<e|x>|? (identité de Bessel)

iel

(V) YV (xy)eH, <x|y>=3 <e[x> <ei| x>

iel
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Dans le (ii), Vect((e)ic)) désigne l'ensemble des combinaisons linéaires des e;j, c'est-a-dire

I'ensemble des Y_ Aie;, J étant une partie finie quelconque de I.

iel

Le sens a donner a a = Y a; dans le (iii), le (iv) et le (v) est celui des familles sommables (voir le

iel

chapitre L2/SERIES.PDF). On dit que (aj)ic| est sommable de somme a élément de H, R ou Cssi :

Ve>0,3Jfini, vKfininl ||la- Y a<e
ieK
L'intérét de cette notion est qu'elle peut s'appliquer & une famille d'indices I fini, infini dénombrable
ou infini non dénombrable, et que la somme a ne dépend d'aucun ordre particulier sur lI'ensemble
des indices. On montre que la somme a est unique et que, si (aj)ici et (bj)ic; SONt sommables, alors

(ai + Ab;)ic I'est, et z (ai + Aby) = Z a; + A Z b;.

iel iel iel

o0 o0
Dans le cas ou | = N (respectivement | =Z), ona >, a; = Y an, (respectivement >_a; = Y_ an), avec
iel n=0 iel n=—o
de plus le fait que les termes de la somme peuvent étre permutés sans changer la valeur de la
somme. On dit que la série est commutativement convergente.

Démonstration :

Q (i) = (ii) : notons F I'adhérence de Vect(ej)ic. Dire que la famille (gj)ic est une base de Hilbert,
c'est dire que le seul vecteur orthogonal a tous les e; est le vecteur nul. C'est donc dire que
(Vect((eien))" = {0}. Mais Vect((e)ic) = F, donc F- = (Vect((e)ic))" = {0}. Mais F est fermé,
dans un espace de Hilbert, donc F = (F1)" = {0}" = E, ce qui prouve que Vect((e;)ic)) est dense dans
H.

Q (ii) = (iii) : Soit x élément de H et £ > 0.

Comme Vect((ej)ici) est dense dans H, la boule B(x, €) intersecte Vect((j)ici). Soit y un élément de
cette intersection. On adonc || x —y || < &, et y est combinaison linéaire des e;, i.e. il existe une partie
finie J de I telle que y appartienne a Vect((e)ic,).

Soit K fini contenant J. Soit z= >, <e;j|x >e;. z est le projeté orthogonal de x sur le sous-espace
ieK
vectoriel de dimension finie Vect((e)ick), et y appartient a ce sous-espace vectoriel puisque J < K.
Par conséquent x — z est orthogonal a z —y. Donc, d'aprés le théoréme de Pythagore :
2 _ 2 2

Ix=ylI"=lIx=zl"+[lz-yl
donc

Ix=zll<llx-yl<e
On a prouveé que :

Ve>0,3Jfini, VKfiniol, |[x- 2 <e|x>ei|<e
ieK
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ce qui prouve que la famille (<e; | x> €;)i<; est sommable de somme x, et donc que x = < e | X > &;.

iel

Q (iii) = (iv) : Soit ¢ > 0, et J fini tel que, pour tout K fini contenant J, || x— > <ej|x>ej| <e.
ieK

Posonsz= Y <e;j|x>eg;, desorte que || x—z || <e.
ieK

Onade plus:
Izl -lxI<Ixl-Nzll <llx—zl<e
donc |z x| +e
donc |[x|[+z||<2]|x]| +¢
donc [P~z IP[=[IxII—Nzll Axl+1zl)<e@] x| +e)

2 , - ,
avec ||z = |<ei | x>| car les ej sont orthonormés et la somme est finie. Pour tout &' > 0, on peut
ieK

choisir ¢ suffisamment petit pour que &(2|| X || + €) < &', et, appliquant ce qui précéde, on a trouvé J
fini tel que, pour tout K fini contenant J :

2
IxIF = X |<ei|x>] | <&
ieK
. 2
Cela prouve que la famille |<ei | x>| est sommable de somme || x |I?, et donc que :

IXIP=X |<e | x|

iel

Q (iv) = (v) se montre en utilisant une identité de polarisation. Dans le cas réel, on a :

Xy P =Ix P =y P
< > =
x|y 2

=2 (T <ei|x+y?-Y <ol - Y <e|y>)  dapres (iv)

iel iel iel

=2 (X (<eie + <e[y>) - X <e 07 X <ei] y>)

iel iel iel

=) <ej|x><ei|y> apres développement du carré et simplification
iel

Dans le cas complexe, on procede de méme avec une formule de polarisation sur C, telle que :

1 : : : :
<X|y>:Z(IIXWIIZ—IIX—YIIZ—I||X+IYI|2+IIIX—IVIIZ)
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(Voir L3/HERMITN.PDF). On procéde ensuite comme pour le cas réel, méme si les calculs, laisses
au lecteur, sont un peu plus fastidieux ici.

Q (v) = (iv) en prenant x = y.
Q (iv) = (i) car si x est orthogonal a tous les e;, alors (iv) donne || x || = 0 donc x = 0.

EXEMPLES :
O Dans le cas ou H est I'espace de Hilbert des fonctions 2n-périodiques de carré intégrable au sens
de Lebesgue sur [0, 2x], avec sa base de Hilbert (e™),.,, la proposition prouve que, pour tout f de

H,ona:

f= Z <einx | > einx
neZ

qui est la décomposition de f en série de Fourier, la convergence ayant lieu au sens de la norme
euclidenne, dite aussi dans ce contexte norme de la convergence en moyenne quadratique. Dans le
chapitre L3/FOURIER.PDF, on s'est borné a montrer cette égalité pour les fonctions 2r-périodiques
continues par morceaux.

0 Si H = L?(a, b[, p) et si (Pn)neyn désigne une famille de polynémes orthogonaux pour le produit
scalaire défini par u, on a, pour tout f de H :

Z <Pn, f>
la convergence ayant lieu au sens de la convergence pour la norme euclidienne.
Considérons par exemple ]a, b[ = ]-1, 1[ et u(t) = 1 Une famille de polyndmes orthogonaux

V1-t

. . ., " n "
pour le produit scalaire associé est celle des polyndmes de Tchebychev Pu(t) = >’ (ij 2K (£2 — 1)*.
k>0

<|Pn, ﬁ> Pn,

projection orthogonale de f sur Rs[X], dont la valeur en t vaut approximativement

3.091392547t — 4.753314065t° + 1.668517899t°, ainsi qu'en bleu le graphe de la fonction
3.3

nt — n6t 7112t0 partie principale a I'ordre 5 du développement limité de f en 0. On n'a pas représenté

le graphe de f qui se distingue fort peu de celui de son projeté orthogonal. L'approximation de f par

son projeté est excellente :

Soit f(t) = sin(xt). On trace ci-dessous en rouge le graphe de la somme partielle Z
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O Si on regarde attentivement la démonstration, on peut voir que les implications (ii) = (iii) = (iv)
< (V) = (i) sont valides dans tout espace préhilbertien. La seule implication utilisant le fait que H
est un Hilbert est (i) = (ii).

Cette derniere implication peut étre fausse dans un espace préhilbertien qui n'est pas un Hilbert.
Dans les exercices de L2/POLORTHO.PDF, on donne l'exemple suivant. On munit l'espace

vectoriel des polyndmes R[X] du produit scalaire <> a,X" | > b,X" > = > a,b,. On consideére la

n>0 n>0 n>0

forme linéaire w sur R[X] définie par w(> aX") = -

. On pose G = Ker(y), hyperplan de
k=0 ok +1

R[X]. On montre que :

v est continue, donc G est fermé dans E.

G- ={0}

Une base algébrique de G est {(n + 1)X" -1, n>1}.
A partir de cette base algébrique, on peut construire par récurrence une base algébrique orthonormee
(en)n=1 de G par le procédé d'orthogonalisation de Gram-Schmidt. Cette famille forme alors une
famille orthonormée de R[X], maximale car G = {0}, mais telle que Vect((e)n=1) st non dense

dans R[X], puisque Vect((en)n>1) = G et que G est fermé dans R[X] et différent de R[X].

La proposition qu'on vient de montrer permet d'associer a tout x de H la famille (<e; | x>)i), cette

. . . 2
famille permettant de reconstituer x = > <e; | x> e;. De plus cette famille est telle que (| <ej | x>| )iel

iel
est sommable d'aprés l'identité de Bessel (iv). Définissons I°(l, K) comme l'espace vectoriel des

f L1z . 2
familles (aj)ic; d'éléments de K = R ou C telles que la famille (|ai|)ic; est sommable.

PROPOSITION (théoréme de Riesz-Fischer)
Soit H un espace de Hilbert sur K de base de Hilbert (e;)ici. Alors H et I(1, K) sont isométriques.
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Démonstration :
O L'application x € H — (<e; | x>)ici € 141, K) est linéaire et est une isométrie de H dans son

image, en vertu de l'identité de Bessel. En particulier, elle est injective.
Il suffit de montrer qu'elle est surjective. Soit (a;)ic; une famille de scalaires de carré sommable :

A=Y |al

iel
Pour tout entier n strictement positif, il existe une partie finie J, telle que, pour toute partie finie K
contenant J, :

A=Y laf]<2
ieK n

En particulier, on peut choisir la suite (J,) croissante, quitte a remplacer J, par sa réunion avec tous
les Jx, k < n, puisque cette opération respectera I'inégalité précédente. De plus, si L est une partie
disjointe de J,, on a, en prenant K =L U J; :

A-3 laf*- 3 laff <t

i - n
ieL iedy

o Ylal-|A-X |al|<[A-X |a]* - 2 |aif

ieL iel, ieL iel,

donc X |afP<|A-3 |alll+]|A-Y |a]*- X |aif?

ieL iel, ieL iel,

IA
SN

Posons X, = Y a; &j. Montrons que (x,) est une suite de Cauchy. Pour tout p > n, on a J, inclus Jp et :

ieJn
Xp—Xn= D @i€i— 2 a6i= D ae
ier iel, ier\Jn
donc

|| Xo — Xn IP= X |ai|2 car les e; sont orthonormés

car L = Jp\ J, est disjoint de J,

Donc :
Ve>0,I3N,Vn2N,Vp=N,|X—X|<e

Il suffit de prendre N tel que % < €% La suite (x,) étant de Cauchy, et un Hilbert étant complet, la

suite converge vers un élément x de H. Montrons que, pour tout i, a; = <gj | x>. Ona:
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a;sii el

<@ | xp> = .
v 0, <ei| X [Osmon

Si i appartienta \U J,, alors A N, i € Jy et, puisque la suite (J,) est croissante, ¥V n > N, i € J,, donc :
n=1

v n>N, a =<ej| Xp>
donc, en faisant tendre n vers l'infini, le produit scalaire étant continu, a; = <ej | x>.

Si i n'appartient pas a \U J,, on a V n, <g; | X,> = 0, donc, en faisant tendre n vers l'infini,
n=1

<ej | x>=0. Montrons qu'on a également a; = 0. Considérons la partie L = {i}. Pour tout n, L est
disjointe de J,, donc :

lail? = Y | s% inégalité valide pour toute partie L disjointe de J,

jeL

Ceci étant vrai pour tout n, on a bien a; = 0.

Ainsi, on a bien montré que V i, a; = <e; | x>. On a donc bien x =D’ <e; | x> & = 2 a; €; et I'image de

iel iel

H est bien I°(1, X), I'antécédent de (a;)ic; € 1%(1, K) étantx = Y a; & € H.

icl

Ce théoréme montre que I%(1, K) est le modéle universel de tout espace de Hilbert sur le corps K
dont une base de Hilbert a pour cardinal I, une fois une telle base choisie, de méme que R"
(respectivement C") est le modéle de tout espace euclidien (respectivement hermitien) de dimension

n, une fois une base orthonormée choisie. Le cardinal d'un ensemble | d'indices d'une base de
Hilbert joue donc, pour les espaces de Hilbert, le méme role que la dimension pour un espace
vectoriel de dimension finie.

Annexe : Hyperplan fermé d'orthogonal nul

1- Théoréme général
Les exemples d'hyperplans fermés d'orthogonal nul, donnés dans le I-1), relévent de la situation
générale suivante. Soit E un espace préhilbertien non complet sur R (pour simplifier, sans avoir a se

N
préoccuper de la semi-linéarité). Soit H = E son complété, qui est un espace de Hilbert. Soit v un
élément de H \ E (et donc en particulier v = 0), et ¢ la forme linéaire définie sur E par :
Vx e E, p(X) =<v | x>

¢ n'est pas identiquement nulle, car sinon v serait orthogonal & E, donc a son adhérence par
continuité du produit scalaire, donc a H car E est dense dans H, donc v serait nul.

¢ est continue car :
vx e E [o0] =|<v x> <[ villix|
donc [ell<[v]
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On considére enfin F = Ker(¢) = {x € E, <v | x> = 0}, hyperplan de E. Si on note {v}* I'orthogonal
de v dans H, F n'est autre que E n {v}*. F est dense dans {v}*. En effet, soit z élément de {v}*-. E
étant dense dans H, il existe une suite (w,) de E telle que lim w, =z. Prenons un élément u de

N—»o0
E \ Ker(p). Considérons alors la suite (w, — % U)nen- Cette suite est incluse dans Ker(o) et :
¢
lim (wo—2W0) ) = Jim w, - VLW,
N—0 o(u N—>o0 o(u)
=7 <—Vlz—>u:z puisque v L z

 o(u)

PROPOSITION
Avec les notations précédentes :

(i) : Le théeoréme de représentation de Riesz n'est pas valide dans E.

(ii) : Ker(op) est fermé, et son orthogonal dans E est nul.

(iii) : Bien qu'il n'existe pas dans E de droite orthogonale a Ker(op), on peut trouver dans E
des droites suppléementaires de Ker(¢p) aussi proches que I'on veut de I'orthogonalite.

v

vl

(iv) : Pour tout w élément de E, la distance d(w, Ker(op)) est égale a
V) lell=1vI

Démonstration :
Q (i) : Le théoréme de représentation de Riesz n'est pas valide dans E.
Il n'existe aucun élément w de E tel que : V x € E, (x) = <w | x>.
Par I'absurde, si un tel w existait, on aurait :
VXxeE, <w|x>=<v]|x>
donc VxeH,<w|x>=<v|x> carE estdense dans H et le produit scalaire est continu
donc w=v
mais v n'est pas élément de E.

Q (ii) : Ker(ep) est fermé, et son orthogonal dans E est nul.
Ker(¢p) est fermé car ¢ est continu.
Montrons que son orthogonal dans E est nul. Supposons par l'absurde qu'il existe un élément w de
E, non nul tel que w L Ker(¢p). Ker(¢), noyau d'une forme linéaire non nulle, est un hyperplan de E,
et Vect(w) est une droite supplémentaire de Ker(¢). Donc E = Ker(¢p) ® Vect(w), tout x de E se
décomposant sous la forme :
=y 0(X) 4 0(X) _9(x)

X = (X ow) w) o(w) W avec X ow) w e Ker(o)

On aurait alors :

<W | x>=<w | °() w> carw L Ker(op)

_ 00y P
2ol iwi

w w
donc (p(x):ﬁv—||)z<w|x>:<|—|(%v—”)zw|x>
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On aurait alors trouvé z = I_;P_V(VV_\lll)Z wtelque:z e Eet VX € E, o(X) = <z | x>. Mais nous venons de

voir qu'une telle fonction n'existait pas. D'ou une contradiction.

Q (iii) : Bien qu'il n'existe pas dans E de droite orthogonale a Ker(g), on peut trouver dans E
des droites supplementaires de Ker(p) aussi proches que I'on veut de I'orthogonalité.
Soit w un vecteur non nul de E. Pour tout x de Ker(p), le cosinus de I'angle entre x et w vaut

—|—”TNW” ”X;” Mesurons le défaut d'orthogonalite de w avec I'hyperplan Ker(p) par la quantité

<w | x>
Su {||| Wil |” x € Ker(o) \ {0}}. Montrons qu'a défaut de trouver un élément non nul
de E orthogonal a Ker(¢), on peut trouver pour tout € > 0 un w élément de E tel que :
S {|<W ! Ker(p) \{0}}
up Gi— o X € Ker(o <g
(NANRY

En effet, E etant dense dans H, il existe une suite (Wn)n<p dans E qui converge vers v. Comme v # 0,
on peut supposer qu'il en est de méme des w,. Décomposons w, dans H en :

Wn:ElD%LV + (Wn— EXD%L V)

vl

avec Wp — <—|V|\%£ﬁ v élément de {v}*. On a, pour tout x de Ker(o) :

| <wn | x>] < >
" -1 awy = I AWe> s
W ([l I wa (X [Vl
car <v, x> = 0 puique x est élément de Ker(¢p)
1 <V | w,>
<y - L2
Il wa [l X vl

d'apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz

1 <v | wp>
| w —Lr” vl

=Tl v
Le majorant est indépendant de x. On a donc :
<Wp | X>
Su {| X |xeKer(cp>\{0}} < h g - Sy
[wa [ X1 [l wa | v

Le majorant tend vers 0 quand n tend vers l'infini. Il peut étre rendu inférieur a € > 0 donné pour n
assez grand. Pour un tel n, w, est un vecteur w qui convient.

U (iv) : Distance d(w, Ker(o))
Puisque Ker(p)" = {0} dans E, il en résulte également que la notion de projecteur orthogonal sur
I'nyperplan Ker(¢) n'est pas definie.
On peut aussi montrer directement que, pour w élément de E \ Ker(¢), il n'existe pas d'élement wy de
Ker(o) telle que la distance d(w, Ker(¢p)) de w a Ker(¢p) soit égale a || w — wg ||. Si un tel élément wq
existait, on aurait, pour tout x de Ker(o) et tout A reel :
d(w, Ker(o)) < || w —wp— Ax|| car wo + Ax € Ker(op)
[lw —wo || < [|w—wo—Ax]|
<W — W | W —Wp> = <W — Wp — AX | W — Wp — AX>
<W —Wp | W—Wp>=<W — W | W—Wp >—2A<W — W | X> + A2<x | x>
-25-
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& 2h<w—wo | x> = A%<g | g>
Pour A non nul, on simplifie par A, puis on fait tendre A vers 0. On obtient <w — wg | x> = 0, donc

w — Wy L Ker(¢). On aurait ainsi trouvé un elément w — wp non nul orthogonal a Ker(¢), ce qui est
impossible dans E. Ainsi, la borne inférieure d(w, Ker(¢)) n'est pas atteinte.

|| ||

a E. En effet, pour tout x dans Ker((p) donc dans {v}*, on a, dans H :

Montrons que d(w, Ker(p)) = , cette valeur nécessitant de faire appel a I'élément v extérieur

> \
avec w — V w v —x orthogonal a v

vl

<V |w> <V |w> 2
||—|—2— IIW——Lz—V x|
v vl

d'aprés le théoreme de Pythagore

S <v W> |<V|W>|2

CIvIP

|<v|w>|

donc V x € Ker(p), |w—x]| > v

v o

v

Par ailleurs, si (Wn)ney €St une suite de E qui converge vers v et si on considére la suite

donc d(w, Ker(op)) >

(w— ow) Whn)nepys ON remarque que cette derniére suite est dans Ker(e), donc pour tout n :

¢o(Wn)
d(w, Ker(e)) < [|w - (w —S%M) w) |
o(w)
<l 2k wl
o(w)
(P(Wn)

<v|w>
[ wa |

<V | wy>

<v | w>

<v|v>

<

[l l

<

< ws|

vl

et le majorant tend vers

Ivil=

quand n tend vers l'infini. Donc :

| <v | w>|

v

D'ou I'égalité cherchee.

d(w, Ker(p)) <

O (v) : Norme || o ||
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Onavuquel| o[ <[ Vv|. Montrons qu'on a I'égalité. Prenons la encore une suite (Wn)ney de limite v

| o(wy)| | o(w)|
Al puisque || ¢ || est la borne supérieure des T
n

décrit E. Passant a la limite, on obtient :

ol im o)l [ <viwes| _|<vv>]
“noo [Wall T nseo [wall v

d'ou I'égalité annoncee. La aussi, on a besoin d'un élément extérieur & E pour donner une valeur a

el

et ne s'annulant pas. Ona | o || > quand w

. o(w) \ : 14
|l @ || comme borne supérieure des W ”|, w € E, ne peut étre atteinte en un élément w de E. Par
, o . o) _|<viw|
I'absurde, si tel était le cas, on aurait | v || =] ¢ || = = et donc |<v|w>| = ||v[w].

Twi — fwll
Or cette derniére égalité a lieu si et seulement si v et w sont colinéaires (cas d'égalité dans l'inegalité
de Cauchy-Schwarz, voir L1/ESPEUCL.PDF), ce qui est exclu puisque w appartient a E et pas v.

v w>| [e(w) - o(w)

| | = | | et|| ¢ || = v | entraine que d(w, Ker(op)) —| |
v v loll

Dans les exercices du chapitre L2/ZEVNORME.PDF, on montre que cette relation est vérifiée par

toute forme linéaire continue ¢ dans tout espace vectoriel normé. On y montre aussi que la borne

inférieure d(w, Ker(o)) est atteinte si et seulement si la borne supérieure || @ || est atteinte.

Le fait que d(w, Ker(p)) =

2- Exemples
QO Soit E I'espace vectoriel des suites nulles a partir d'un certain rang, muni du produit scalaire
<(an) | (bn)> = > abn. Son complété H est I'espace de Hilbert I?(R). Prenons ¢ la forme linéaire

n>0

définie sur H par ¢((an)nen) = ( )nen- ON aCH :

n+1
o(@)=<v|a>
avec a = (an)ney €LV = ( )nEN v est bien élément de H car X —11)2 converge. Par contre, v

(n+

n‘appartient pas a E.
Cet exemple est présenté sous une forme un peu camouflée dans les exercices de
L2/POLORTHO.PDF, ou I'on identifie E a I'espace vectoriel R[X] des polynémes sur R.:

@)nen € E> P =Y a,X" € R[X]
n>0

On y montre que le noyau de ¢ est fermé, d'orthogonal nul, conformément & ce qui est décrit
précédemment.

n
Les droites "presque" orthogonales a Ker(¢p) sont dirigées par les polyndmes | X somme

n>0 1

constituée d'un nombre fini, mais aussi grand qu'on veut, de termes. Plus on prend de termes et plus
on s'approche de I'orthogonalité.
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> 1 ol _=m
Ona = = ==,
o=\ /%—z(nﬂ) > NG

1
O Soit E = C°([0, 1]) muni du produit scalaire <f | g> = J f(t)g(t) dt. Son complété H est I'espace
0
1/2
de Hilbert L%([0, 1]). Soit ¢ la forme linéaire sur H définie par o(f) = J f(t) dt. On a ici

0
¢(f) = <v, f> ol v est la fonction élément de H \ E définie par :

1six e [0, 1/2]
V) =| 0six e ]%, 1]

Dans E, Ker(o) est fermé et son orthogonal est nul.
Les droites "presque" orthogonales a Ker(¢) sont par exemple dirigées par des fonctions du type :

. 1
1 L
SIte[O,Z]
t 1 . 11
g =| —*lto site[5,5+ ¢l avece >0
0 Site[%"‘&l]

Plus ¢ est petit et plus on s'approche de I'orthogonalité. On ne peut prendre € = 0 car g cesse d'étre
continue.

1
Onallel=-%

\/5'
Exercices

1- Enoncés
Exo.1) Projection sur un convexe fermé d'un Hilbert
a) Soit C un fermé convexe (ie. Vae C,Vbe C, Vte[0,1], (1 -ta+th e C)dun
espace de Hilbert H. Montrer que, pour tout x de H, il existe un unique élémenty de C tel que :
dix, F) = x-y

On pourra justifierque : V.n e N*, 3y, € C, || x—yn || <d(x, F) + % puis montrer que la suite (y,)

est de Cauchy en considérant I'élement z = LZXQ et en utilisant la formule du parallélogramme :

lu+vF+lu-v[F=2[ul?+2] v’
sur des vecteurs u et v bien choisis.

b) On note p(x) I'élément y ainsi défini. Montrer que, pour tout z élément de C,
Re(<x —p(x) | p(x) —z>) > 0. On pourra considérer les éléments de C de la forme (1 — t)p(x) + tz,
t €0, 1].

¢) Montrer que p est une application 1-lipschitzienne.

Exo.2) a) Soit E un espace de Hilbert sur K = R ou C, F un sous-espace vectoriel fermé et x un
vecteur n'appartenant pas a F. Montrer gu'il existe un unique couple (y, L) € F x K tel que :
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y+Ax e F
<x |y + Ax> est un réel strictement positif
[y +2ax|=1
b) Montrer que le résultat précédent peut étre faux si E n'est pas un Hilbert.

Exo.3) Inégalité de Hardy pour les séries
Soit a = (an)ns1 élément de I°(R) et soit b = (by)ns1 la suite définie par :

+.. 0+
vnz1b,=8t T

(On fait ici commencer les indices a 1 pour des raisons de commodité). On se propose de montrer
queb e ’(R) etque|/b|<2]| al. On pose c, = by’ — 2anby.
a) Montrer que, pour tout n > 2, ¢, < (n — 1)by_1% — nby?

n n
b) En déduire que > b <23 acby
k=1 n=1
c) Conclure.
d) On définit ainsi un opérateur continu u : a € I>(R) — b e I*(R). Montrer que || u || = 2, ou
| u || désigne la norme de u subordonnée & la norme euclidienne de I°(R). Pour cela, on pourra

considérer la suite a = (%)m et son image par u, en prenant o élément de ]%, 1] et en faisant tendre

1
a. Vers 2.

e) Quel est I'opérateur u*, adjoint de u ?

f) Sans faire appel au théoreme énongant que || u* || = || u ||, montrer que || u* || = 2. On pourra
s'inspirer de la démarche quon a appliquée & u: soit y=(yn)s1 €lément de I*(R) et
u*(y) = 2 = (zo)ns1. Montrer que, pour tout n > 1, z,2 — 2ynzy < NZns1” — (0 — 1)z,2, et en déduire que
lz||<2]|y]|, aprés avoir montré que zn:o(%). On utilisera également la suite (#)m pour

n

conclure a I'égalité entre || u* || et 2.

Exo.4) Soit E un espace préhilbertien et (F;)ic; une famille de sous-espaces vectoriels. On note Y. F;

iel
le sous-espace vectoriel dont les éléments sont les sommes d'un nombre fini de vecteurs éléments de
U Fi.

iel
a) Montrer que O F))* = ﬂl (FH).

iel

b) Montrer que Y. (F") (('? Fi).
iel le

-29.-



c) Montrer que, si les F; sont fermés et si E est un Hilbert, (M Fi)* = > (Fi). Sous ces
iel

iel

hypothéses, donner un exemple tel que > (Fi") < (_ﬂl Fi)". Si les hypothéses ne sont pas Vérifiées,
le

iel

donner des exemples ot Y. (Fi) = (M F)™
iel

iel

Ex0.5) Soit H = I(R) = {(X,)n=1}. On considére l'opérateur linaire u défini par :
U:X=Xn)ns1 — u(x) = (%)n >1

Montrer que u est continue, que u est bijective de H sur Im(u), que Im(u) n'est pas fermée, que Im(u)
est dense dans H et que u™ : Im(u) — H n'est pas continue.

Exo.6) Soit u une application linéaire continue d'un Hilbert H dans un Hilbert L, et u* son adjoint.
a) Montrer que Ker(u*) = Im(u)*.

b) Montrer que Im(u*) = Ker(u)".
c) Ker(u*o u) = Ker(u).

d) u*(Im(u)) = Im(u®).

Exo0.7) Soient H un espace de Hilbert sur C et u endomorphisme continu tel que, pour tout x de H,
<u(x) | x> est réel. Montrer que u est auto-adjoint.

Ex0.8) Montrer que, si u est un endomorphisme normal d'un espace de Hilbert, alors
Ker(u) = Ker(u*).

Ex0.9) a) Soit u un endomorphisme auto-adjoint d'un espace de Hilbert H. On note B la boule unité
de H et on pose :

[ull=Sup{llu(x) [, x € B}
M = Sup {|<u(x) | x>|, x e B}
Montrer que || u || = M.
b) Soit u un endomorphisme continu d'un espace de Hilbert H. Montrer que u est normal si

et seulement si V x € H, || u(x) || = || u*(x) |-
c) Montrer que, si u est normal, || u |* = || u?|.

Ex0.10) En dimension finie, un endomorphisme auto-adjoint est diagonalisable (voir les chapitres
L2/PREHILB.PDF pour le cas réel et L3’HERMITN.PDF pour le cas complexe). Ce n'est plus
nécessairement le cas en dimension infinie.

a) On considére l'espace de Hilbert réel H = L?[0, 1]) muni du produit scalaire

<f|g>= J 1f(t)g(t) dt, et I'opérateur u : f — u(f) tel que, pour tout t elément de [0, 1], u(f)(t) = tf(t).

0
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Montrer que u est continue, de norme || u || = 1, que u est auto-adjoint et que u n‘admet pas de valeur
propre.
b) On considere maintenant un espace de Hilbert H et un opérateur auto-adjoint u vérifiant

de plus la propriété suivante : si B est la boule unité fermée de H, alors u(B) est compacte. Un
opérateur u veérifiant cette derniére propriété est dit compact (c'est le cas par exemple si Im(u) est de
dimension finie car u étant lipschitzienne, u(B) est borné, et tout borné dans un espace vectoriel de
dimension finie a une adhérence compacte). On utilise le plus souvent la propriété de compacité de
u sous la forme suivante : si (x,) est une suite de B, il existe une sous-suite dont I'image par u
converge. On se propose de montrer que, sous ces conditions, il existe une valeur propre de u de
module (ou de valeur absolue) || u ||. On suppose u = 0 sinon le résultat est trivial. On utilise I'égalité

vue dans I'exercice précédent: || u || = Sup {| <u(x) | x>|, X € B}, et on considere une suite (X,) de B

telle que lim |<u(xn) | xn>| = || u||. Par compacité de u, on peut supposer, quitte a extraire une sous-
N—o0

suite, que la suite (u(x,)) converge vers un vecteur y. Montrer successivement que
lim |<y | xn>| =|lull, que [[y|l=]|u]l, que X, se décompose sous la forme A,y + w, avec wy LY,
N—o0

lim |xn| :L, lim w, =0 et enfin que u(y) est colinéaire a y. y est donc vecteur propre de u.
n—o0 IYII' n—>o0

Vérifier que la valeur propre a un module égal a || u ||.
c) Sous les hypothéses du b), soit A I'ensemble des valeurs propres de u, i.e. I'ensemble des A
tels que E, = Ker(u — Ald) = {0}. Montrer que A est inclus dans R et que, si A et u sont deux

valeurs propres differentes, alors E; est orthogonal a E,.. Montrer qu'il existe une base de Hilbert de
H constituée de vecteurs propres de u.

Exo0.11) On étend I'exercice précédent au cas des opérateurs normaux d'un espace de Hilbert H sur
C. Dans le chapitre L3/HERMITN.PDF, on montre qu'un tel opérateur est diagonalisable dans une

base orthonormée si H est de dimension finie. Dans ce cas, on est assuré de l'existence de valeurs
propres par application du théoréme de D'Alembert sur le polyndme caractéristique de I'opérateur.
On étudie ici le cas ou H est de dimension infinie. Rien ne garantit alors I'existence de valeurs
propres.

a) Soient Ul le cercle unité de C, et H = L?(UI) I'espace de Hilbert des fonctions de carré

inté > ; ; : 2 O/ ni0
intégrable sur U a valeurs complexes, muni du produit scalaire <f | g> = J f(e)g(e™) d6. On

0
considere Il'opérateur u : f € H — u(f) défini par : V z € U, u(f)(z) = zf(z). Montrer que u est un
opérateur continu, non auto-adjoint, normal, et que u n'admet pas de valeur propre.

b) Soit u un opérateur non nul, normal et compact. On va montrer qu'il existe une base de
Hilbert de H constituée de vecteurs propres de u. Vérifier que u* o u est un opérateur non nul, auto-
adjoint et compact. Montrer que tout sous-espace propre E; de u* o u est stable par u. Montrer que
tout sous-espace propre E; de u* o u, associé a une valeur propre A non nulle, est de dimension finie
(utiliser un théoréme de Riesz qui énonce qu'un espace vectoriel normé est de dimension finie si et
seulement si sa boule unité fermée est compacte. Voir les exercices du chapitre
L3/METRIQUE.PDF). Conclure.
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2- Solutions

Sol.1) a) Posons d = d(x, C). On adonc:
vyeC|x-yl=d
Ve>0,3yeC,|x-y|<d+e

En particulier, en prenant ¢ = % pour tout entier n strictement positif, 3y, € C, || X—y, || <d +%.

Montrons que la suite (yn) est de Cauchy. Pour tout p > n, considérons z = LZXQ C étant convexe,

onaz e C. En particulier, || x — z || > d. Appliquons la formule du parallélogramme & u = x — y, et

V:X—Yp: 2 2 2 2
[u+vIP+ju—viF=2]ulf+2]v| 2
o 22+ -y =20 x-va I+ 2[x-yp I
< =Y P =2l x=yn "+ 2[[x=yp "= [l 2x - 2z |
donc :
—v, P < +h2, +Ly2 _gp2-4d 4d 2 2 8d, 4
Iya-yolf <2(d 427 +2(d+ ) - ad? =04 The 50 5 <200
donc
2d , 1
—yn I < =4
1=yl <2n [+
La suite (y,) est de Cauchy, donc converge vers un éléement y adhérent a C, donc élément de C car C

est fermé. Ona || x —y || = d en passant a la limite dans les inégalitésd < || x —y, || < d + %

y est unique, car si y' est un autre élément de C vérifiant || x —y' || = d, alors, en prenant z = L;)L on

a, comme ci-dessus, avec cette foisu=x-yetv=x-y':
ly=y IF=2lx-y|?+2]x=y [*~ [ 2x-2z|f
<20%+2d*-4d°=0

doncy=y"
b) Soitz € C. Pour tout t € [0, 1], (1 —t)p(x) + tz € C car C est convexe, donc :
| X=pX) || <||x—(L-t)p(x)—tz|| par définition de p(x)

& Ix=pe) [P <l x=px) + tpKx) - 2) I
& Ix=p0) P <1 x=p(x) [? + 2t Re(<x - p(x) | p(x) - z>) + t* || p(x) — 2 |
& 0<2tRe(<x—p(x) [p(x) - z>) +t* | p(x) — 2 |
Pour t > 0, on simplifie par t, puis on fait tendre t vers 0. On obtient Re(<x — p(x) | p(x) —z>) > 0.
c) Pour tout x et y éléments de H, on a, d'aprées le b) :

Re(<x—p(x) | p(x) — p(y)>) = 0
%t Re(<y — p(y) | p(y) — p(x)>) = 0 ou encore Re(<p(y) —y | p(x) — p(y)>) > 0

r:
1=y I* =[x~ p() + p() ~ p(Y) + pO) -y I
=[x =p() +p(y) -y I + 2 Re(<x = p(x) + p(y) —y | p) — pY)>) + [ () — p(Y) I
et [[x—p()+py)-ylF=0
et Re(<x—p(x) +p(y) -y | p(x) - p(y)>) = Re(<x — p(x) | p(x) — p(y)>) +
Re(<p(y) -y | p(x) — p(y)>)
>0

donc || x -y I*211p(x) ~p(y) I
donc | p(x)—p(y) <l x-Yl
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Sol.2) a) Montrons l'unicité. Soit 7 le projecteur orthogonal sur F. On a:

X = m(X) + (X — (X)) avec x — i(x) € F*
On veut que y + Ax =y + An(X) + A(x — n(X)) € F-. Comme A(x — n(X)) € F-et que y + An(x) € F, il
est nécessaire que y + An(x) =0, i.e. y = — An(x).
On doit alors avoir :

<X |y + Ax> = <n(X) + (X = 1(x)) | A(x — 7(x))>

=A|x=n(X) |F car<n(X) | x — m(x)> = 0 puisque 7t(x) € F et x — n(x) € F*

Comme x — m(x) # 0 (car x ¢ F) et qu'on veut que le résultat précédent soit un réel strictement
positif, il faut que A soit un réel strictement positif.
Enfin, on doit avoir :

L=y +2ax || =[[Ax—=()) | = A [ x = n(x) || cari>0
1
donc A=———
[l x = m(x)
Ainsi, la seule solution possible est nécessairement A = ||x—1(x)|| ety =— An(x).
—T

Vérifions qu'il s'agit bien d'une solution :
onabieny e F car n(x) € F
y + Ax = A(X — (X)) est bien orthogonal a F
<X|y + x> = <(x) + (X 7(¥)) | M(X — 7(X))> = A || x = m(x) [ >0
car A > 0 et x = n(X)
Iy + x| =[[Ax = n()) | =4 [ x—n(x) [| = 1 .
b) Soit E = C°%[0, 1]) muni du produit scalaire <f|g>= J f(t)g(t) dt, et soit F I'hyperplan
0
{f € E, Jmf(t) dt = 0}. On a vu comme exemple dans ce chapitre que F* = {0}.

0
Prenons la fonction constante x = 1 : t € [0, 1] — 1. Il est impossible de trouver une fonction
continue t — y(t) élément de F telle que y + Ax € F- et || y + Ax || = 1. En effet, on aurait alors
y + Ax =0 puisque F- = {0}, doncy = — Ax donc A=0 ety = 0 car y € F, mais x ¢ F. Donc
Iy +Ax||=1.

12
Par contre si on se place dans E = L%([0, 1]) avec F = {f e L?, J f(t) dt = 0}, la solution existe. F-
0

est la droite engendrée par la fonction indicatrice de [0, %] que nous noterons 115 La norme

euclidienne de cette fonction est % et un vecteur unitaire engendrant F* est \/2 1jp12;. Prenons
toujours pour x la fonction 1, constante égale & 1. Le projeté orthogonal de x sur F* est :

<1, \/E 1[0’1/2]> \/E 1[0’1/2] = 1[0‘1/2] de norme i = %, donc A = \/E

N

Le projete orthogonal n(x) de x sur F est n(x) = 1 — 10,121 = Lju2.1
Doncy =—An(x) =— \/E Ly, 1.

Sol.3) a) L'inégalité demandée est équivalente a :
bn? — 2a4bn < (n = 1)by 1% — nb,?
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2= 2(nby— (N = Dby )by < (= 1)by 12— nby®>  cara, =nb,— (n—1)byy
(1-2n)b,? + 2(n — 1)by_1b, < (N — 1)by 4% — nby?
an—lbn < bn—l2 + bn2
(br1—by)?>0 ce qui est bien vrai

00090

n
b) 1l suffit de montrer que > ¢k < 0. Or:

n=1

n n n
Se=cit Y c<cr+ Y (k=1Dbi’—kb?)  somme télescopique
n=1 k=2 k=2

<cp+ b’ —nb,>=—nb,?><0
c) On applique l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R" au second membre de I'inégalité :

n
Zbk <22akbk<2\/2ak2\/2bk2
k=1

donc
4 2
Ya<2]al
k=1

Le membre de gauche est le terme d'une suite croissante majorée, qui converge donc. Cela prouve
que b € I’(R), et, en passant & la limite, que || b || < 2| a .

d) Le c) montre que |Ju || < 2.

Montrons qu'il y a égalité. Pour a, = % avec % < a <1, on a, par comparaison série-intégrale :

n
11 1 m1  1,n1 1n-1_ 1 ,1 1
=y = =dx>= | Zdx== = = =
ngl“ J nj N n 1-a (oo
1

n

X l-an” n
1
1 o,1 12_ o 2 o1
Donc ||b|f> = _ 3 2
” ” (1 N a)z ngl (n(x n) (1 . )2 (z 20( E n(x 1 EHZ)

- 2
(1_ )2 (EnZG nZ_;-W)

On reconnait || a ||* dans Y —=, quantité minorée par Jm XTla dx = 0 1 et qui tend vers l'infini
= o —
n=1 )
quand o tend vers %
1 * L gemq4d L . 1
< J =1 dx =1 + =, quantité qui reste bornée quand o tend vers .
n=1N X o 2
1
1 2 _ lalp
Donc | b|?> al’+0(Q)) = 1+0o(1
I 2 =z (1l +0W) = 7= 5 (1 +o(1)
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donc I |l|1§|)| I > 1 1 (1 + o(1)) qui tend vers 2 quand o tend vers % Par conséquent, || u || ne peut
-

étre strictement inférieur a 2, et donc ||u || =2
e) On a, pour toute suite x et y de I*(R) :

<) [y>= Yt et Xy oo Ly o ZZ—xkyn Zka SYn

n=1 n 1<k<n k=1n=k N k=1 n=k N

= <x|u*(y)>

avec le terme général de u*(y) de rang k qui vaut >’ % On peut sommer la série double dans I'ordre
n=k

que I'on veut car la famille (% Xk Yn)1<k<n €St Sommable. En effet, toute somme d'un nombre fini de

© [X1] + ...+ (X ST,
termes = |xk yn| est majorée par Zw Yo < 2| X |l |ly |l daprés l'inégalité de Cauchy-

Schwarz et le fait que || u || = 2
f)Onaz,=>, % = % + Zn+1, dONC Yy = NZ, — NZp41. DoONC :
k=n

202 — 2YnZn < NZps1” — (N — 1)z,2
& 202 = 2(NZn — NZns1)Zn < NZps” — (N = 1)2,2
S NZper + NZp2 — 2NZpZnag = 0
& Nz —20)220 qui est bien vrai.
On en déduit que, pour tout n :
n

n
S @ - 2yi) < Y (kzit? — (k—1)zd) = nzps? somme télescopique
k=1 k=1

n n
donc Y 22< Y 2yizk + Nzpet
k=1 k=1

n n
<2 >yl > 22 +nzy?  daprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz
k=1 k=1
Mais zpei= (3 Yoy < Syix Y L d'apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz
k= n+1 k=n+1 k=n+1 k
-\, 2 » ] . .,
< Yyl J 2 dt par comparaison série-intégrale
k=n+1
n+ i
< Z Vi >< === ) car lim Y y2=0, limite du reste d'une série
k=n+1 N—>00 k=n+1
convergente
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n
Donc Y. z5<2
k=1

n
Si z est non identiquement nulle, pour n assez grand, > zZ est non nul, et I'on obtient :
k=1

Le membre de gauche est croissant et borné, donc admet une limite. Passant a la limite, on obtient :

[u) I=llzll<2yl
Donc |u*|<2.

On conclura a I'égalité en prenant la suite y = (la)nzla avec o > % Soit z, le terme général de la suite
n

z=Uu*(y).Ona:

> J 1 dx par comparaison série intégrale

d'ou l'on déduit que || u*(y) || =z || = 1 ||y ||, et donc que || u* || > L Faisant tendre o Vers % on
a a

obtient || u* || > 2.
Sol.4) a) On a les équivalences :

xe (X F)

iel

Vye) Fi,<y|x>=0

iel

0

Viel,VyeF,<y|x>=0
Viel xeFt
XG('\(F%)

iel

b) On a les implications suivantes :

X e z (FiL)

iel

0 09

= Jigiy.aipelIxneR IxeR, IR X=X+ +X
= Fiyg, I, ..y ip el,Vye FilﬁFizﬁ...(’\Fip, <y|X>:0
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= VyeMF,<y|x>=0
iel

= X e (ﬁ Fi)J'

iel

c) Si E est un Hilbert et si les F; sont fermés, alors, pour tout i, F; = (Fi*)*. Posons G; = Fi- de sorte
que Fi=Gi~.Ona:

N Fi=MN (G)
iel

iel
= G)* d'aprés le a) appliqué aux G;

iel

donc (_ﬂl F)y =0 G

iel

=3 G car pour tout sous-espace vectoriel G d'un Hilbert, G = G

=2 (F)

iel
On ne peut se passer de l'adhérence dans le membre de droite, attendu que le membre de gauche est
fermé puisqu'il s'agit d'un orthogonal. Si on prend E = I*(R) et, pour tout n, F, égal au sous-espace

vectoriel des suites dont le n-éme terme est nul, on a M F, = {0}, donc (M F,)* = E. Mais F," est la
n=0 n=0

droite engendré par la suite e, = (0, ..., 0, 1, 0, ...) avec un 1 en n-eme place, et > F," est I'espace
n=0

vectoriel des suites nulles & partir d'un certain rang. C'est l'adhérence de > F," qui permet de
n=0

retrouver (M F,)* = E.
n=0

Si E est un Hilbert mais que les F; ne sont pas fermés, on n'a plus F; = G;" et la démonstration est en
défaut. Prenons | = {1, 2} avec E = I*(R), F; le sous-espace vectoriel des suites nulles & partir d'un

certain rang, F, la droite engendrée par la suite (n—41-1)”€N' OnaF; N F, ={0}, donc (F N Fo)" =E.

Mais Fi* = F;* = E* = {0} et F," est un hyperplan fermé, de sorte que Fi*+ F," est égal & F,*™ =
F," = E, et I'on a seulement > (F") < (M F)™-
icl iel
Si E n'est pas un Hilbert, on n'a pas non plus nécessairement F; = G-, méme si F; est fermé. Prenons
1
I = {1, 2}, E = C°([0, 1]) muni du produit scalaire <f | g> = J f(t)g(t) dt, F; I'hyperplan fermé noyau

0
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172
de la forme linéaire continue f € E —» j f(t) dt. On a vu que F1- = {0}. Soit F- la droite engendré
1
par la fonction constante 1. F,* est I'hyperplan noyau de la forme linéaire f — j f(t) dt. Comme ci-

dessus, on a F; N F, = {0}, donc (F1 nFp)*" =E. Mais F;~ = {0}, donc F;™+F," est égal a

Fo' =F;* #E, et l'on a seulement Y (F') = Fi)*.

iel

Sol.5) u est continue car, pour tout X = (Xn)n>1 €lément de H, on a :

[0 1=~ [ %<

< | 2
2% =1 x|
n=1

u est bijective de réciproque U™ 'y = (Yn)ns1 € Im(u) = U (y) = (Nyn)ns1.

Im(u) n'est pas fermée. En effet, Im(u) contient pour tout n la suite y(n) = (1, % 1, 0,..)nullea

partir du rang n + 1, image de la suite (1, 1, ..., 1, 0, O, ...) avec n fois le terme 1. Si Im(u) était
fermé, Im(u) contiendrait la suite y(w) = (%)nzl, égale dans I’(R) & lim y(n). En effet :
N—o0

1 1 1
'mM+1'n+2'n+3

y() -y(n) = (0,0, ..., 0 )

[ee}

et | y(0) —y(n) || = > kl quantité qui tend vers 0 quand n tend versl'infini.
k=n+1
Mais dans ce cas, on aurait y(«) = u(1) ou 1 est la suite constante égale a 1. C'est absurde car 1 n'est
pas élément de I*(R).
Im(u) est dense dans H car tout élément y = (yn)n>1 de H vérifie y = lim y(n) avec y(n) la suite
n—oo

égale a (y1, Y2, -, ¥n, 0, 0, 0, ...), élément de Im(u) comme image par u de la suite de H égale a
(Y1, 22, ..., NYn, 0,0, 0, ...).

u™ n'est pas continue car si on prend e, la suite dont tous les termes sont nuls sauf le n-éme qui vaut
1, e, est élément de Im(u), || e, || = 1 alors que [[u™(ey) || =]/ (0, O, ..., 0, n, 0, 0, 0, ...) || = n. Il n'existe
donc aucune constante C telle que : V'y € Im(u), [[u™() [[<C Y|

Sol.6) a) y € Ker(u*) < u*(y) =0 < V x € H, 0 = <x | u*(y)> = <u(x) | y> <y € Im(u)™.
b) Appliquant le a) sur u* au lieu de u, on obtient :

Ker(u**) = Im(u*)*
donc Ker(u) = Im(u*)* car u** =y

donc  Ker(u)" = (Im(u*)")*" = Im(u*)
c) L'inclusion Ker(u) < Ker(u* o u) est triviale. Réciproquement :
x e Ker(U*ou) = (U*ou)(x)=0
= <(U* o u)(x),x>=0
= <u(x),u(x)>=0
=ux)=0
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= X € Ker(u)

d) L'inclusion u*(Im(u)) < Im(u*) est triviale. Réciproquement :
y e Im(u*) = 3 X,y = u*(x)

Projetons x orthogonalement sur Im(u). Ona alors x =z + tavec z € Im(u) et t L Im(u) (et donc a

fortiori t L Im(u)). Il suffit de montrer que u*(t) = 0. On aura alors y = u*(x) = u*(z) € u*(Im(u)).
<U*(t), u*(t)> = <t, (U o U*)(t)>
=0 car (u o u*)(t) € Im(u) et t L Im(u).
Donc u*(t) =0
REMARQUE :
Il n'est pas possible ici de se passer de I'adhérence de I'image (sauf en dimension finie, ou tout sous-
espace vectoriel est fermé car complet), comme le montre I'exercice précédent donnant I'opérateur

lindaire u : x = (X)ns1 € IA(R) = u(x) = (%)nﬂ e IA(R), dont I'image Im(u) est non fermée et dense

dans H = I*(R). Pour cet exemple, u = u*, Im(u) = Im(u*) = H et Im(u) = Im(u*) = H. On constate
alors que :

e dans le b), u est injective, donc Ker(u) = {0}, Ker(u)" = H qui est bien égal & Im(u*) mais non a
Im(u*).

e dans le d), la suite (<)n>1 appartient a H = Im(u) mais n'appartient pas a Im(u). u*(Im(u)) posséde
dans le d), | '(i) ienta H = Im(u) Im(u). u*(Im(u)) d

donc U*((%)nzl) = (ﬁlz)nzl, tout comme Im(u*) = Im(u). Mais u*(Im(u)) ne possede pas cet

élément. On a donc u*(Im(u)) = Im(u*).

Sol.7) En appliguant I'hypothese a x + y, on obtient que <u(x) | y> + <u(y) | x> est réel. Puis en
appliquant ce qui précéde a ix, on obtient que — i<u(x) | y> + i<u(y) | x> est réel, donc
<u(x) | y>— <u(y) | x> est imaginaire pur. Posons :

<u(x) [y>+<u(y) [x>=a

<u(x) [y>—<u(y) | x> =ib
avec aetbréel. Onaalors:

<u(x)|y>:azib
_a—ib
<u(y) e =5

donc <u(x) |y>= <u(y) x> =<x|u(y)>
donc u=u*

Sol.8) Le résultat résulte directement de la relation Ker(u*o u) = Ker(u) montrée dans un exercice
précédent. On a en effet :
Ker(u) = Ker(u* o u)

= Ker(u o u*) car u est normal
= Ker(u** o u*) caru**=u
= Ker(u*) en appliquant la relation Ker(u*o u) = Ker(u) sur u*
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Mais il est intéressant aussi de donner une démonstration directe. Si x € Ker(u), alors u(x) = 0 donc
u*u(x) = 0. Comme u est normal, uu* = u*u et on a aussi uu*(x) = 0 donc :

0 = <uu*(x) | x> = <U*(x) | u*(x)> = || u*(x) |I
donc u*(x)=0
On a montré que Ker(u) < Ker(u*). Mais la méme inclusion s'applique a u* car u* est normal
également puisque u*u** = u*u = uu* = u**u*. Donc Ker(u*) c Ker(u**) = Ker(u). Finalement
Ker(u) = Ker(u*).

Il en résulte d'aprés I'exercice 5 que Im(u) = Im(u*).

Sol.9) Pour tout xde B, on a:
|<u(x), x>| <|luX) |Il|x]]  daprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

<Qultix Qi
<|lul car|[ x| <1
donc M<|ul.
Réciproguement, pour tout x ety de H, on a:
<u(x+y) [x+y>=<u(x) +u(y) [ x+y>
= <u(x) [ x>+ <u(y) [ x>+ <u(x) | y> + <u(y) | y>

= <u(x) [ x>+ <y [u(x)>+ <u(x) | y> + <u(y) | y>
car u est auto-adjoint

= <u(x) [ x>+ <u(x) [y> + <u(x) | y> + <u(y) | y>
si le corps de base est R, ne pas tenir compte du conjugué
= <u(x) [ x>+ 2 Re(<u(x) | y>) + <u(y) | y>
De méme :
<U(X—y) | x—y>= <u(x) | x> -2 Re(<u(x) | y>) + <u(y) | y>
Donc, en retranchant membre a membre :
<U(X+y) [x+y>—<u(x—y) | x—y>=4Re(<u(x) | y>)
Par ailleurs, pour tout z de H, |<u(z) | z>| < M || z |. En effet, I'inégalité est trivialement vérifiée si

<M, vraie car _Z_est glément de

Izl

<uGE) |

IzI" izl

=0, et, pour z # 0, elle se déduit de I'inégalité

B. On aalors, pour x ety dans B :
|4Re(<u() |y>)| = <u(x+y) [x +y>— <u(x—y) | x—y>|

<|<u(x+y) [ x+y>| +|<u(x—y) [ x—y>|

< M(||x+32/||2 +|] xz—yllz)
<MQ@|[ x[|” + 2| ylI)
<4M

donc |Re(<u(x) |y>)| <M.

Appliquons cette inégalité ay = ﬁéﬁ On obtient: V x € B, || u(x) | <M. Donc || u || < M.
Il résulte de cet exercice que, si u est auto-adjoint, alors u = 0 < V X, <u(x), x> = 0. Cette
équivalence est fausse si u n'est pas auto-adjoint : dans le plan euclidien, prendre pour u un quart de
tour.
b) Soit u normal. Alors, pour tout x :
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lu(x) I = <u(x) | u(x)>

= <X | u*u(x)> par définition de I'adjoint

= <X | uu*(x)> car uu* = u*u

= <u*(x) | u*(x)> par définition de I'adjoint

= [ ux) |
Ainsi, pour tout X, || u(x) || = || u*(x) ||. On retrouve le fait que || u || = || u* |, valide pour tout
endomorphisme continu, mais la relation Vv x € H, || uX) || = || u*(X) ||, valide pour un

endomorphisme normal, est plus forte. Par exemple, pour u I'endomorphisme non normal de R? de

(01 . (00 - : 1
matrice (0 O)’ on a u* de matrice (1 O)’ et on vérifieraque || u || = || u* || = 1, mais pour x = (0) on

a u(x) = 0 alors que u*(x) = 0.
Réciproguement, supposons que : V X € H, || u(x) || = || u*(x) ||. On a donc, pour tout x de H :
TuE) [F = [ u*() |
donc < u(x) | u(x)>=<u*(x) | u*(x)>
donc <x|u*u(x)>=<x|uu*(x)>) par définition de I'adjoint
donc <x|(u*u—uu*)(x)>)=0
Remarquant que u*u — uu* est auto-adjoint, on peut appliquer le a) et conclure que u*u —uu* = 0.
Donc u*u = uu* et u est normal.
c) Pour tout x de la boule unité B :
lu*u(x) |I* = <u*u(x) | u*u(x)>

= < u(x) | uu*u(x)> par définition de I'adjoint

= < X | u*uu*u(x)> par définition de I'adjoint

= <X | u*u*uu(x)> car u*u = uu*

= <uu(x) | uu(x)> par définition de I'adjoint

= v’ I
donc || u*u(x) || = || u’(x) || En prenant la borne supérieure des deux membres, on obtient
|u*u|[=]|u?|l. Or on a vu dans le paragraphe sur les adjoints que ||u*u| =] u]? Donc

o[ =1lu .
s : . (01
Cette égalité est fausse si u n'est pas normal. Prendre par exemple H = R? et u de matrice (O 0). On

a u? = 0 de norme nulle, alors que || u || # 0.

Sol.10) a) Pour tout fde H, on a:

1 1
lu® = | J 2Rt dt<_ | J £ dt=|f| doncllufl<1l
0 0

Osit e [o, 1—%]
Pour tout entier n strictement positif, considérons la fonction f, : t — 1 .
nt+l-nsite [1—5, 1]

2
On vérifiera que || fy || = 1o que || u(fy) || = 1-5n+10n"

1
Af3n 30n° \/3n

consequent, lim Jﬁf—”l)l—“ =1, ce qui entraine que || u || > 1. On a donc finalement || u || = 1.
N—o0 n

u est auto-adjoint car, pour tout f et g éléments de H :

<u(f) [g>= Jltf(t)g(t) dt = <f|u(g)>

0

quand n tend vers l'infini. Par
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u n‘admet aucune valeur propre, car si A est valeur propre de u de vecteur propre f, alors, pour tout t
de [0, 1], u(f)(t) = tf(t) = Af(t) = V t = A, f(t) = 0 = f = 0 presque partout. Donc f = 0 dans L2([0, 1]).
b) Ecrivant que u(x,) = u(x,) -y +y,ona:
lull= tim [<u(x) [%>] = lim [<u() =y [ x>+ <y | %]
N—00 N—00
mais  lim <u(X,) -y |X>=0
n—o0
car |<ul) =y [xe>] < uG) =y Il 1 Xa |
<||u(Xn) =y || = 0 quand n tend vers l'infini.
Donc [ull= lim |<y|x,>|
n—o0

On a ensuite :
Iy =1 Tim u(x) |
N—o0
= lim |[u(xy) || par continuité de la norme
N—o0
<|lull car, pour tout n, [ u(xa) | <[fufl x| <[fu
Puis :

lull= lim [<y|%>]
n—oo

<|ly| car, pour tout n, |<y [ x.>| < Iy [ xa 1< 1Y

ce qui donne finalement || u || =y ||. y est non nul car on a supposé que u était non nul.
On décompose x, sur Vect(y) et son orthogonal : x, = Any + Wp, Wy L y. On en tire :

<y [%>] =<y | 2ay>] = [aa 1y I
Puisque le membre de gauche tend vers || u || = ||y ||, on en déduit que lim |kn| =1
n—o0 Iyl

Par le théoreme de Pythagore, on a :
0 7 = [l 1y I + 1) o |P

donc O <|[Wa 2= %P |2l 1Y 1P <2 =]| 2|21y IF = 0 quand n tend vers l'infini

donc  lim w, =0, et par continuité de u, lim u(w,) =0
N—o0 N—o0
Par conséquent :
U(Xn) = U(Any + Wn) = Aqu(y) + u(wn)
= Anu(y) = u(Xq) — u(wp)
Le membre de droite tend vers y quand n tend vers l'infini. Cela impose que (A,) converge vers une

constante C et, passant a la limite, que Cu(y) =y. é est une valeur propre de u et son module vaut

. 1
lim ==yl =[ull

N—>c0 |xn|

c) Soit A une valeur propre, de vecteur propre x. Alors :
<u(x) | x> = <x| u(x)> car u est auto-adjoint

& <X | x> = <X | AX> car u(x) = Ax

& ASX| x> =A< | x>

= EY) en simplifiant par <x | x>, non nul car x # 0
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= LeR
Soient maintenant A = u, X € E; ety € E,.Ona:

<u(x) | y> = <x| u(y)> car u est auto-adjoint
< <MX[y>=<x|py>
& AX|y>=p<x|y> car A est réel. On le sort du produit scalaire sans conjugué
= <X |y> car A #
donc E; L E,.

Chaque E, est fermé comme image réciproque du fermé {0} par Il'application continue u— Ald.
Etant fermé dans I'espace complet H, E; est lui-méme un espace complet, et étant préhilbertien par
restriction du produit scalaire, il est lui-méme un espace de Hilbert. Chacun E; peut donc étre muni
d'une base de Hilbert. Les sous-espaces propres étant deux a deux orthogonaux, la réunion de ces
bases de Hilbert forme une famille orthonormée (ej)ic| de vecteurs propres de u. Montrons que cette
famille est une base de Hilbert de H. 1l s'agit de montrer que Vect((ej)ic)) est dense dans H. Soit F le
sous-espace vectoriel orthogonal a Vect((ej)ici). F est un sous-espace vectoriel fermé de H, donc un
espace de Hilbert. Il est stable par u, car, pour tout x de F et tout i élément de | :

<u(x) | e>=<x]|u(e)>=0 car u(ej) € Vect((ejic) etx e F
donc Viel ulx)Le
donc u(x) L Vect((&jicr)
donc u(x) e F
La restriction de u a F reste un endomorphisme auto-adjoint. Cette restriction est également un

opérateur compact car u(B N F) < u(B) compact, donc u(B n F) est compact comme fermé inclus
dans un compact. Si F était différent de {0}, il existerait donc au moins une valeur propre de la
restriction de u a F et au moins un vecteur propre de u dans F, mais c'est absurde, puisque tout
vecteur propre de u est élément de I'un des E; et donc élément de Vect((ej)ic). Donc F = {0}, ou
encore Vect((ej)ic))" = {0}. Par conséquent :

Vect((e)ic)) = Vect((e)ie) " ={0} =E
ce qui prouve que (&j)ics est une base de Hilbert de H.

Onaaussi Y. E; dense dans H, puisque Vect((e)ic)) = 2. E; et que Vect((e;)ic)) est dense dans H.
reA reA

REMARQUE :

Si x = D xie;j et si A; est la valeur propre associée a e;, on a alors u(x) = >_ Aixie;. Cette relation est

iel iel
vraie pour toute famille finie, puis vraie pour la somme infinie par continuité de u. Un raisonnement
rigoureux demanderait lI'usage des familles sommables, mais on peut y échapper en écrivant que :

ux) =2 <ej | u(x)> e

iel

=2 <u*(ei) | x> e

iel

=) <u(e) | x> g car u est auto-adjoint

iel
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= z <Ai€j | X> €j

iel

=D Ai<ei| x> e car les A; sont réels

iel

= AiXi€i

iel

Sol.11) a) u est continu car, pour tout f de H :

MOTE \/ J | e(e®)|* do = \/ J 11|’ do = |l donc flufl=1
0 0

L'adjoint de u est défini par : V z € U, u*(f)(z) = zf(z). En effet, pour toutfet g de H :

<f | u(g)> = J " TE"™) () do = J " e (e") g(e) do = <u*(f) | g>
0

0
Comme u # u*, u n'est pas auto-adjoint. Cependant, u est normal car :

(U0 u)(f)(2) = u(u*(N)(2) = 2u=(N(2) = 22f(2) =| 2| (2) = 1(2)

et on vérifiera de méme que (u* o u)(f)(z) = f(z). Donc u o U* = u* o u.

u n'admet pas de valeur propre A car un vecteur propre associé veérifierait :
vV z € U, u(f)(z) = zf(z) = Af(z)

donc Vz=A,f(z)=0

donc f =0 presque partout

donc =0 dans L*(L)

b) Comme || u* o u || = || u |* et que u est non nul, u* o u est non nul.

U* o u est auto-adjoint car (U* o U)* = U* o U** = U* o U.

u* o u est compact car, B étant la boule unité fermée de H, on a:

(U* o u)(B) = (u*(u(B))) = (u*(u(B)))

avec u(B) compact car u est un opérateur compact, donc u*(u(B)) est un compact comme image
d'un compact par I'application continue u*, donc a fortiori un fermé donc égal a son adhérence. Par

conséquent, (u* o u)(B) est un fermé inclus dans le compact u*(u(B)), donc est compact.
Tout sous-espace propre E; de u* o u est stable par u car, u étant normal, u commute avec U o U*.
Donc, pour tout x de E;, on a:
(u* o u)(u(x)) = u((u™ o u)(x)) = u(rx) = Au(x)
donc u(x) € Ex
La boule unité fermée de E; est B n E;. Comme la restriction de u* o u a E; vaut Ald, on a:

U*ou)(BNE) ={ix,xe BNE}=MBNE)=ABNE,
= 7\.(B M Ek)
car B et E, sont fermés (E;, est I'image reciproque de {0} par I'application continue u* o u — Ald).
Donc, A étant non nul :
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BAE, :% (™ oU)BE) c% (0™ o U)(B)

On a vu que (u* o u)(B) est compact et il en est de méme de son image par I'homéomorphisme

%Id. La boule unité B n E; de E; est un fermé inclus dans un compact, donc est un compact.

D'apreés le théoreme de Riesz rappelé dans I'énoncé, E; est de dimension finie.

La restriction de u a E; est un opérateur normal sur un espace vectoriel complexe de dimension
finie. On sait dans ce cas que u est diagonalisable, propriété rappelée en préambule de I'exercice. On
peut alors choisir une base de Hilbert dans chaque sous-espace propre (y compris I'éventuel sous-
espace propre Eo sur lequel u sannule). La réunion de ces bases forme une base de Hilbert de

I'espace H entier. En effet, le sous-espace vectoriel engendré par cette réunion est dense dans >_ E;,
A

lui-méme dense dans H comme on I'a vu dans I'exercice précédent.
REMARQUE :
Si la valeur propre de u relativement & e; est A;, alors e; est aussi vecteur propre de u* avec la valeur

propre A;. En effet, pour tout j :
AjOuAiSii=]j

<u*(ei) | &> = <ei | u(ey)> = <ei | Ajgj> = [ 0 sinon

donc u*(e;) =Y <ej|u*(e)>ej =Y. <u*(e) | e> €= Aie;
jel jel

Il en résulte également que, si x = 3. xiei, alors u(x) = > Lixiei et u*(x) = 3 Ai Xii.

iel iel iel

*
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