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| : Espaces topologiques

1- Un exemple

La notion d'espace métrique n'est pas suffisante pour prendre en compte la totalité des notions de
convergence.

Par exemple, on définit dans I'espace des fonctions de R dans R la notion de convergence simple :
frdfeVxeR, lim fi(x)=f(X)
Nn—oo
On peut montrer (voir les Exercices) qu'il n'existe aucune distance d sur cet espace pour laquelle :

f, 3fe lim d(f, =0
Nn—o0



Voici un exemple plus sophistiqué. Considérons I'ensemble R des reels, a un reel, (x,) une suite.
Définissons la notion de convergence de (x,) vers a par valeurs supérieures par le fait que :

lim x,=a et AN, Vn>N,x,>a
N—+o0
et notons cette propriété limvs x, = a. Il n'existe aucune distance d sur R telle que :
n—+oo

limvs x,=a< lim d(x,,a)=0
Nn—+o0 Nn—+oo

Supposons par I'absurde que ce soit le cas. On peut alors définir les notions d'ouverts et de fermés
relatifs & cette distance (qu'on appellera vs-ouverts et vs-fermés pour les distinguer des ouverts et
fermés usuels de R.. Plus généralement, on désignera par les préfixes vs- toute notion liée a cette
distance). On a alors les propriétés suivantes :

i) pour tout a, ]-oo, @[ et [a, +oo[ sont vs-fermés

ii) pour tout a, ]-oo, @[ et [a, +oo[ sont vs-ouverts

iii) pour tout a, b, [a, b[ est vs-ouvert

iv) pour tout vs-ouvert U et tout a de U, il existe b >a, [a,b[ c U

v) R admet une partie dénombrable vs-denses (i.e tout vs-ouvert posseéde un €lément de
cette partie).
On conclura alors a une absurdité.

En effet :

(i-ii) Soit y vs-adhérent a ]—oo, a[. Il existe une suite (x,) de J—o, a[ convergeant (au sens usuel) vers
y et telle que x, >y pour n assez grand. Comme y < x, <a,onaaussiy <a, doncy € ]-, a[. Ona
donc montré que ]-<o, a[ est vs-fermé. Son complémentaire [a, +oo[ est vs-ouvert.

Soit y vs-adhérent a [a, +oo[. Il existe une suite (x,) de [a, +oo[ convergeant (au sens usuel) vers y et
telle que x, >y pour n assez grand. Comme X, > a pour tout n, en passant a la limite, on a aussi
y>a, doncy e [a, +oo[. On a donc montré que [a, +oo[ est vs-fermé. Son complémentaire ]- oo, a[
est vs-ouvert.

iii) [a, b[ est I'intersection des deux vs-ouverts [a, +oo[ et ]—oo, b[ donc est vs-ouvert.

iv) Soit U vs-ouvert et a élément de U. Montrons qu'il existe un entier n tel que [a, a + %[ c U. Dans

le cas contraire, pour tout n, il existerait x, élément de [a, a + %[ et X, ¢ U. On aurait limvs x, = a, et
n—oo

comme a € U vs-ouvert, 3N, V n >N, x, € U, ce qui est contradictoire.
v) Q_est donc vs-dense dans R puisque tout vs-ouvert contient un intervalle [a, b[ qui contient un

rationnel. R est donc vs-séparable, donc, étant supposé métrique, admet une base dénombrable de
vs-ouverts (Op)ney (VOir L3/METRIQUE.PDF). On peut supposer les O, bornés (au sens usuels) car
tout ouvert U est réunion des vs-ouverts U N [k, k + 1[, k € Z, et les U N [k, k + 1] sont réunions
d'ouverts O, nécessairement bornés. Donc U est réunion d'ouverts bornés. Soit a, = Inf(O,) et soit a
un réel tel que : V n, a # a,. Un tel a existe car R est non dénombrable. Soit b > a et écrivons
I'ouvert [a, b[ comme réunion de O, n € J = N.

Montrons que cette derniére proposition conduit a une absurdité. Pour tout n € J, O, < [a, b[, donc
a minore Oy, donc a < a, et comme a # a,, a < a,. Donc a ¢ O,. Mais a est supposé appartenir a I'un

des Op.
La contradiction obtenue nous oblige a rejeter I'hypothése de I'existence d'une distance.
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Cependant, bien que d n'existe pas, on peut conserver la notion d'ouverts et de fermés tels que nous
les avons rencontrés. Définissons comme ouvert une réunion gquelconque d'intervalles [a, b[. Ces
ouverts definissent alors une topologie sur R, autre que la topologie usuelle définie par la valeur
absolue. La droite réelle munie de cette topologie s'appelle droite de Sorgenfrey. Sa topologie
correspond a la notion de convergence par valeurs supérieures.

On peut définir une topologie quelconque sur un ensemble E de la fagcon décrite au paragraphe
suivant.

2- Définition d'une topologie

DEFINITION

Soit E un ensemble. Une topologie sur E est la donnée d'une famille T de parties de E, appelés
ouverts de la topologie, vérifiant les axiomes suivants :

(YD e TetEe T
(ii) Si (Oy)ic est une famille quelconque d'éléments de T, alors \J O; € T.

icl

(i) Si (Oy)ic) est une famille finie d'éléments de T, alors M O; € T.

iel

Une base d'ouverts est une famille (O;)ic; d'ouverts tels que tout ouvert U soit réunion d'une sous-
famille (Oj)ies, J C 1L

On appelle fermé toute partie dont le complémentaire est ouvert. En passant au complémentaire, la
propriété (ii) exprime qu'une intersection quelconque de fermés est un fermé, et la propriété (iii)
qu'une réunion finie de fermés est un fermé.

Soit x un élément de E. On dit qu'une partie V de E est un voisinage de x s'il existe un ouvert U tel
quexe UcV.

Si O est ouvert, il est voisinage de chacun de ses points x puisqu'il suffira de prendre U = O.
Réciproguement, une partie O qui est voisinage de chacun de ses points est un ouvert. En effet, pour

tout a de O, il existe U, ouvert tel que a € U, = O, de sorte que O = \U U, et est un ouvert comme
ae0

réunion d'ouverts.

On note Mx) I'ensemble des voisinages de x. Remarquons que :

Ve M)etVecW=W e M)
mais W est un voisinage moins précis de x (de méme que dans un espace métrique, une boule de
centre x est incluse dans toute boule de centre x de rayon plus grand). On a également :
Ve M)etWe U)=VW e M)

car V contient un ouvert O possédant x, W contient un ouvert U possédant x, et O m U est un ouvert
possédant x contenu dans V n'W.

On dit que x admet une base de voisinages (V))ici Si chaque V; est un voisinage de x et si, pour tout
voisinage W de x, il existe i e | tel que Vi < W. Dans un espace métrique, les boules
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B(X, %), n € N*, forment une base dénombrable de voisinages, mais dans un espace topologique

quelconque, il n'est pas certain qu'un point admette une base dénombrable de voisinages. Cela aura
pour conséquence de limiter l'utilisation des suites convergentes.

Soit A une partie de E et x un élément de E. On dit que x est un point intérieur a A si :
IV e MUx),VcA.

Comme V contient U ouvert possédant x, on a U € x) et U = A, donc on peut supposer, quitte &
prendre V = U, que le voisinage utilisé est ouvert.
On dit que x est un point adhérenta A si :

VVeM),VNnAzD
@)
On appelle intérieur de A, noté A, I'ensemble des points intérieurs a A, et adhérence de A, notée
A, lensemble des points adhérents & A. Une partie A est dense dans E si A=E.On appelle

frontiére de A la partie Fr(A) = A N A,

E est dit séparé si deux points distincts sont inclus dans deux voisinages disjoints :
Vxy) eBixzy=3Ve MU),IWe Ny),VAW=Q

Comme on le voit dans les définitions précédentes et comme on le verra dans la suite, les voisinages
jouent dans un espace topologique un réle comparable a celui joué par les boules dans un espace
métrique.

PROPOSITION
(i) O est ouvert si et seulement si c'est un voisinage de chacun de ses points.
(ii) F est fermé si et seulement si tout point adhérent a F appartient a F.

Démonstration :
Q (i) : Si O est ouvert et si x € O, alors O est un voisinage de x, puisqu'il contient I'ouvert O
contenant x. Réciproquement, si O est un voisinage de chacun de ses points, alors (en notant © le
complémentaire) :

3V, € Mx), Vx = F* = O et on peut supposer Vy ouvert.

Il en résulte que O est ouvert car O = \U V est une réunion d'ouverts.
xeO

Q (ii) : Soit F fermeé, complémentaire de I'ouvert O et soit x adhérent a F. Alors :
VVe M), VAF=D

donc VVeMx),VeF

donc vVeMx),VeO
donc xn'est pas intérieur a O
donc x ¢ O (car O étant ouvert tout élément de O est intérieur a O)

donc xeF.
Réciproquement, soit F une partie telle que tout élément adhérent a F appartienne a F. Montrons que

O = F®est un ouvert. Soit x € O. On a alors :
XeF



donc xn'est pas adhérent a F
donc IVe UX),VNF=0

donc IV, e MX), VxcF°=0
O est donc un voisinage de chacun de ses points x, donc O est ouvert.

EXEMPLES :

O Dans tout espace métrique, la famille des boules (B(X, r))xce,r>0 constitue une base d'ouverts,
puisque, pour tout ouvert U et tout x de U, il existe r > 0 tel que B(x, r) < U. U est alors réunion de
ces B(x, r), lorsque x décrit U.

O Dans R muni de la topologie usuelle, les intervalles ]a, b[ forment une base d'ouverts. Tout
ouvert U est la réunion des ]a, b[ qu'il contient.

O La topologie discréte sur E est la topologie pour laquelle T est constituée de toutes les parties de
E. Elle est identique a la topologie définie par la distance discréte (Voir L3/METRIQUE.PDF).

O La topologie grossiére sur E est la topologie pour laquelle T= {&, E}. Elle n'est pas séparée si

E possede au moins deux éléments. Cette topologie ne permet de distinguer aucun élément d'un
autre, tout voisinage de I'un contenant l'autre, puisque ce voisinage n'est autre que E.

O On a défini les ouverts de la droite de Sorgenfrey comme les parties réunions quelconques
d'intervalles [a, b[. Ces intervalles constituent donc une base d'ouverts pour la topologie de la droite
de Sorgenfrey. On pourra verifier que les ouverts verifient les axiomes voulus. Pour cette topologie,
I'intérieur de [a, b] est [a, b[. L'adhérence de ]a, b[ est [a, b[. Comme voisinage d'un élément a, on
peut prendre un ouvert [a, b[, b > a. Tout a admet une base dénombrable de voisinages, a savoir les

[a, a+%], n e N*.

Q Dans Z, pour tout d non nul, et tout r, posons Uy = {dn + r | n € Z}. Uq, est I'ensemble des
entiers congrus a r modulo d. Utilisons les Ug, pour définir une topologie particuliere sur Z.
Appelons ouvert une réunion quelconque des Ug,. Il obtient bien d'une topologie car Z = Ujg est
ouvert, & est la réunion vide des Ug, donc est ouvert. Une réunion d'ouverts est un ouvert, comme
réunion de réunion des Ug. En ce qui concerne l'intersection finie, il suffit de montrer que
I'intersection de deux ouverts est un ouvert, et par distributivité de l'intersection par rapport a la
réunion, que l'intersection de deux parties Ugr et Ugs est un ouvert. C'est le cas si cette intersection
est vide, et, dans le cas contraire, soit y € Ug N Ug. Soit m = PPCM(c, d). On vérifiera que
Udr N Ugs = Upy ciolnc est un ouvert. Les ouverts Ugr sont aussi des fermés. En effet :

Z\Ug =U Ugrec €St un ouvert
k=1

Considérons maintenant Z \ {-1, 1} = U Uy, I'ensemble des entiers multiples d'au moins un
p premier

nombre premier p. {-1, 1} n'est pas ouvert car tout ouvert non vide contient au moins un Ugr,
ensemble infini. Donc Z\ {-1,1} n'est pas fermé. Par conséquent, il ne peut étre réunion d'un

nombre fini de ferme Uy. Cela signifie que les Uy sont en nombre infini. On a prouvé que
I'ensemble des nombres premiers est infini (preuve de Furstenberg, dont on a donné une version
plus élémentaire dans LI/ARITHMTQ.PDF).
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PROPOSITION
(i) Pour toute partie A de E, (A)° = ACet (A) = (AO\C)
(i) A est le plus grand ouvert contenu dans A
(iii) A est le plus petit fermé contenant A
(iv) Fr(A) = A\ A

Démonstration :
Q (i) : Pour tout x :

xe(AfoxgAasvVVe M) VeAsYVe M), VAA 2D oxe Al

On vient de montrer que (,8\)c = A"
o

O _ —
Appliquons cette propriété a A°. On obtient (A%)° = (A°)° = A donc (A°) = (A)".

O o
Q (ii) : Montrons que A est ouvert. Soitx € A. 3V € x), V < A, et on peut supposer V ouvert.
Tous les éléments de V sont intérieurs a A (prendre comme voisinage de chacun d'eux inclus dans A

o O
l'ouvert V lui-méme). On a donc montré que : 3V € MX), V < A. A est donc un voisinage de

R O
chacun de ses points x, donc A est ouvert.

o
Montrons que A est le plus grand ouvert inclus dans A. Soit U un ouvert inclus dans A. Tout
élément de U est intérieur a A puisque U lui-méme est un voisinage de cet élément. Cette derniére

O
phrase signifie précisément que U c A.

Q (iii) : Appliquons (ii) a A°. On a donc :

o o]
(A°) ouvert et vV U ouvert, U c A° = U c (A)
En utilisant le (i), on obtient

(A) est ouvert et V U ouvert, U c A° = U < (A)°
ou encore

A est fermé et vV U ouvert, U' S A= U° 5 A
ou enfin, tout fermé F étant le complémentaire d'un ouvert U,

Aest ferméet vV F fermé, FSA=F oS A
Donc A est le plus petit fermé contenant A.

Q (iv) : Fr(A) = A ~n A°= A ~ (A)° = A\ A en utilisant le (i).

EXEMPLES :

0'Q=RetQ= 2 donc Fr(Q = R.
O Dans R avec la topologie usuelle, la frontiere de [a, b[ est {a, b} puisque I'adhérence de cet
intervalle est [a, b] et son intérieur est ]a, b.



Q) Les ouverts de la droite de Sorgenfrey sont les parties réunions quelconques d'intervalles [a, bl.
[b, +oof est ouvert. ]—o, a[ est ouvert. ]-oo, a[ U [b, +oo[ est ouvert comme réunion de deux ouverts.
Son complémentaire [a, b[ est donc fermé. Les intervalles [a, b[ sont donc simultanément ouverts et
fermés. Ils sont donc égaux a leur intérieur et leur adhérence. Leur frontiére est vide.

0 On a les équivalences suivantes :

— _ O
Aestdense dansE < A=E < (A) = J < (A°) = J < A° est d'intérieur vide

Soit E un ensemble muni de deux topologies T et U. On dit que la topologie T est plus fine que la
topologie ‘U si tout ouvert de U est un ouvert de T Par passage au complémentaire, il en résulte

que tout fermé de Uest un fermé de T,

EXEMPLE :
O La topologie de la droite de Sorgenfrey est plus fine que la topologie usuelle de la droite réelle.

En effet, tout ouvert usuel de R est réunion d'intervalles ]Ja, b[, eux-méme réunions des [a + % b[,

n € WN*, qui sont des ouverts de la droite de Sorgenfrey. Donc tout ouvert de R est un ouvert de la
droite de Sorgenfrey.

3- Convergence des suites
On dira qu'une suite (x,) de (E, IJ converge vers a si :

VVeMa),aN,vn>N,x eV
et on note cette propriété lim x, = a.

nN—oo
EXEMPLE :
QO Dans la droite de Sorgenfrey, on a nﬂnooxn —aeVb>a 3IN, Vn>N,x € [a, b[. Cela
exprime a la fois que n[r;wooxn = a au sens usuel dans R, mais aussi 3 N, V n> N, x, > a. C'est ce
gue nous avions noté nlimlgoxn = a plus haut. La topologie introduite ici permet donc de retrouver la

notion de convergence par valeurs supérieures que nous avions alors introduite.

PROPOSITION
Soit A une partie de E et x un élément de E. Considérons les deux propositions :

(1) I Kn)nepnr VX € At lim X, =X
n—oo
(i) x e A
On a (i) = (ii). On a (ii) = (i) si x admet une base dénombrable de voisinages.
On souligne que ces deux propriétés sont équivalentes dans les espaces métriques (la premiere
s'appelant caractérisation séquentielles des fermés, obtenue a partir de la caractérisation séquentielle
des points adhérents) mais qu'elles peuvent ne pas I'étre dans les espaces topologiques.

Démonstration :



Q (i) = (ii) : Soit V € Mx). Comme lim x,=x, 3N,V n=N, x, € V. On a donc xy élément de
N—00

VA Onaprouvéque:V Ve Mx),VAA=D, doncx e A

Q (ii) = (i) : Supposons que x admette une base (Vn)nen dénombrable de voisinages. Pour tout n,

Vin Va2 N ...V, est un voisinage de x, donc, x étant adhérent a A, ce voisinage posséde un

élément x, appartenant a A. Vérifions que lim X, = x. Soit V un voisinage de x. (Vn)nex fOrmant
n—oo

une base de voisinages, 3 N, Vy < V. A fortiori, pour n> N, X, e VinVon..NnVacVyCV,

donconamontréque: vV e Mx),IN,vn=N,x, e V.Donc lim x, = x.
Nn—co

4- Limite et continuité

Dans le cas d'une fonction f: D < E — F ou E et F sont des espaces métriques et D I'ensemble de
définition de f, on a vu dans L3/METRIQUE.PDF que, a étant adhérenta D :

lim f(x) =1l VvVe>0,3a>0,VxeB(a a) D, f(x) e B(l, €
X—a

Comme B(l, €) est un voisinage de | et que tout voisinage W de | contient une telle boule, on peut
réecrire cette définition sous la forme :

lim fx) =l VYWe M), 3a>0,VxeB@ a) D, f(x) e W
X—a

Oou encore :

lim fx) =1 VYWe M), 3a>0,VxeB@ a)nD,x e F{W)
X—a

SVWe M), 3a>0 B o) nDcfi(w)
Comme B(a, o) m D est un voisinage de a dans I'espace métrique D, on peut écrire :
lim f(x) = 1< v W e NI, F{W) e V@)
X—a

ol V¥h(a) désigne I'ensemble des voisinages de a dans D. Un tel voisinage est défini comme

I'intersection avec D d'un voisinage de a dans E. Dans un espace topologique, nous prendrons cette
derniére phrase comme définition de la limite :

DEFINITION
Soit f : D < E — F une fonction dont I'ensemble de définition est D, a un élément de E adhérent a
D, I un élément de F. On dit que lim f(x) =1si:

X—a

VW e N, F1W) e Vh(a)

EXEMPLE :
Q Soit f : R — R, définie par f(x) = %& pour x # 0. On prend ici D = R*, a=0,1=1.Si

W=]1—¢ 1+ e[, FL(W) désigne ici {x e D|1—g<%ﬁ<1+g}.



L'égalité des accroissements finis permet d'écrire qu'il existe 6 < ]0, 1], SINX) = cos(6x). Si on prend

X entre — © et m, cos(6x) est compris entre cos(x) et 1. Donc 1 > %& > cos(x) et I'inégalité

l—a<%Zz < 1 + ¢ est vérifiée dés que 1 — & < cos(x). Ainsi f1(W) contient I'ensemble

{x € D|1-¢<cos(x)}. Cedernier ensemble contient ]— arccos(1 — €), arccos(1 — €)[ » D qui est un
voisinage de 0 dans D. La propriété topologique énoncée reproduit bien le fait banal que
lim S0 = 1.

Xx—0 X

Si a appartient a D, et si F est séparé, on doit avoir | = f(a), car, par I'absurde, si | = f(a), on prend W

voisinage de | et U voisinage de f(a) disjoint de W. Alors a doit appartenir & f*(W), donc f(a) doit

appartenir a W, ce qui conduit a une contradiction puisqu'on a suppose f(a) e Uet U "W = &.

Comme dans le cas métrique, on dit que f est continue en a si x"ma f(x) = f(a) et que f est continue
_)

sur E si f est continue en tout point a de E.

PROPOSITION

Il'y a équivalence entre :
(i) f est continue sur E
(ii) V O ouvert de F, f*(O) est un ouvert de E
(i) v A fermé de F, f*(A) est un fermé de E

Démonstration :

On suppose ici que le domaine de définition D de f est E lui-méme.

Q (i) = (ii) : Supposons f continue. Soit O ouvert de F et a e f*(0). On a donc f(a) € O, et comme

O est ouvert, O est un voisinage de f(a). Comme f est continue en a, on a Iima f(x) = f(a) et donc
X—>

f1(0) € Ma). Ainsi, f }(O) est un voisinage de chacun de ses points, donc est ouvert.

Q (ii) < (iii) : L'équivalence repose sur le fait que le complémentaire d'un fermé est un ouvert et le

fait que, pour toute partie A de F, (A% = f*(A)’. En effet, les éléments x de ces deux parties

vérifient exactement f(x) ¢ A. (iii) = (ii) se montre par exemple comme suit. Soit O ouvert de F.

Alors O° est un fermé de F donc (O°) est un fermé de E d'aprés (iii), donc f*(O)° est un fermé de

E, donc f*(O) est un ouvert de E. On montre de méme (i) = (iii)

Q (ii) = (i) : Soit a € E. Montrons que x"ma f(x) = f(a). Soit W un voisinage de f(a). Il contient un
-

ouvert U qui posséde f(a). f(U) est alors un ouvert qui posséde a. f*(U) est contenu dans f(W).
Donc f (W) est un voisinage de a.

Dans la pratique, il suffit de vérifier (ii) pour une base d'ouverts, en s'appuyant que la propriété
suivante : pour toute famille de partie (Aj)ic; de F, ona f*(\U A) = U f1(A).
iel iel

X € f‘l(_L{ A) < f(x) e U| Aicdifx)eAcTdixefi(A)oxe L{ 1(A)
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Rappelons en cas de besoin qu'on a également ﬂl 1A = f‘l(_ﬁI A)) car :
le le

X e f*l(_mI A) < f(x) e _ml AcVifx)eAovVixefiA)exe _ml f1(A)

EXEMPLES :
U Dans R, f: x — x + sin(x) est continue donc {x | x + sin(x) > 3} est un ouvert. En effet, il s'agit de

I'image réciproque par f de lI'ouvert O =]3, +oo[.

O Désignons par S la droite de Sorgenfrey dont une base d'ouverts est donnée par les intervalles
[a, b[. R est par ailleurs muni de sa topologie usuelle. L'application Identité : S — R est continue
puisque tout ]Ja, b[, ouvert de R est un ouvert de S. Mais I'application Identité : R — S n'est pas

continue car [a, b[ ouvert de S n'est pas un ouvert de R.. Par exemple, la suite (- %) converge vers 0

dans R, mais ne converge pas dans S.

O Soit E un espace muni de deux topologies Tet U. On a les équivalences suivantes :
la topologie T est plus fine que la topologie U

<  toutouvert de Uest un ouvert de T’

<  lapplication Id : (E, Ty — (E, V) est continue

PROPOSITION
Sif:E— Fetg:F— Gsontcontinues, alors g o f: E — G est continue.

Démonstration :
0 Pour tout ouvert O de G, on a (g o ) (0) = f }(g*(0)). En effet :
xe(@of(0) = (gofx) e 0= g(f(x) € 0= f(x) e g7(0) = x e F(g(0))
g }(O) est un ouvert de F car g est continue. Donc f (g *(0)) est un ouvert de E car f est continue.

f: E — F est un homéomorphisme si f est bijective, continue et si f* est continue. Il résulte de la
proposition précédente qu'une bijection f est un homéomorphisme si et seulement si f transforme
tout ouvert (respectivement fermé) de E en un ouvert (respectivement fermé) de F et f* transforme
tout ouvert (respectivement fermé) de F en un ouvert (respectivement fermé) de E. Il existe alors
une correspondance parfaite entre les deux espaces pour toutes les notions topologiques (voisinages,
intérieur, adhérence), et les deux espaces sont indiscernables sur le plan topologique.

EXEMPLES :
0 Soit d la distance sur R définie par : d(x, y) = |arctan(y) — arctan(x)|. Alors Id : (R, | |) > (R, d)

est un homéomorphisme. En effet, dans les deux espaces, les ouverts sont les mémes, réunion
d'intervalles ouverts ]a, b[.

O Soit d la distance sur la droite achevée R = R U {-o, +xo} définie par

d(x,y) = |arctan(y)—arctan(x)| avec la convention arctan(+w) = g et arctan(-o) = — g Alors
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tan: ([~ g g], | |) — (R, d) est un homéomorphisme. La correspondance entre les ouverts des deux

espaces se faisant comme suit :

]a, b[ “ ]Jtan(a), tan(b)[
[- g b[ VAN [0, tan(b)[
Ia, gl © Jtan(a), +oo]

Ainsi, sur le plan topologique, la droite achevée ne se distingue pas d'un segment de R..
O Z muni de la distance usuelle est homéomorphe a Z muni de la distance discréte, par

I'intermédiaire de l'application identique. Les deux espaces admettent les singletons comme base
d'ouverts.

Il : Topologies usuelles

1- Topologie définie par une prébase
Soit E un ensemble non vide et (Aj)ic; une famille de parties. Cette famille permet d'engendrer une
topologie T, la moins fine parmi celles contenant tous les A;. Si les A; doivent y former des ouverts,

il devra en étre de méme des B; = M A; pour toute partie finie | < J. Il suffit alors de définir T en

iel

prenant la famille des B; comme base d'ouverts. On dira que la famille (Aj)ic; est une prébase de T

EXEMPLE :
O Dans R, la famille des intervalles J-oo, a[ et ]b, +o[, a € R, b € R, forme une prébase d'ouverts

pour la topologie usuelle.

2- Définition d'une topologie initiale et finale
Soit (E, I) un espace topologique et F un ensemble non vide. On considére une (ou plusieurs
applications, en nombre fini ou infini) f : E — F et on souhaite définir une topologie U sur Fde

facon que f soit continue. Il suffirait de prendre la topologie grossiere U = {&, F} puisque
(@) = & et f1(F) = E sont des ouverts de E, mais cela ne présenterait pas d'intérét. Remarquons
que, si on dispose de deux topologies Uet UV'telles que V<= UV’ (V' est plus fine que V) et si

est continue pour la topologie V', alors elle I'est également pour la topologie U. Il est donc

intéressant de choisir la topologie la plus fine rendant f continue. Une partie O de F sera ouverte si
et seulement si f*(O) est un ouvert de E. On définit bien ainsi une topologie sur F dite topologie
finale. En effet :

& et F sont des ouverts de F car f () = & et f (F) = E sont des ouverts de E.

Si (Oj)ic) sont des ouverts de F, alors pour tout i, f*(O;) est un ouvert de E, donc \J f*(O;)
iel
est un ouvert de E, mais \U £3(0;) = f (U 0j), donc U O; est un ouvert de F.
iel iel icl
Si (Oi)ic1 sont des ouverts de F avec | fini, alors pour tout i, f(O;) est un ouvert de E, donc
M £(0;) est un ouvert de E, mais M f1(0;) = (M 0;), donc M O; est un ouvert de F.
iel iel iel iel
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Inversement, soit (F, ) un espace topologique et E un ensemble quelconque. Soit f : E — F une

(ou plusieurs) applications. On souhaite définir sur E une topologie rendant f continue. Il suffirait de
prendre la topologie discréte puisque, pour toute partie (ouverte) A de F, f(A) est un ouvert de la

topologie discréte, mais cela ne présenterait pas d'intérét. Si on dispose de deux topologies T et T’
telles que T< Tet si f est continue pour la topologie T, alors elle I'est également pour la topologie

T" 1l est donc intéressant de choisir ici la topologie la moins fine rendant f continue. Une partie U
de E sera ouverte si et seulement si il existe O ouvert de F tel que U = f*(O). On définit bien une
topologie sur E dite topologie initiale. En effet :

& et E sont des ouverts de E car & = f }(&) et E = f *(F), avec & et F ouverts de F.

Si (U))ic: Sont des ouverts de E, alors pour tout i, il existe O; ouvert de F tel que U; = f*(0y),

donc U U= U £1(0;) = (U 0), avec \U O; ouvert de F, donc \U U; est un ouvert de E.
iel iel iel iel iel

Si (Uj)ics sont des ouverts de E avec | finie, alors pour tout i, il existe O; ouvert de F tel que
U; = £1(0;), donc M Ui = M £10;) = F1(M 0y), avec M O; ouvert de F, donc (M Uj; est un ouvert
iel iel iel icl iel
de E.

C'est ce que nous appliquerons dans les paragraphes qui suivent.

3- Topologie induite
Soit (E, d) un espace métrique et A une partie de E. On peut restreindre d a A, faisant de (A, d) un
espace métrique. Pour x € A et ¢ > 0, la boule de centre x de rayon & dans A n'est autre que :
{ye Aldx,y)<e}=B(x,e) N A
ou B(x, €) est la boule usuelle dans E. Un ouvert O de A est une réunion de telles boules :

O0=U (B(x, &) " A) pour une certaine famille de x et de ¢
=(UB(®Xg)NA

Mais \U B(x, €) est un ouvert de E. Tout ouvert de A est donc l'intersection d'un ouvert de E et de

A. Inversement, l'intersection de tout ouvert de E (réunion de boules de E) avec A donnera une
réunion de boules de A, donc un ouvert de A.

Cela permet de définir une topologie induite sur A par celle de E, espace topologique quelcongue,
sans recours a la notion de distance, en posant :

DEFINITION
Une partie U de A est un ouvert de A si et seulement si il existe O ouvert de E tel que U =0 n A.

Il n'est pas difficile de vérifier qu'on définit bien ainsi une topologie sur A. On pourra également
vérifier que c'est la topologie initiale rendant continue I'injection canonique :
i:A>(ETD
X — X

En effet :
U est ouvert de A
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S JO0ouvertdeE,U=0nA
& FOouvertde E,U={x e A|x=i(X) € O}
< 3JO0ouvertde E,U=i%0)

PROPOSITION
Un voisinage d'un élément x de A pour la topologie induite est de la forme V n A, ou V est un
voisinage de x dans E.

Démonstration :

Q En effet, un voisinage de x pour la topologie induite doit contenir un ouvert contenant x pour la
topologie induite, donc étre de la forme O n A, avec O ouvert de E contenant x et donc voisinage de
X dans E.

Réciproquement, une partie de la forme V n A avec V voisinage de x dans E contient une partie
O N A, avec O ouvert de E contenant x et incluse dans V. Cette partie est un ouvert de A pour la
topologie induite contenant x, donc V n A est bien un voisinage de x pour la topologie induite sur
A.

4- Topologie produit
Soit (Ej)ic; une famille d'espaces topologiques. L'ensemble | | E; est I'ensembles des (x;)ic tels que,
iel

pour tout i, X; € E;. Pour chaque j élément de I, on peut définir la projection m;

TCjZHEi—)Ej

iel

(Xi)iel = Xj

Pour chaque j, on peut alors définir sur [ | E; la topologie initiale rendant continue ;. Ses ouverts

iel

sont de la forme m; *(O;), O; ouvert de E;. On a 1 *(0;) = O; x [ ] Ei. La topologie T initiale rendant

i#

simultanément toutes les m; continues est la topologie la moins fine contenant tous les O; x [] Ei.

i

C'est celle pour laquelle les O; x [ E; forment une prébase. Une base de T est constituée d'une

i
intersection finie de ces parties. Une telle intersection est de la forme [ ] O; x [ ] Ei, pour toute partie
jeld igl

finie J — | et tout ouvert O; de E;. Un ouvert quelconque élément de T est une réunion quelconque

de [T O; x [ Ei, J fini. On dit que Test la topologie produit des E;.
jel il
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EXEMPLES :

0 Soit | = N, et pour tout i e I, E; = [0, 1]. L'ensemble [] E; se note J] [0, 1] ou [0, 1]™ et
n=0

iel
s'appelle le cube de Hilbert. Les éléments de cet ensemble sont les suites X = (Xn)nep, Xn €tant
élément de [0, 1] pour tout n. Montrons qu'il existe une distance d sur cet ensemble qui donne
exactement la méme topologie que la topologie produit. On dit que la topologie de cet espace est
meétrisable. Pour tout x = (x,) ety = (yn), posons :
= %= Yal

dix,y) = 2

n
n=0 2

La série converge car la suite (| Xn — yn|) est bornée. On Vérifie aisément que d est une distance.

Soit O un ouvert de [0, 1]™ pour la topologie produit et x = (x,) € O. O est un voisinage de x donc il
existe N et des voisinages Og, Oy, ..., Oy de X, Xi, ..., Xy tels que :

[o'e}

XEOoxolx...XONX H[O, l[CO
n=N+1
On peut choisir ces voisinages de la forme ]x, —r, Xn + r[ N [0, 1] avec r suffisamment petit. Ainsi :
ANeN,Ir>0,Vn<N, (X -1, % +r[ " [0, 1]) € O,
Montrons que B(X, ErN) c O, ou B(x, ErN) est une boule pour la distance d. Soity € B(x, ErN). Alors,

pourtoutn <N, ona:

| X — Vil
< dx y) <o

donc  |Xn— Vil <§,§Tngr

donc yhexn—nrx,+r[ [0, 1] <O,
donc y e OpxOg x ... x Oy x H[O,l[CO
n=N+1

On a montré que tout voisinage de x pour la topologie produit est un voisinage de x pour la distance
d.

Réciproquement, soit B(x, R) un voisinage de x pour la distance d. Soit N tel que ElN < % et soit
N 0

r :% Soit O =[] (xn—r1, Xn + r[ » [0, 1]) x J][O, 1]. Montrons que O < B(x, R). Pour tout
n=0 n=N+1

yeO,ona:

VnsN,|xn7yn|<r:%

et Vn>N,|[x-yi<1

N — 0 _
donc d(x,y)=> |X”2ny”|+ Z|Xn ¥ %

n
n=0 n=N+1 2



On a montré que tout voisinage de x pour la distance d est un voisinage de x pour la topologie
produit.
Les deux topologies, ayant les mémes voisinages pour tout point, ont les mémes ouverts.

0 Soit R® I'ensemble des fonctions de R dans R.. Une fonction f peut étre vue comme un élément

de la forme f = (f(x))xeg, de sorte que R® peut étre vu comme le produit [] E;, avec | = R, et

iel

Ei =R pour tout i. Un voisinage de la fonction identiquement nulle contient alors un ouvert de la

forme O = [ J]-ex &[ x [[ R pour une famille finie J de x pour lesquels & > 0. On notera
xeld Xel

également :

O = [1Jew & x R®
xel
Dans ce contexte, la topologie produit est aussi appelée topologie de la convergence simple. En
effet, dire qu'une suite de fonctions (f,) converge simplement vers 0, c'est dire que :
VX Vex>0,3 Ny, VNn>Ny, fo(X) € |- &, &l
donc pour toute partie finieJde R, 3N =Max(Ny, X € J), VX e J,Vn>N, f;(X) € |- &, &l

donc IAN,Vnx=N,f,e 0ol O=]]]& & x R, ouvert pour la topologie produit.

xel

Réciproquement, si V O ouvert, 3 N, ¥ n > N, f, € O, alors en prenant pour chaque x réel et chaque

€>0,l'ouvert O=]-¢,¢[ x[[ R, onaura:
Y#X
VXx,Ve>0,3N,Vn>N,f(x) e]-¢ ¢l
donc la suite (f,) converge simplement vers la fonction nulle.
Cette topologie n'est pas métrisable (voir les exercices).

O Le produit de deux espaces vectoriels normés (E, Ng) et (F, Ng) est un espace vectoriel normé.
Une base d'ouverts est donnée par les produits Be x Bg d'une boule quelconque de E par une boule
quelconque de F. Des normes équivalentes sur E x F sont données par :

(X, ¥) € ExF— Ng(x) + Ng(y)
ou bien par

(X, y) € ExF— Max {Ng(x), Ne(y)}
ou bien par toute expression de la forme :

(X, y) € ExF — || (Ne(x), Ne(y)) ||
ol || || est une norme quelconque sur R?. L'équivalence des normes ainsi définies sur E x F résulte

de I'équivalence des normes sur R

PROPOSITION
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Pour i e I, soit f; une application d'un méme un espace topologique F dans E;. On lui associe
I'application f : F — ] E; définie par f(x) = (fi(x))ici. Alors f est continue si et seulement si, pour
iel

tout i, f; est continue.

Démonstration :
O On af; = mj o f. Donc, puisque les =; sont continues par construction de la topologie produit, si f
est continue, les f; le sont.

Réciproquement, supposons les f; continues, et soit [ [ Oj x [ Ej, J fini < I, un ouvert de [ ] E;. Les
jeld igl iel
f; étant continues, on a, pour tout j € J, f{l(O,-) ouvert. Donc :
AT < [TE)={x|Vjel fi(x) e O} ={x|Vj el xefi(O)}=M f(0)
jed igd jeld
est un ouvert de F, ce qui prouve la continuité de f.
5- Topologie quotient
Soit E un espace topologique et ® une relation d'équivalence. Soit = : E — E/®R la projection
canonique qui, a un élément x de E associe sa classe d'équivalence X. On appelle topologie quotient
la topologie finale sur E/R, la plus fine rendant  continue. Ses ouverts sont les O < E/R tels que

7 *(O) soit un ouvert U de E.
Un tel ouvert U est particulier. Si x € U et si x Ry, alors n(X) = n(y), et comme n(x) € O, alors

n(y) € O etdoncy e w *(O) = U. Ainsi, x € Uetx Ry =y e U. On dit que U est un ouvert saturé
pour la relation ®, Une partie saturée peut aussi étre vue comme réunion de classes d'équivalence.

Inversement, toute partie U saturée est I'image réciproque par r d'une partie de E/R, Posons en effet
O = (V) et vérifions que U = © (O) :

six e U, alors n(x) € n(U) = O, donc x €  *(O)

si x €  1(0), alors n(x) € O = n(U), donc 3y e U, n(x) = n(y), donc x Ry, et comme U est
saturé pour R, x € U.
Si U est ouvert saturé de E, O = n(U) sera donc un ouvert de E/®R, Ainsi, on établit une bijection

entre les ouverts O de E/R et les ouverts U saturés de E :
U=r'(0) 0 =n(V)
Par définition de la topologie quotient, O est ouvert si et seulement si U est ouvert.

Soit maintenant f : E — F une application compatible avec la relation d'équivalence R sur E, i.e. :
V (xy) € ExE xRy = f(x) = f(y)
La condition précédente indique que la valeur de f(x) ne dépend que de la classe X de x, et on peut

alors définir une application f : E/® — F en posant f (X) = f(x).
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PROPOSITION

Sous les hypothéses précédentes, f est continue si et seulement si f est continue.

Démonstration :

QOnaf= f on Donc = étant continue par construction de la topologie quotient, si f est continue,
alors f est continue par composition de fonctions continues.

Réciproguement, supposons f continue et soit O ouvert de F. Montrons que f *(O) est un ouvert de

E/R.. Il suffit pour cela de vérifier que U = 7 *(f %(0)) est un ouvert de E. Mais :

n{(f1(0)) = (f o) {(0) = %(0)
C'est bien un ouvert de E puisque O est ouvert et f continue.

EXEMPLES :
Q Sur R, soit la relation d'équivalence x=ymod 1 < 3k e Z, x=y+k<|x—-y|=0o0U0] |

désigne la partie entiére. L'ensemble quotient R/Z est l'ensemble des classes d'équivalence

X ={x + k| k € Z}, et on peut choisir comme représentant particulier de X I'élément x € [0, 1][.
Soit U le cercle unité de C et considérons I'application f définie par :

f:R->U
X — exp(2inx)
Cette application est continue. Par ailleurs, elle est compatible avec = puisque

exp(2in(x + k)) = exp(2inx). Elle passe donc au quotient :

f :X e RIZ — exp(2inx) e U
L'application fest une bijection. En effet, elle est surjective, car, pour tout z de U il existe x € R
tel que z = f(x) = f (X). Elle est injective car :

f) =)

= exp(2inx) = exp(2iny)

= Ak € Z, 2inx = 2iny + 2ikn
= dkeZ,x=y+Kk

= X Ry

= X=y

Nous allons vérifier qu'il s'agit d'un homéomorphisme.
f étant continue, f I'est aussi, d'aprés la proposition précédente.

Pour montrer que f *: T — R/Z est continue, il s'agit de montrer que, pour tout ouvert O de R/Z,

son image réciproque par f *, donc son image directe par f, est un ouvert de U. Les ouverts O sont
de la forme n(U), avec U ouvert saturé de R.. Un tel ouvert saturé de R est réeunion d'ouverts saturés

de la forme W = U ]a + k, b + k[, obtenu en translatant ]a, b[ par un entier quelconque. On a alors :
kez
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f(0) = f(n(V)) = f(U) = f(LU W) = U f(W) = U f(a, b[)
Or f(]a, b[) est I'ensemble des z d'argument variant strictement entre 2za et 2rtb. 1l s'agit d'un ouvert

de U, donc f(O) = U f(Ja, b[) est aussi un ouvert de UL, et f * est continue.

Topologiquement, il n'y a pas de différence entre R/Z et un cercle. On l'obtient a partir de

I'ensemble [0, 1] des représentants en identifiant les points O et 1, ou en courbant le segment [0, 1]
de facon a coller 0 et 1 ensemble. Un voisinage dans I'ensemble quotient de 0 (ou de 1) ramené au
segment initial contient la réunion [0, [ U ]1 — &, 1] pour un certain € > 0. Les voisinages des autres
points sont les voisinages usuels. Cet ensemble est généralement désigné par le symbole S*.

QO Considérons le carré [0, 1] x [0, 1] et, pour tout y élément de [0, 1], identifions d'un fagon
comparable a ce qui précede les points (0, y) et (1, y). L'ensemble quotient est un cylindre. Un
voisinage de (0, y) (ou de (1, y)) dans cet ensemble quotient contient un disque dont une moitié est a
droite de (0, y) et l'autre moitié a gauche de (1, y). C'est le modele d'un univers bidimensionnel dont
une dimension se referme sur elle-méme. Quand on quitte le carré par la droite, on réapparait par la
gauche.

QO Considérons le carré [0, 1] x [0, 1] et identifions d'une fagcon comparable a ce qui précéde les
points (0, y) et (1, 1 —y). L'ensemble quotient est un ruban de Mdbius. Un voisinage de (0, y) (ou
de (1, 1 - y)) dans cet ensemble quotient contient un disque dont une moitié est a droite de (0, y) et
l'autre moitié a gauche de (1, 1 — y). C'est le modele d'un univers bidimensionnel dont une
dimension se referme sur elle-méme, mais quand on quitte le carré par la droite en bas, on réapparait
par la gauche en haut. En voici une représentation plongée dans R®, obtenue en effectuant une

torsion du carré avant de coller les deux c6tés opposés téte-béche.

=== 7
SS——— _—=’
=

QO Considérons le carré [0, 1] x [0, 1] et identifions d'une part les points (0, y) et (1, y), et d'autre
part les points (x, 0) et (x, 1). L'ensemble quotient est un tore T2 C'est le modéle d'un univers
bidimensionnel dont les deux dimensions se referment sur elles-mémes. Quand on quitte le carré par
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la droite, on réapparait a gauche, et quand on le quitte par le bas, on réapparait en haut. En voici une
représentation plongée dans R®.

On peut aussi le voir comme le produit S* x S'. Plus généralement, le produit S* x ... x S* n fois
s'appelle tore de dimension n, noté T". On peut aussi voir T" comme I'ensemble quotient R"/Z".

O Considérons le carré [0, 1] x [0, 1] et identifions d'une part les points (0, y) et (1, y), et d'autre

part les points (x, 0) et (1 — x, 1). L'ensemble quotient est une bouteille de Klein. On ne peut la
représenter par une surface de R® qu'en acceptant que cette surface se traverse.
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O Considérons le carré [0, 1] x [0, 1] et identifions d'une part les points (0, y) et (1, 1 —y), et d'autre
part les points (x, 0) et (1 — x, 1). L'ensemble quotient est le plan projectif P*(R) (ou P? pour
abrégéer) ou la surface de Boy. Ci-dessous, les deux c6tés a du carré représentent le méme segment
du plan projectif et doivent étre collés I'un a l'autre, dans le sens indiqué. Il en est de méme des deux
cotés b.

b

Comme pour la bouteille de Klein, on ne peut le représenter par une surface de R® qu'en acceptant
que cette surface se traverse.
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On peut aussi voir le plan projectif comme un disque (homéomorphe au carré) dont on identifie les
couples de points de sa frontiére diamétralement opposés. Cela revient a coller un demi-cercle de la
frontiere du disque a I'autre demi-cercle, dans le sens indiqué ci-dessous :

On peut aussi voir P? comme le quotient de la sphére unité S? de R® par la relation d'équivalence ~

dont les classes d'équivalence sont {u, — u}, u e S% En effet, I'hémisphére nord strict
{(x,y, 2}, z > 0} s'identifie a I'némisphére sud {(x,y, z}, z<0} et est homéomorphe au disque
ouvert D du plan {(x, ), X* + y* < 1}. Quant & I'équateur de la sphére, elle correspond a la frontiére
Fr(D) de D ou I'on identifie deux points diamétralement opposé. On retrouve donc la construction
précédente. On peut aussi voir P? comme le quotient de R*® \ {(0, 0, 0)} par la relation

d'équivalence R définie par: u Rv <> I L =0, u=Av. Eneffet, onau Rm ou || u || est la norme

euclidienne, donc on peut se ramener & des représentants éléments de S?, et sur S?, R et ~ sont les

mémes relations.
Plus généralement, I'espace projectif P" est I'ensemble quotient de la sphére unité S" de R™*

(respectivement de R™?) par la relation d'équivalence ~ (respectivement ®) analogue & celle ci-
dessus.

QO Dans une démarche comparable aux précédentes, considérons un grand hexagone régulier dont
on recolle deux a deux les cOtés opposeés. L'espace obtenu peut étre divisé en 12 petits hexagones.
Dans la figure ci-dessous, les parties de méme couleur doivent étre recollées bord a bord pour
reconstituer les dits hexagones. Le petit hexagone jaune et le petit hexagone marron constituent
chacun un voisinage d'un point de I'espace topologique issu du recollement de trois sommets du
grand hexagone initial. Les trois petits hexagones bleu, vert et rouge constituent des voisinages de
points issus du recollement des milieux de c6tés opposes du grand hexagone initial. 1l convient de
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comprendre qu'une fourmi qui se déplacerait dans un tel espace ne verrait qu'une suite d'hexagones
réguliers sans distinction particuliére d'un hexagone a l'autre.

Cet espace s'obtient naturellement quand on trace le graphe de Cayley du groupe symétrique &,
(groupe des permutations de 4 éléments), engendreé par les transpositions t = (1 2), (1 3), et (1 4). Ce
graphe est constitué de 24 sommets représentant les éléments du groupe, une aréte joignant un
sommet ¢ a un sommet y s'il existe une des trois transpositions précédentes t telle que ¢ = yrt.
Dans la figure ci-dessous, on a choisi les couleurs bleu, rouge, vert respectivement pour les produits
par (1 2), (1 3) et (1 4). Le sommet dont la dénomination est un quadruplet xyzt est associée a la
permutation qui envoie 1, 2, 3, 4 respectivement sur x, y, z, t. L'application d'une transposition (1 u),
u e {2, 3, 4}, a l'un des sommets permute les éléments du quadruplet situés aux rangs 1 et u. Les
arétes de méme couleur et de direction opposée sont jointes I'une a l'autre :
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31422143
\ / \ /
1432 4132 41231423
/ \ / \
rrrrrrr ——»2431 21343124 3421
\ / \ /
42311234 13244321
....... —.32£ 32142314 2341 — -
\
12434213 4312 1342
/ \ / \
24133412

La figure est constituée de 12 hexagones (dont les 5 qu'il faut recoller de bord a bord), 12x6_

> 36

arétes et % = 24 sommets.

O Si E est séparé, le quotient E/® ne I'est pas nécessairement. Considérons dans R? I'ensemble
E = {0, 1} x R, réunion de deux droites paralléles, muni de la relation d'équivalence dont les classes

d'équivalence sont : {(0, 0)}, {(1, 0)} et pour tout x = 0 {(0, x), (1, X)}. E/R peut étre vu comme la
droite réelle ou I'on a dédoublé le point 0 en deux points distincs, O et 05 :
E/R=R* U {0} U {0}

Une base de voisinages de x non nul est donné par les intervalles ouverts ]x — €, x + ¢[ inclus dans
R*. Une base de voisinages de Oq est donnée par {0o} U ]- ¢, O[ U ]0, ¢[, et une base de voisinages
de 0; est donnée par {0:} U ]- ¢, O[ U ]0, g[. Op et 0, sont différents mais leurs voisinages se
chevauchent nécessairement. Le méme exemple montre que, si E est métrique, E/® ne l'est pas
nécessairement, puisqu'un espace métrique est necessairement separe.

Q Soit G un groupe et E un ensemble. On dit que G est un groupe opérant sur E s'il existe un
morphisme de groupe de G dans I'ensemble des bijections sur E. Généralement, on désigne par la
méme lettre I'élément g de E et son image par le morphisme, de sorte que g est vue comme une
application bijective de E dans E qui, a x élément de E, associe I'élément noté conventionnellement
gx. Le fait d'avoir un morphisme se traduit par :

V XxekE ex=x ou e est le neutre de G

VvV x eE, V(g,h) e G, g(hx) = (gh)x ce qu'on notera ghx.

On peut alors définir une relation d'équivalence sur E, par : x Ry <> 3 g € G, y = gx. La classe
d'équivalence de x, égale a {gx | g € G} et notee Gx, s'appelle I'orbite de x. L'ensemble quotient se
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note E/G. Si on prend par exemple E = S" et G = {e, o} ou pour tout u de S", cu = — u, alors on
retrouve un exemple précédent, ou E/G =P". Si on prend E = R, G = Z, l'action de g sur x le

transformant en x + g, alors E/G n'est autre que R/Z.

[Il : ESpaces connexes
On géneéralise aux espaces topologiques quelconques ce qui fait la spécificité des intervalles de R,
la connexite.

1- Définition
DEFINITION
Un espace topologique E est connexe si :

Vv Uouvert, VVouvert UUV=EetUNnV=d = U=EetV=CZ)ou(U=J etV =E)
Une partie A d'un espace topologique E est connexe si :

Vv Uouvert, VVouert AcUuVetUNnVnA==>AcUetVnA=J)ou
UnA=getAcV)

Autrement dit, un espace est connexe si et seulement si on ne peut pas le partitionner en deux
ouverts non vides disjoints. Dans la définition ci-dessus, V étant le complémentaire de U, on peut
également définir un connexe par la propriété suivante :

VvV UouvertetfermédeE,U=EouU=0O

Une partie A d'un espace topologique est connexe si et seulement si elle est connexe en tant
gu'espace topologique quand on la munit de la topologie induite par celle de E.

EXEMPLE :
Q]0, 1] U 11, 2[ n'est pas connexe.

PROPOSITION
Les connexes de la droite achevée R U {—o, +oo} sont les intervalles.

Démonstration :
Q Le fait d'utiliser la droite achevée permet de parler de borne supérieure et inférieure y compris
pour des parties non bornées de R.

Soit A une partie connexe de la droite achevée, a = Inf(A), b = Sup(A). On a donc A c [a, b].
Montrons que ]a, b[ < A. Par l'absurde, s'il existe t € ]a, b[ tel que t ¢ A, alors, en prenant
U =[a, t[ et V =]t, b], on obtient une contradiction avec la connexité de A. On a donc :
Jla,b[c Ac]a, b]

et A est un intervalle, de bornes a et b (contenant ou non l'une ou l'autre des deux bornes).
Réciproquement, soit | un intervalle. Supposons par I'absurde gu'il existe des ouverts U et V tels que
lcUuV,UnNnVnnIl=g, UnletV n I ouverts non vides. Il existe a élément de U n l et b
élément de V n I. Supposons par exemple a < b. Posons a; = a et by = b et procédons par

dichotomie. Supposons a, € U et b, € V définis, avec a, < b, et b, — a, = boznao. si &n ; by U,

_antby

+
pOSONS an+1 = 2 * by

et bp1 = by, SinoOnN posons an+; = an et by = , de sorte que an+1 € U,
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bner € V, @nsr < bpig €t Dpeg — aner = b02_n—+1a_0. Les suites (a,) et (b,) forment alors deux suites

adjacentes convergeant vers une limite x élément de [a, b] donc élément de I. Donc x € U U V. Si

x € U, U étant ouvert, et lim b,=x,3 N, Vv n>N, b, € U, ce qui est absurde puisque b, € V pour
Nn—co

toutnetque UNnVnl=d. Six € V, comme lim a, = x et que V est ouvert, 3 N, Vn>N,
N—o0

an € V, ce qui est absurde car a, € U pour tout n. On obtient donc une contradiction.

2- Propriétés
PROPOSITION
Il'y a équivalence entre :
(i) E est connexe
(it) Toute fonction f : E — {0, 1} continue est constante.

Démonstration :

Q (i) = (ii) : Sif: E > {0, 1}, alors {0} et {1} etant des fermés de {0, 1} et donc aussi des ouverts
par passage au complémentaire, U = f }({0}) et VV = f }({1}) sont des ouverts de E, disjoints et dont
la réunion est égale a E. E étant connexe, I'un des deux est vide et l'autre est égal a E, ce qui signifie
que f est constante.

Q (ii) = (i) : Par I'absurde, si E n'est pas connexe, on peut le partitionner en deux ouverts disjoints
OsixeU

lsixe V" On obtient alors une fonction

U et V. On définit alors f : E — {0, 1} par f(x) = [

continue non constante, en contradiction avec (ii).
Une démonstration comparable s'applique si on suppose que f est a valeurs dans un espace discret.

COROLLAIRE
Si E et F sont deux espaces connexes, alors E x F est connexe.

Démonstration :
Q Soit f: E x F — {0, 1} continue. Montrons que f est constante. Pour tout (Xo, Yo) et (X, y) de E x F,
ona:
f(x, y) =f(xo, y) car f(., y): x € E — f(x, y) est continue et E est connexe
= f(xo, Yo) car f(xo, .): y € F — f(xo, ¥) est continue et F est connexe
Donc f est bien constante.

EXEMPLES :
Q Pour tout n, R" est connexe. En effet, soit x ¢ R", et f : R" — {0, 1} continue. A fortiori,

I'application t € [0, 1] — f(tx) € {0, 1} est continue. Mais [0, 1] est connexe, donc cette derniere
fonction est constante, et donc f(0) = f(x) (pour les valeurs respectives t = 0 et t = 1). On a montré
que f est constante, égale a f(0), donc R" est connexe.

O St est connexe, donc S ... xStest connexe, donc le tore de dimension n T" est connexe.

PROPOSITION
Q Soit f : E — F continue avec E connexe. Alors f(E) est connexe.

=24 -



Dans R, les connexes sont les intervalles. Ce théoreme généralise donc le fait que I'image d'un
intervalle par une fonction continue de R dans R est un intervalle, qui est I'une des formulations du
théoréme des valeurs intermédiaires.

Démonstration :

O Soient U et V deux ouverts de F tels que f(E) c U u VetU NV nf(E) = . On a alors
EcflUuV)=flU)ufi(V)et D = XU n V n f(E)) = F1(U) n F(V). Or f étant continu,
f1(U) et f }(V) sont tous deux des ouverts. La connexité de E implique que I'un d'entre eux est vide,
par exemple f(U), mais alors & = f(f *(U)) = U n f(E), ce qui prouve la connexité de f(E).

EXEMPLE :
O Si E est un espace connexe, alors tout ensemble quotient muni de la topologie quotient est
connexe, puisque la projection canonique est continue.

COROLLAIRE (Théoréme des douanes)
Soit f: [0, 1] — E une application continue a valeurs dans un espace topologique. Soit A une partie
de E tel que f(0) € Aetf(1) € A® Alors: 3t € [0, 1], f(t) € Fr(A).

Pour passer de A a son complémentaire, on doit passer par sa frontiére Fr(A).

Démonstration :

0O Rappelons que Fr(A) = A\ A.

Sif(0) € Fr(A),onprendt=0.

Sinon, cela signifie que 0 est intérieur a A, ce que nous supposerons désormais.
Sif(1) € Fr(A),onprendt=1.

Sinon, cela signifie que 1 est intérieur a A%, ce que nous supposerons désormais.

[0, 1] étant connexe et f étant continue, ([0, 1]) est connexe. Soit U = ,8\ et V= (A)S U et V sont
deux ouverts disjoints non vides (U contient 0 et V contient 1), donc la connexité de ([0, 1])
implique qu'il ne peut étre recouvert par U U V. Il existe donc t tel que f(t) ¢ U U V. Donc

f() e U~ Vo= (A A A=A\ A= Fr(A).

COROLLAIRE

On dit qu'un espace E est connexe par arcs si, pour tout x et tout y de E, il existe une application
continue f: [0, 1] — E telle que f(0) = x et f(1) = y. f s'appelle un chemin continu reliant x a y. Un
espace connexe par arcs est connexe.

Démonstration :

Q) Par I'absurde, si E n'est pas connexe, on aurait E = U U V réunion disjointe de deux ouverts non
vides U et V, et donc également fermés. On a donc Fr(U) = Fr(V) = J, eten prenantx e Uety e V,
on obtient une contradiction avec le théoreme des douanes.

EXEMPLES :

O L'image d'un espace connexe E par arcs par une application continue f est connexe par arcs. En
effet, pour relier f(x) a f(y) par un chemin continu, il suffit de relier x a y par un chemin puis de
prendre I'image de ce chemin par f.
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O R" est connexe par arcs donc connexe. Pour n > 2, R" \ {0} est connexe par arcs : relier deux
points de cet espace par un chemin qui ne passe pas par 0. Il n'en est pas de méme de R \ {0} qui
posséde deux composantes connexes. Cela prouve que R n'est homéomorphe a aucun R", n > 2,
puisque R privé d'un point n'est pas connexe, alors que R" privé d'un point le reste, et que la

connexité est une propriété conservée par homéomorphisme. Le méme type d'argument montre que
le cercle unité S' de R? n'est pas homéomorphe & un intervalle | car sinon, | privé d'un de ses points

intérieurs (ensemble non connexe) serait homéomorphe & S* privé d'un point (ensemble connexe).
O Pour n > 1, la sphére unité S" de R™* est connexe par arcs, donc connexe : S" est en effet I'image

de R"\ {0} par l'application x — ﬁ

O Pour n > 1, I'espace projectif P" est connexe par arcs. Il est en effet quotient de R™*\ {0}, donc

image de cet espace par la projection canonique continue.

Q) Le ruban de Mdbius est connexe par arc donc connexe.

O Les parties convexes d'un espace vectoriel normé sont connexes par arcs. Les boules sont
connexes par arcs donc connexes.

PROPOSITION

Soit A une partie connexe d'un espace topologique E. Alors A est connexe.

Démonstration :

0 Supposons que A = U U V, avec U "V N A =@, U et V ouverts. A fortiori, A < U U V et
UNnVn A= . La connexité de A implique que U N A ou V N A est vide. Supposons par

exemple U " A =&. Onaalors A — U°. Mais U° est fermé. A étant le plus petit fermé contenant A,

onaA c U, donc U N A=, ce qui prouve que A est connexe.

EXEMPLE :
0 Dans R?, soit A = {(x, sin(%)) | x > 0}. Il s'agit d'un connexe comme image du connexe ]0, +oof

par l'application continue x — (X, sin(%)). Son adhérence A est constituée de A U ({0} x [-1, 1]), qui

est donc également connexe. A n'est pas connexe par arc car le point (0, 0) ne peut étre relié au

point (l, 0) par un chemin continu.
T

3- Composantes connexes

PROPOSITION
Soit E un espace topologique. On définit sur E la relation binaire suivante :

XRy<ICcEconnexe,xeC,yeC

® est une relation d'équivalence. Ses classes d'équivalence, formant une partition de E, s'appellent
les composantes connexes de E.

Démonstration :
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U La relation est réflexive. 1l suffit de prendre C = {x}. Elle est évidemment symétrique. Montrons
la transitivité. Soient x, y et z tels que x Ry, y R.z. Il existe deux connexes C et D tels que x e C,
yeCnD, zeD. Pour conclure, il suffit de montrer que CuUD est connexe. Soit
f: Cu D — {0, 1} continue. f est continue sur C donc constante car C est connexe. De méme f est
constante sur D. Or C et D ont y comme élément commun. Donc les deux constantes sont les
mémes, égales a f(y), et f est constante sur C w D, ce qui prouve la connexité de cet ensemble.

Toute composante connexe est connexe. En effet, soit X une composante connexe, et f: X — {0, 1}
continue. Soit x élément de X. Alors :

VyeX 3Cconnexe,xe C,yeC
donc f(x) =f(y) car f est continue sur le connexe C
donc fest constante sur X
donc X est connexe.
Si X est une composante connexe incluse dans une partie connexe Y, alors X = Y puisque tout
élément y de Y est connecté a tout élément x de , donc x et y appartiennent a la méme classe
d'équivalence. Ainsi, les composantes connexes sont les parties connexes maximales. En particulier,
les composantes connexes sont égales a leur adhérence, connexes également, donc sont fermees.

EXEMPLES :
O Les composantes connexes de R* sont R * et R™*.

O Dans la droite de Sorgenfrey, toute partie A ayant deux éléments au moins x <y ne peut étre

connexe. En effet, soit a = %y U =], a] et V = [a, +oo[ sont deux ouverts disjoints recouvrant

A, U possédant x et V possédant y. Ainsi, les composantes connexes sont les singletons. On dit que
la droite de Sorgenfrey est un espace topologique totalement discontinu. Un autre exemple
d'espace totalement discontinu est donné par QQ_avec la topologie usuelle induite par la valeur

absolue.

O Le groupe orthogonal O3(R) n'est pas connexe, puisque l'application déterminant est une
application continue non constante de O3(R) dans {-1, 1}. Il possede deux composantes connexes.
En effet SO3(R) est connexe par arcs. Il suffit de montrer que toute matrice de rotation M peut étre
reliée a la matrice identité I5. Or, il existe une matrice de changement de base P et un angle 6 tel
que :
cos(0) —sin(6) 0
M =P| sin(6) cos(®) 0 [P
0 0 1
cos(t0) —sin(t0) 0
Pour relier 134 M, prendre le chemin t € [0, 1] — P | sin(t8) cos(t6) 0 [P ™.
0 0 1
Le complémentaire de SO3(R) dans O3(R) est connexe, car homéomorphe a SO3(R) au moyen de

I'noméomorphisme u € SO3(R) —> v o U € O3(R) \ SO3(R), ou v est un élément donné de
O3(R) \ SOs(R)

La méme démonstration montre que O,(R) est constitué de deux composantes connexes, SO,(R)
étant l'une d'elles. On utilise pour cela le fait que toute matrice de SO,(R) est semblable, via une
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matrice de passage P, a une matrice diagonale par blocs R(6;, ..., 6x), chaque bloc étant de la forme
(cos(ei) —sin(6;)

sin(6;) cos(6;)
L3/HERMTN.DOC).On joint I, & M au moyen du chemin t — PR(t1, ..., to)P .

), avec, si n est impair, un dernier bloc 1 x 1 constitué du seul nombre 1 (voir

IV : Espaces compacts

Dans la définition d'un espace métrique compact, conservons la propriété qui ne fait pas appel a la
notion de distance. Il s'agit de la propriété de Borel-Lebesgue (voir L3/METRIQUE.PDF) :

1- Définition

DEFINITION

Un espace topologique séparé est dit compact si, de tout recouvrement ouvert, on peut extraire un
sous-recouvrement fini (propriété de Borel-Lebesgue).

Un espace métrique compact est donc également compact au sens purement topologique. Pour qu'un
espace séparé E soit compact, il suffit qu'il vérifie la propriété de Borel-Lebesgue pour les ouverts

d'une base @ d'ouverts. Supposons que tel est le cas, et soit (O;)ic; Un recouvrement ouvert de E.

Chaque O; est une réunion U Bjj, les Bj; étant des ouverts de la base @, et I(i) un ensemble
jel()

d'indices propre a chaque i. L'ensemble de tous les B;; réalise donc un recouvrement de E, dont on

peut, par hypothese, extraire un sous-recouvrement fini By, ..., B,. Chaque By est inclus dans I'un des

O;,, de sorte que Oj,, Oi,, ..., Oj forme un sous-recouvrement fini de E issu du recouvrement initial.

E est donc compact.

On renonce en général a la propriété de Bolzano-Weierstrass (selon cette propriété, toute suite
admet une sous-suite qui converge). Dans le cas le plus général, elle n'est plus ni nécessaire ni
suffisante pour avoir un espace vérifiant la propriété de Borel-Lebesgue (voir la partie Exercices).

PROPOSITION
Soit E compact et (Fj)ic; une famille de fermés non vides telle que toute intersection finie est non

vide. Alors M F; # &.

iel

Dans le cas d'un espace métrique, nous nous étions bornés a énoncer cette propriété pour une simple
suite décroissante de fermés non vides. La proposition précédente est un peu plus générale.

Démonstration :
Q Pour tout i, posons O; = F°. Les O; sont des ouverts.

Par l'absurde, si (M F; = &, alors (M F;)° = E donc \U F = E, donc U O; = E. Les O; forment donc

iel iel iel iel

un recouvrement ouvert de E. E étant compact, il existe un sous-recouvrement fini \_ O; = E. En

iel

repassant au complémentaire, on obtient (M F; = & avec J fini, ce qui est contraire a I'nypothese.

iel

EXEMPLE :
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Q Soit (x,) une suite d'un espace topologique séparé convergeant vers une limite I. La partie
A ={x,|n e N} u {lI} est compacte. En effet, si on a un recouvrement ouvert (O;)ic; de A, | est

dans l'un des O;. Pour cet ouvert Oj, la suite (x,) convergeant vers I, 3 N, V. n > N, x, € O;. On
obtient un recouvrement fini de A en prenant cet Oj, et pour tout n < N, un ouvert contenant x,.

2- Propriétés
PROPOSITION

(i) Soit A une partie compacte d'un espace E séparé et x ¢ A. Alors, il existe deux ouverts
disjoints U et V, le premier contenant A, le second possédant x.

(ii) Toute partie compacte d'un espace E séparé est fermée.

(iii) Tout fermé inclus dans un compact est compact.

(iv) Soit f : E — F une application continue entre espaces séparés, E étant compact. Alors
f(E) est compact.

Démonstration :
Q (i) : L'espace E étant séparé, pour tout y de A, il existe un voisinage Vy de x et un voisinage Uy de
y, qu'on peut supposer ouverts, et qui sont disjoints. Les Uy recouvrent A quand y parcourt A. A

étant compact, il existe un sous-recouvrement fini U = \U Uy, pour une partie finie C incluse dans
yeC

A. U est un ouvert qui contient A. V = (M) Vy est un ouvert (car I'intersection est finie) qui posséde x
yeC

et qui est disjoint de U.

Q (ii) : Soit A une partie compacte. D'aprés le (i), pour tout x e A°, il existe deux ouverts disjoints
UetVtelsque Ac Uetx e V.V estun voisinage de x et :
VNAcCcVnU=Y
donc VNnA=Y
donc Vc A’
Ainsi, tout x de A° est intérieur a A°, donc A° est ouvert, donc A est fermé.

Q (iii) : Soit A fermé du compact E, et (Oj)ic; un recouvrement de A. A est ouvert, et la famille
constitué de A et des O; est un recouvrement ouvert de E. E étant compact, il existe un sous-
recourvement fini. Les O; de ce sous-recouvrement constituent un sous-recouvrement fini de A.
Donc A est compact.

Q (iv) : Soit (Oj)ic; un recouvrement de f(E). Ona:
f(E) =« U O

iel
donc Ecfi(U0)=U Y0

iel iel
f étant continue et les O; ouverts, on a f(0;) ouvert. Donc les f*(O;) constituent un recouvrement
ouvert de E. Celui-ci étant compact, il existe un sous-recouvrement fini.

E= U f}0) J fini
iel
donc f(E) =f(\L £1(0;) = U f(F(O) \J O,
iel iel ie
donc f(E) est compact.
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EXEMPLE :

O La séparation joue un réle important. Considérons par exemple la droite réelle, ou I'élément 0 a
été dédoublé : E = R* U {0g} v {01}. Une base de voisinages de x non nul est donné par les
intervalles ouverts ]x — g, X + ¢[ inclus dans R*. Une base de voisinages de 0, est donnée par {00} U
]-¢€, 0[ U ]0, ¢[, et une base de voisinages de 0; est donnée par {0:} u ]-¢, 0[ U ]0, ¢[.

Alors A =10, 1] u {00} est compact car homéomorphe a [0, 1], mais si on prend x = 01, on ne peut
trouver deux ouverts disjoints séparant A de x. De plus A n'est pas fermé dans E puisque 07 lui est
adhérent sans lui appartenir.

COROLLAIRE

(i) Soit f : E — R une application continue, E étant compact. Alors f(E) admet un maximum
et un minimum.

(if) Soit f : E — F, E étant compact et F séparé, f étant injective et continue. Alors f est un
homéomorphisme de E sur f(E).

Démonstration :

Q (i) : E étant compact et f continue, f(E) est compact dans R, or les compacts de R sont les fermés
bornés. Etant borné, f(E) admet une borne supérieure et une borne inférieure. Etant fermé, la borne
supérieure (limite d'une suite de f(E)) est dans f(E), donc est un maximum. De méme la borne
inférieure est un minimum.

Q (ii) : f étant bijective de E sur f(E) et continue, il s'agit de montrer que f* est continue. Soit A
fermé de E. 1l s'agit de montrer que son image réciproque par f*, donc son image directe par f, est
fermée. Or A étant fermé dans le compact E est compact. Donc son image f(A) est compacte.
Comme tout compact dans un espace séparé est fermé, f(A) est fermé.

EXEMPLE :
O Le (ii) est faux si E n'est pas compact. Prenons E = [0, 2n[, F = S le cercle unité de R? et f

l'application t € E — (cos(t), sin(t)) e S'. f est continue et bijective, mais n'est pas un
homéomorphisme car S* est compact (fermé borné dans R?) alors que [0, 2x[ ne I'est pas. Or la

compacité est conservée par homéomorphisme. Ainsi f n'est pas continue. Par exemple,
. Iirg f(t) = f(0), mais t = f(f(t)) ne converge pas vers 0 = f1(f(0)) quand t tend vers 2.
—27

0 Un autre exemple, un peu plus compliqué est constitué de E = R, F = R? et f la fonction
suivante :

(x,0)six<0
fix—| 1= 2X N i
(1+x2_ ’l+x2)SIX>0

f(E) est constitué de la réunion disjointe du demi-axe des abscisses pour x < 0, et du demi-cercle de
centre (-1, 0) situé dans le demi-plan y > 0, pour x > 0. f est continue, en particulier en x = 0 car
Iim0 f(x) = (0, 0). f(E) a la forme suivante (avec le demi-axe se prolongeant indéfiniment vers la
X—>

gauche) :
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Quand x tend vers +oo, f(x) tend vers (-2, 0) sans l'atteindre, de sorte que f est bien injective. Mais
f(R) n'est pas homéomorphe a R, car lI'image par f de [-2, +oo[ (qui n'est pas compact), est
constituée de la réunion du demi-cercle et de son diamétre, (qui est compacte).

O Tout ensemble quotient d'un espace compact, muni de la topologie quotient, est un compact a
condition que I'ensemble quotient soit séparé. En effet, I'ensemble quotient est I'image par la
projection canonique, qui est continue, de l'espace compact initial. Ainsi, I'espace projectif P",

quotient de la sphére unité, et espace sépare, est compact.
O Dans la déemonstration de I'noméomorphisme entre le cercle unité U de C et R/Z, vue plus haut,

on a introduit la fonction f : X € R/Z — exp(2inx) € U. On a montré que cette fonction est
bijective continue. Il est inutile de vérifier que f est continue si on prouve que R/Z est compact,
car il suffit a la place d'appliquer le (ii) du corollaire. Mais R/Z est I'image du compact [0, 1] par la
projection canonique de R sur R/Z qui est continue, donc R/Z est compact.

PROPOSITION
Soit E et F deux espaces compacts. Alors E x F est compact.

Démonstration :
Q Soit (O)ici une famille d'ouverts recouvrant E x F :
VXY eExF 3iel (x,y) € O
donc V (x,y) € ExF,3 UyouvertdeE, 3 Vyouvertde F,3i e, (X, y) € Uy x Vi < Oi
Pour chaque x, les Vyy, y € F, constituent un recouvrement ouvert de F, dont on peut extraire un
sous-recouvrement fini, indicée par une partie finie F(x) c F :

F= U Vy
yeF(x)
Posons Wy = (M) U,,. C'est un ouvert (car I'intersection est finie) contenant x. Donc les Wy, x € E,
yeF(x)

forment un recouvrement ouvert de E, dont on peut extraire un sous-recouvrement fini, indicé par
une partie finieHc E :
E=U W

xeH
Veérifions que les Wy x Vy, x € H, y € F(x), forment un recouvrement ouvert de E x F. Soit
(a,b) e ExF.Comme E=U W,,3x € H,ae Wy Pourcetx,onaF= U V,,donc3y e F(x),
xeH yeF(x)
b € V. Donc (a, b) € Wy x Vyy,. Ce recouvrement est fini puisque H est fini et que, pour tout x de
H, F(x) est fini. Enfin, pour tout x de H et tout y de F(x), Wy x Vyy < Uy, x Vyy, donc :
3 i S I,WXxVXyCOi
Les O; correspondants forment un sous-recouvrement fini de E x F.

Nous admettrons qu'un produit infini d'espaces compacts est compact (théoréme de Tychonov),
mais ce résultat repose sur lI'axiome du choix.
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EXEMPLE :
O Le cercle S* est compact, donc le tore T" = S* x ... x S* est compact.

3- Le compactifié d*Alexandrov

On dit qu'un espace séparé est localement compact si tout point de cet espace admet une base de
voisinages compacts.

EXEMPLES :

O C'est le cas des espaces vectoriels normés de dimension finie, tout point x admettant comme base
de voisinages les boules fermées de centre x. Elles sont compactes car fermées bornées dans un
espace vectoriel normé de dimension finie.

U Le cas de R est particulierement intéressant. Il existe un homéomorphisme entre les trois espaces
suivant : R, |- g g[, un cercle du plan privé d'un point. Il suffit de considérer les fonctions

successives :

te R—0=arctan(t) e |- % 22

0el- g g[ — (cos(26), sin(20)) € {(x, y) e R?| X2 +y* =1, (x,y) # (-1, 0)}

La composée de ces deux fonctions est :
2

teR> G 7o) € {0y e RI D+ =1, (x y) # (-1, 0)}

Le point (-1, 0) qui manque au cercle est obtenu en faisant tendre t vers oo (peu importe le signe) :
2t
(L0)= lin G750

Ainsi, si on rajoute un "point a I'infini" @ R, on obtient un espace homéomorphe a un cercle. Une

base de voisinages de (-1, 0) dans le cercle s'obtient en prenant les complémentaires des arcs de
cercles centrés en (1, 0). Par conséquent, une base de voisinages du point a I'infini dans R s'obtient
en prenant les complémentaires de voisinages centrés en 0. Ces voisinages contiennent donc des
parties de la forme ]-o, —a[ U ]a, +oo[. Ce sont exactement les intervalles que I'on a utilisé dans

L1/FONCTION.PDF pour définir par exemple ce que signifie lim f(x) = o. Ces voisinages du
X—>Xo

point a l'infini sont aussi les complémentaires de toute partie bornée de R, qu'on peut également
supposer fermée. Ce sont donc les complémentaires des compacts de R.

0 De méme R? est homéomorphe é une sphére de R® privée d'un point. Considérons l'application :
— 2_y M= 4y x +y —4\ _

On pourra Vérifier que (X, Y, Z) appartient a la sphére unité 82 de R3, privé du péle nord

N = (0, 0, 1). Réciproguement, tout point M = (X, Y, Z) de cette sphére privé est I'image du point

(x,y) de R? défini par : x = % y = % Géométriquement, la correspondance se fait par

projection stéréographique (I'axe Oy est perpendiculaire au plan de la figure) :

-32-



<

v

SZ

7P R*

R? est assimilé au plan paralléle & Oxy, passant par le pole sud (0, 0, —1) de la sphére S?, un point
(x, y) de R? étant ainsi situé en P = (x, y, —1) dans R2. Pour tout P, on trace la droite (NP) qui coupe
la sphére en le point M. Quand P tend vers l'infini dans R? M = (X, Y, Z) tend vers le pole nord
N = (0, 0, 1). Ainsi, on obtient un espace homéomorphe & la sphére en rajoutant & R? un "point a
l'infini" dont les voisinages sont, 13 aussi, les complémentaires des compacts de R2.

O Soit M un espace compact. Alors M est localement compact. En effet, soit x € M et V un
voisinage ouvert de x. Il s'agit de montrer que V contient un voisinage compact W de x. Pour tout
y ¢ X, M étant separé, il existe des voisinages ouverts Wy de x et Uy de y tels que Wy n Uy = &. Uy

étant ouvert, on a aussi W, N U, = &, avec W, adhérence de W,. Vet les U, y ¢ V, constituent un
recouvrement de M par des ouverts. M étant compact, on peut en extraire un sous-recouvrement fini

V, Uy, ..., Uy . Wy, m ... ' W,_constitue alors un voisinage de X, et il est compact car fermé dans le

compact M. Par ailleurs, on a Wy, N ... A Wy " (Uy, U ... U Uy ) = @. Comme V, Uy, ..., Uy

recouvrent M, on a nécessairement Wy, N ... AWy < V.

Q Plus généralement, si on prend M espace compact et qu'on lui retire un point Xo, on obtient un
espace localement compact. En effet, soit x € M \ {Xo} et V ouvert de x pour la topologie de
M\ {x} , induite par celle de M. V est l'intersection de M \ {x¢} et d'un ouvert de M. Comme
M\ {xo} est lui-méme ouvert de M, V est un ouvert de M, donc un voisinaege de x dans M.
D'apres I'exemple précédent, il existe un voisinage W de x, compact et inclus dans V. Comme V ne
contient pas Xo, W non plus, donc W est un voisinage compact de x pour la topologie de M \ {xo}.

Réciproquement, si on part d'un espace localement compact, on peut obtenir un espace compact en
lui rajoutant un "point & I'infini". C'est ce qui a été fait dans les exemples précédents pour R ou R2.

PROPOSITION
Soit E un espace séparé localement compact, et non compact. Soit E I'ensemble E U {0} obtenu en
réunissant & E un point supplémentaire, dit point & I'infini, noté o. On définit une topologie 7 'sur E

en prenant d'une part les ouverts de E et d'autre part le complémentaire dans E des compacts de E,
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ainsi que E. Pour cette topologie, E est compact et E est dense dans E. E s‘appelle le compactifié
d'Alexandrov de E.

On suppose E non compact, car si on procede a la construction précédente avec E compact, on se
borne a adjoindre un point isolé a E, ce qui présente peu d'interét.

Démonstration :
Vérifions que les ouverts introduits forment bien une topologie.

Q0 On adéja @ € Tcar & est un ouvert de E, et Ec T par hypothése.

Q Soit (O)ici une famille quelconque d'ouverts de E. Montrons que U O; est un ouvert de E.
iel
Si, pour tout i, O; est un ouvert de E, alors \U O; aussi, et \U O; € T,
iel iel
Si, au contraire, certains seulement des O;, pour i € J, sont des ouverts de E, les autres, pour i ¢ J,

sont de la forme E \ Fi, complémentaire dans E dun compact F; de E. Alors :
UOi:UOiuU(ﬁ\Fi)
iel iel iel
:Ou(/E\\_ﬂFi) ou O = Ojestun ouvert de E
il iel
:Ou(é\F) ou F=M Fjestunfermé de E
iel
=E\(FN(E\O))
La derniére égalité repose sur la constatation que, si x € O, alorsx ¢ E\ O, donc x ¢ F n (E\ O),
doncx € E\(F (E\O)). Six g F,alorsx ¢ F~ (E\O), donc x € £\ (F ~ (E\ O)).
Réciproguement, si x ¢ F n (E\ O) alors, ou bien x ¢ F, ou bien x € O.
Maintenant, E \ O est un fermé de E, donc F n (E \ O) est aussi un fermé de E, inclus dans F, lui-

méme inclus dans n'importe lequel des compacts F;. Donc F » (E\ O) et E\ (FN(E\N0) e T
Q Soit (Oy)ici une famille finie d'ouverts de E. Montrons que (M O; est un ouvert de E.
iel
Si, pour tout i, O; est un ouvert de E, alors (M O; aussi, donc M O; € T.
iel iel
Sinon, comme ci-dessus, certains des O;, pour i € J, sont des ouverts de E. Les autres, pour i ¢ J,
sont de la forme ﬁ\Fi, ou F; est un compact de E.

SiJ=d, M O;estun ouvert O de E. On aalors :

iel

ﬁO.:ﬁO.mﬁ(ﬁ\F.)

iel iel igl
=0~ (E\F)
ig)

=0n(EVUF)
igJ

=0n(E\F) o F=UF

igl
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F est un fermé de E (comme réunion finie de fermés) et méme un compact, car de tout recouvrement

de U F; par des ouverts, on extrait un sous-recouvrement fini pour chacun des compacts F;, et, J
igl
étant fini, en réunissant ces sous-recouvrements, on obtient un sous-recouvrement fini de \U F;. On
iglJ
a maintenant :

(\Ioi:Om(é\F)
le

=0 N (E\F) carON(E\VF)cOCE
E \ F est un ouvert de E, O aussi, donc O n (E \ F) est un ouvert de Eet M O; € T.

iel

SiJ =, alors, on a directement :

M O;i=MN ([E\F)

iel igl

N

=E\F

ot F = U F; compact de E, comme précédemment. Donc M O; € 1.

igl icl
Q £ est séparé, car, considérant oo et x € E, il existe un voisinage compact F de x, et E\ F est un
voisinage ouvert de oo.

A . . . A
O E est compact, car si on dispose d'un recouvrement ouvert (O;)ic; de E, I'un de ces ouverts
posséde oo, donc son complémentaire est un compact F. F est aussi recouvert par les O; donc il
existe un sous-recouvrement fini. Si on adjoint a ce sous-recouvrement l'ouvert posseédant oo, on

obtient un sous-recouvrement fini de E.
O E est dense dans é car tout voisinage de < est le complémentaire d'un compact F de E. Comme
E est supposé non compact, F = E, donc (ﬁ \F)NnE=E\F =, et westadhérent a E.

VARIANTES :

Si le compactifié d'Alexandrov est une facon d'injecter un espace localement compact dans un
compact, il peut exister d'autres maniéres de compactifier un ensemble. Voici quelques variantes.

O Le compactifié d'Alexandrov de R est R U {«}, obtenu en adjoignant un point a R. Il est

homéomorphe au cercle S*.

La droite achevée R est R U {0, o}, obtenue en adjoignant deux points & R. Une base de
voisinages de —o est {~oo} U ]-, @[, et une base de voisinages de + est ]a, +oof U {+x}, a € R.

R est homéomorphe & [ 1, 1] ou & [0, 1]. C'est un compact.

Q Pour n > 2, le compactifié d'Alexandrov de R" est R" U {0}, obtenu en adjoignant un point a
R. Il est homéomorphe & S", la sphére unité de R™, par l'intermédiaire d'une généralisation de la

projection stéréographique exposée plus haut dans le cas n = 2.
R" est également homéomorphe a la boule ouverte unité B via I'noméomorphisme

€ B. Sa réciproque esty € B — —Y _cR"Bse compactifie naturellement

xe R">
1-yll

X
L+ x]
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en la boule unité fermée Bs. La compactification correspondante pour R" consiste a lui adjoindre

des "points a l'infini", un pour chaque demi-droite dirigée par chaque x unitaire.
On a enfin vu que l'espace projectif P" est compact. Or R" se plonge naturellement dans P" en

associant a un élément (xg, ..., X,) de R" la classe d'équivalence de (xi, ..., Xn, 1) pour la relation

XRY < 3IL=0 X=LY dans R™\ {0}. P"\ R" est constitué des classes d'‘équivalences des
éléments (X, ..., Xn, 0), autrement est identique 8 P™*. La compactification de R" par P" consiste &
adjoindre & R" des "points & l'infini", ceux de P"*, un pour chaque droite dirigée par chaque + x

unitaire. La différence avec la compactification précédente est que les points a I'infini correspondant
aux deux vecteurs unitaires x et — x sont distincts dans le premier cas, mais égaux dans le cas de
I'espace projectif.

Exercices

1- Enoncés
Exo.1) Soit S la droite de Sorgenfrey dont une base d'ouverts est donnée par les intervalles [a, b[.
R est par ailleurs muni de sa topologie usuelle.

a) Montrer que les applications continues de R dans S sont les applications constantes.

b) Montrer que les applications continues de S dans R sont les applications de R dans R
continues a droite au sens usuel.

Exo.2) Soit (E, d) un espace métrique admettant une base dénombrable d'ouverts (Up)ney- ON S€
propose de montrer que cet espace est homéomorphe a un sous-ensemble du cube de Hilbert

1110, 1]. Pour cela, on pose pour tout n F, = U,,° et on considére I'application f de E dans [] [0, 1]
n=0 n=0

définie par :
_¢_d(x, Fn)
V X e E, f(X) (1 n d(X, Fn) )neN
ou d(x, Fn) = Inf d(x, y). (Il est montré dans L3/METRIQUE.PDF que la fonction x — d(x, Fy,) est
Y€rn
continue et que, F, étant ferme, d(x, F,) = 0 < x € Fy). Montrer que f est un homéomorphisme de E
sur f(E).

Exo0.3) a) On dit qu'un espace métrique E est un espace régulier si, pour tout fermé F inclus dans E
et tout x un élément de E qui n'appartient pas a F, il existe deux ouverts disjoints U et V tels que
F < Uetx e V. Montrer que, si E est compact, E est un espace régulier.

b) On dit gqu'un espace métrique E est un espace normal si, pour tous fermés F et G disjoints
inclus dans E, il existe deux ouverts disjoints U et V tels que F — U et G < V. Montrer que, si E est
compact, E est un espace normal.

Exo0.4) Soit E un espace topologique, A une partie de E, munie de la topologie induite, et B une
partie de A.

a) Montrer que B est fermé dans A pour la topologie induite si et seulement si il existe un
fermé Fde Etel que B=F N A.
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b) Montrer que I'adhérence de B dans A pour la topologie induite est égale 8 B N A, ol B
est I'adhérence de B dans E.

¢) Montrer que l'intérieur de B dans A pour la topologie induite est égal & (A° LU B)° N A, oU
(A° U B)® est l'intérieur de A° U B dans E.

Exo0.5) Soit E un espace connexe et f : E — R une application continue telle que tout x de E soit un

minimum local (i.e. V x, 3V € UX), Yy € V, f(y) = f(X)).
a) Montrer que f est constante.
b) Montrer que la conclusion du a) peut étre fausse si E n'est pas connexe.
b) Montrer que la conclusion du a) peut étre fausse si f n'est pas continue.

Exo0.6) a) Montrer que, si E est un espace compact (vérifiant la propriété de Borel-Lebesgue) et si
tout point de E admet une base dénombrable de voisinages, alors E vérifie la propriété de Bolzano-
Weierstrass (de toute suite de E, on peut extraire une sous-suite convergente).

b) Montrer que, si E est un espace verifiant la propriété de Bolzano-Weierstrass, alors, de
tout recouvrement dénombrable de E par des ouverts, on peut extraire un sous-recouvrement fini.

Exo.7) Soit E I'ensemble des fonctions de R dans {0, 1}, muni de la convergence simple. Cet
ensemble peut étre vu comme le produit {0, 1}, muni de la topologie produit. On pose :
F={f € E|{x f(x) =0} est fini}
G ={f € E| {X, f(x) = 0} est fini ou dénombrable}
Ci-dessous, les questions a-b-c) sont indépendantes des questions e-f).
a) Montrer que F est dense dans E.
b) Montrer que f € G si et seulement s'il existe une suite (f,) de F qui converge simplement
vers f.
c¢) Montrer que la fonction identiqguement nulle n'appartient pas a G.
d) Justifier que E est compact.
e) Montrer que E ne Vérifie pas la propriété de Bolzano-Weierstrass. Pour cela, on pourra
considérer I'ensemble A des réels de [0, 1[ dont le développement décimal ne comporte que des 0 et

[e'e]

desl:xe A x=)Y,

1X—8n, Xn € {0, 1}, puis, pour tout n entier supérieur ou égal a 1, la fonction f,
n=1

- - . A
definie par : fy(x) = [ )c;nssilxX:A

qui converge pour la convergence simple.
f) Justifier que la topologie de la convergence simple n'est pas métrisable.

. On montrera alors qu'il n'existe aucune sous-suite de la suite (f,)

Ex0.8) Soient E, F et G des espaces séparés, et f : E x F — G une application continue. Soient A un
compact de E, B un compact de F et W un ouvert de G tel que f(A x B) < W. Montrer gu'il existe un
ouvert Ude EetunouvertVdeEtelque AxBcUxVetf(UxV)cW.

Ex0.9) Soit E espace compact et f : E — E continue. Montrer qu'il existe un fermé non vide A c E
tel que f(A) = A.

Exo0.10) Justifier que la bande de Md&bius n'est autre que le plan projectif prive d'un disque.
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Exo.11) a) (un théoréme de Dini) Soit (f,) une suite décroissante de fonctions positives continues
définies sur un compact E a valeurs dans R, convergeant simplement vers 0. Montrer que la
convergence est uniforme.

b) (un théoreme d'Ascoli) Une suite (f,) de fonctions définies sur un espace métrique E a
valeurs dans R est dite équicontinue si, en tout point xo de E, on a:

Ve>0,3a>0,VNn,VXeBX, a), |f(x) - fulx)| <&
Montrer que, si (f,) est suite de fonctions équicontinues convergeant simplement vers 0 et si E est
compact, alors la convergence est uniforme.
c) Montrer que, si (f,) est suite de fonctions équicontinues d'un espace métrique E a valeurs
dans R, convergeant simplement vers 0 sur une partie A de E, alors la méme convergence a lieu sur
I'adhérence de A.

Ex0.12) Soit (E, d) un espace métrique et G un groupe opérant sur E de facon isométrique :
vV (x,y) € E, Vg eG, d(gx gy) =d(x, y)
On note Gx = {gx | g € G} l'orbite de x par G. L'ensemble quotient E/G est I'ensemble des Gx,
x € E. On définit la fonction & suivante sur E/G x E/G :
V (X, y) € E? 8(Gx, Gy) = Inf d(x, gy)
geG

On suppose que chaque orbite est une partie fermée de E (c'est le cas en particulier quand G est
fini). Montrer que & est une distance sur E/G qui lui confere la méme topologie que la topologie
quotient.

Ex0.13) On considére l'application f : C" — C" définie de la facon suivante. Pour Z = (zy, ..., Zy)
élément de C" :
f(2) = (- 61(2), 02(2), .., (-1)"on(2))
ou les oj sont les fonctions symétriques élémentaires des racines (voir L1/POLYNOME.PDF). f(Z)
donne la liste des coefficients du polyndme unitaire (X — z;)...(X — z,) (sans le coefficient dominant,
égal a 1). Les oj(Z) étant des polyndmes homogenes de degreé i des variables zy, ..., z,, les fonctions
symétriques élémentaires sont continues. Il en est donc de méme de f. En vertu du théoreme de
D'Alembert, f est surjective. La factorisation canonique de f introduit la relation d'équivalence
suivante sur C" :
(21, oy Z0) = (24, ..., Z0) © V i, 6i(2) = 6i(Z)
< X=121)...(X=27) =(X=121)...(X = 2,))
<3 (ONS g’n, \v i, Zi'= Z (i)
ou &, est le groupe symétrique sur [[ 1, n J. On note C"/$, I'ensemble quotient associé a cette
relation d'équivalence. L'application f se factorise alors comme suit (voir L3/QUOTIENT.PDF) :

C" f » C"

C"/s,
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On munit C"/%, de la topologie quotient. f est alors bijective et continue. On se propose de
montrer qu'il s'agit d'un homéomorphisme.

a) Montrer que, pour toute partie A de C", {(c1(2), ..., 6n(2)) | Z € A} borné = A borné.

b) Montrer que, pour tout compact K de C", f1(K) est compact. (Une application entre deux
espaces topologiques vérifiant cette propriété est dite application propre).

¢) En déduire que I'image par f de tout fermé de C" est fermé.

d) En déduire que la réciproque de f est continue.

Exo.14) Soit X un ensemble, A& X) I'ensemble de ses parties et soit int : BAX) — PAX) une
application verifiant les propriétés suivantes :

(i) int(X) = X

(i) int(A n B) = int(A) n int(B) pour tout A et B inclus dans X

(iii) int(A) < A pour tout A inclus dans X

(iv) int(int(A)) = int(A) pour tout A inclus dans X
Soit T= {A < X | A = int(A)}. Montrer que T définit une topologie sur X, les éléments de T étant

les ouverts de cette topologie et que, pour tout A inclus dans X, int(A) est I'intérieur de A pour cette
topologie.

Ex0.15) Soit E un espace topologique et D une partie dense dans E. Soit F un fermé de E et O un
ouvertde E telsque FND =0 N D.

(@) _ O I
a) Montrer que O c F < O c F, ou F est I'intérieur de F et O I'adhérence de O.

o O — N
b) Donner un exempleou O #F, F# O, et O =F.

2- Solutions
Sol.1) a) Si f est continue de R dans S, alors pour tout a < b, f*([a, b[) doit &tre un ouvert de R.
Donc, pour tout x € f*([a, b[), 3c<x<d, ]c, d[ = f*([a, b[). Donc :

Va<b, Vx,asfx)<b=3c<x<d, Vyel]cd,a<fly)<b
En particulier, si on prend a = f(x), on en déduit :

VX, 3dc<x<d,Vye]cd[f(x) <f(y)
Ainsi, tout x est minimum local de f. De plus f est continue au sens usuel de R dans R car tout
ouvert de R est un ouvert de S, donc tout f*(Ja, b[) est un ouvert de R. Vue comme fonction de R
dans R, f est une fonction continue admettant en tout point un minimum local. D'aprés I'exercice
Exo.1), f est constante. Réciproquement, Vvérifier qu'une fonction constante de R dans S est

continue est trivial.

b) f est continue de S dans R si et seulement si pour tout a < b, f*(Ja, b[) est un ouvert de S,
donc si et seulement si pour tout x € f*(Ja, b[), 3 c <x <d, [c, d[ = f*(Ja, b[). Donc si et seulement
Si:

Va<b Vx,a<f(x)<b=3c<x<d Vyelcd,a<f(y)<b
Cette proprieté implique que f vue comme fonction de R dans R est continue a droite de x.
Réciproguement, une fonction continue a droite au sens usuel vérifie la propriété ci-dessus en
prenant ¢ = X. Ainsi, les fonctions continues de S dans R sont donc les fonctions de R dans R,
continues a droite au sens usuel.
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Sol.2) f arrive bien dans le cube de Hilbert, puisque : V x € E, V n € N, 1423(—5‘% e [0, 1].
’ n

f est injective. En effet, soient x et y deux éléments de E tels que f(x) = f(y), ona:
v A0 Fy) __d(y. Fy)
"1+d(x, Fy) 1+d(y, Fn)
donc V¥V n,d(x, Fn) =d(y, Fn)
donc Vn,d(x, Fp)=0<d(y,F,) =0
Or, F, étant fermé, d(x, Fn) =0 = x € F,.
donc vVnxeF,oyek,
donc vnxeU,<yelU, en passant au complémentaire.
donc x=y.
En effet, si on avait x =y, I'espace métrique E étant séparé, il existerait deux ouverts disjoints qu'on
peut supposer appartenir a la base d'ouverts, I'un possédant x, l'autre possédant y. Autrement dit, il
existerait n # m, x € Uy ety € Up, Uy, N Uy = &, ce qui est contradictoire avec la derniére
équivalence établie.
f est donc une bijection de E sur f(E).

f est continue car, pour tout n, x — d(x, F,) est continue, donc pour tout n, x 91433’(—)5”% est
’ n

continue, et on applique la proposition du I1-4) sur la continuité des applications a valeurs dans un
espace produit.

f est continue. Il convient de montrer que, pour tout ouvert Uy, de E (il suffit de raisonner sur la
base d'ouvert), son image réciproque par f*, donc son image directe f(Uy,) par f, est un ouvert de
f(E). Soit donc (Xn)nexy UN €élément de f(Uy). Il existe x € Up, (Xn)hew = f(X). En particulier,

Xm = _d(X, Fm) _ > 0 car x ¢ Fy. Considérons l'ouvert O = (]ﬁ, 1] x [T 1[0, 1]) m f(E). Cet ouvert
1+ d(X1 Fm) 2 i=m

contient (Xn)ney- VErifions que O < f(Uy), ce qui prouvera que f(Upy) est un voisinage de n'importe

lequel de ses éléments (Xn)ney €t donc que f(Up) est un ouvert. Si (Yn)hexy € O < f(E), alors

3y, (Yn)nex = f(y), et en particulier, yyn = M. Or (Yn)new € O donc yn € ]X—m, 1], donc
1 +d(y, Fn) 2

A0, Fr) 0, donc d(y, Fm) # 0, doncy ¢ Fp, doncy € Uy, donc (Yn)nex € f(Um).
1+d(y, Fm)
Donc f est un homéomorphisme.

Sol.3) a) Pour tout y de F, y # x puisque x ¢ F, donc il existe donc deux ouverts disjoints Uy et V,

possédant respectivement y et x. Les Uy recouvrent F qui est compact, étant fermé inclus dans un
n n

compact. Donc il existe un sous-recouvrement fini de F : F < \U Uy.. Prenons U = U Uy, et
i=1 i=1

n
V =\ V,. V est un ouvert possédant x. Pour tout i, on a Uy, N V. = &. A fortiori U, "V =0
i=1

pusUNV=9J.
b) Pour tout x de G, x ¢ F, donc, d'apres le a), il existe deux ouverts disjoints Uy et Vy tels
que F — Uy et x € Vy. Les Vy constituent un recouvrement ouvert de G. Comme G est compact,
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étant fermé inclus dans un compact, il existe un sous-recouvrement fini correspondant a des points
n n

X1, .-y Xn. Prendre U = (M Uy et V =U Vy..
i=1 i=1

Sol.4)a)Ona:
B est fermé pour la topologie induite
A\ B est ouvert pour la topologie induite
JO0ouvertdeE, A\AB=0nA
3O0ouvertde E,B=A\(A\B)=A\(OnA)
JOouvertde E,B=0°n A
car A\(ONA)=AN(ONA=AN(O°UA)=0"NA
JFferméde E(=0%,B=FnA
b) On rappelle que les voisinages d'un élément x pour la topologie induite sur A sont de la forme
V N A, avec V élément des voisinages T4x) de x dans E.
Pour toutx de E,ona:
x adhérent a B pour la topologie induite

xeAet VVeMx),(VNA)NB=J
xeAetVVe M), VNAANB)=J

xeAetVVe M), VNAB=J car ANB=B
X € A et x est adhérent a B

0000

0

g ¢ 090

Xe BNA
c) Pour toutxde E,ona:
x est intérieur a B pour la topologie induite

xeAetiVe MUX),VAAcCB
xeAetiVe UX),VANANB =T
xeAetaVe MUX),Vc(AnBY)°

xeAetaVe MX),VcA°UB
X € A et x est intérieur 8 A° U B
xe An(A°UB)°

g0 000

o
On peut aussi utiliser le b) et la propriété (X)° = X°, mais en l'appliquant a X = B pour la topologie
induite sur A, le complémentaire de B dans A étant la différence avec A ou encore B® N A.

L'adhérence de cette partie pour la topologie induite est, d'aprés le b), A ~ B~ A. On en prend le
complémentaire dans A pour avoir l'intérieur de B pour la topologie induite, ce qui donne :

AN(ANB NAX=An(A°U (B nA)

=AnN (B*nA)Y
=An (B°nA)®°
=An(BUAY°

Sol.5) a) Soit x € E et C(x) = {y | f(y) > f(x)}. C(x) est non vide car il contient x. Il est fermé comme
image réciproque par la fonction continue f de l'intervalle fermé de R [f(x), +oo[. Il est ouvert car si
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y € C(x), y étant un minimum local, 3V € y), ¥V z € V, f(z) > f(y). Mais on a aussi f(y) > f(x).
Donc : V z € V, f(z) > f(x), donc V < C(x). C(x) est non vide et a la fois ouvert et fermé, donc
d'aprés la connexité de E, on a C(x) = E. Ainsi :

Vv X, YV, f(y) > f(x)
On a aussi, en échangeant les roles de x ety : V x, V', f(X) > f(y). Donc V x, V' y, f(y) = f(x) et f est
constante.

b) Prendre par exemple E = R*, f=0sur R * et f=1sur R™.

c) Prendre par exemple E =R, f =0 sur ]—oo, 0] et f = 1 sur ]0, +oo[.

Sol.6) a) Soit (x,) une suite et F, I'adhérence de {X, | p > n}. Les F, sont des fermés non vides et
forment une suite décroissante. Donc toute intersection finie des F, est non vide, égale au plus petit

d'entre eux. Donc, E étant compact, M F, = &. Soit | un élément de cette intersection. | est donc
n=0

adhérent a tous les {X, | p > n}, n € N. Soit V un voisinage de |. Montrons qu'il existe une infinite

d'indices n tels que x, € V. Par l'absurde, dans le cas contraire, soit N le plus grand indice tel que
Xn € V (on prend N = 0 si aucun X, n'appartient a V). Alors, pourn>N,V n {x, |p=n} =, ce
qui est contradictoire avec le fait que | est adhérent a {x, | p > n}.
Considérons maintenant (V) une base de voisinages de I, qu'on peut supposer décroissante (quitte a
remplacer V, par V1 n ... © V). On applique a chaque V,, le résultat trouvé ci-dessus. Il existe une
infinité d'indices n tels que X, € Vo. Notons ¢(0) I'un d'entre eux. Il existe une infinité d'indices n
tels que X, € V1. Notons ¢(1) I'un d'entre eux qui est strictement supérieur a ¢(0). 1l existe une
infinité d'indices n tels que X, € V.. Notons ¢(2) l'un d'entre eux qui est strictement supérieur a
¢(1). En poursuivant, on construit une sous-suite (Xym)) tel que ¥ n, Xom € V. Puisque la suite des
V/, est décroissante, on a méme :

VN,V Pp=n, Xep € Va
Pour tout voisinage V de |, 3 n, V, c V car (V,) est une base de voisinages, et lI'on a :

VPN, Xep) € Vh
donc VYV p=n, Xep €V
ce qui est la definition de  lim X = |

n—o0

b) Soit (O,) un recouvrement dénombrable de E. Par I'absurde, s'il n'existe aucun n tel que
01U Oy U ... U Oy ne recouvre E, soit X, ¢ O1 U O, U ... U O,. On définit ainsi une suite (x,). Par
hypothese, on peut extraire une sous-suite convergente de limite I. Mais | appartient a I'un des O,

qui est ouvertet lim x, =1.Donc3 N, V p =N, X, € On. Donc pour p > Max(N, n),ona:
p—00

alors qu'on a devrait avoir aussi x, ¢ O1 U O, U ... U O,

Sol.7) a) Soit O un ouvert quelconque de {0, l}R. Il s'agit de montrer que O N F = . Soit f un
élement de O. O étant ouvert est un voisinage de f. Il existe donc une famille finie xg, ..., x, telle que
{f(x)} x {f(x2)} x ... x {f(x)} x {0, 1} = O o H = R\ {xy, ..., X,}. Autrement dit :

Vg, Viel[[l,n],gx)=fx)=geO
Prenons donc la fonction g coincidant avec f sur {xu, ..., X} et valant 1 ailleurs. Onag € O N F.

b) Sif € G et si {x|f(x) =0} est fini, alors f € F et il suffit de prendre f, = f pour tout f.
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Sif e Getsi{x|f(x) =0} est dénombrable, égal a la famille (xn)ney, alors, pour tout n, prendre f,

défini comme suit :

fa(Xo) = fa(x1) = ... =fu(xy) =0

fa(X) = 1 pour X # Xo, ..., Xn
Alors, f, est élément de F et la suite (f,) converge simplement vers f. En effet, si x est différent de
tous les X alors, f(x) = 1 = fy(x) pour tout n. Si x est I'un des x,, alors f(x) = 0 = f,(X) pour p > n.
Réciproquement, si (f,) est une suite de fonctions convergeant simplement vers f, alors :

{x[1(x) = 0} = I {x| fa(x) = O}

Comme chaque {x | f,(x) = 0} est fini, \U {x | f,(x) = 0} et par conséquent {x | f(x) = 0} sont
n=1

dénombrables ou finis.

c) résulte du fait que R est non dénombrable.

d) {0, 1} est compact, donc E est le produit de compacts. D'aprés le théoréme de Tychonov,
E est compact.

e) Soit ¢ une fonction strictement croissante de N* dans WN*. Montrons que la sous-suite
(fom) ne converge pas simplement. Pour cela, considérons x = Zﬁ. On a, pour tout n,

n=1

foen(X) =1 et fyeniy(X) =0. La suite ((fomy(X)) prend alternativement les valeurs O et 1 et ne
converge pas. Par consequent, la suite (f,) ne converge pas simplement.

f) Si la topologie était métrisable, on aurait une contradiction avec a-b-c). En effet, G serait
égal a I'adhérence de F (caractérisation séquentielle d'un fermé dans un métrique), donc serait égal a
E, d'aprés le a). Mais ¢) montre que G # E.
On aurait aussi une contradiction avec d-e), car, dans un espace métrique, tout compact vérifie la
propriété de Bolzano-Weierstrass.
Enfin, on peut aussi montrer que la topologie n'est pas métrisable de la facon suivante. Par I'absurde,
si elle I'était, il existerait suite décroissante de voisinages V, de la fonction identiquement nulle 0,

telle que M V, = {0} (par exemple les boules de centre 0 de rayon %). Chague V,, contient un ouvert
n=1

de laforme {f e E| Vi e I, f(x;) = 0} pour un ensemble fini d'indices I,. Mais alors (M V,, contient
n=1

le sous-ensemble {f e E| Vi € U I, f(x;) = 0}. Comme U |, est seulement dénombrable, il existe
n=1 n=1

lsix=a

Osix;ta'onal

un réel a distinct de tous les x;, i € \U I,,. Prenons un tel a et f définie par f(x) :[
n=1

f e MV, et pourtant f = 0.
n=1

L'ensemble E est I'exemple d'un espace topologique non métrisable vérifiant la propriété de Borel-
Lebesgue, mais la propriété de Bolzano-Weierstrass.

Il existe aussi des espaces topologiques non meétrisables vérifiant la propriété de Bolzano-
Weierstrass mais pas la propriété de Borel-Lebesgue, par exemple I'ensemble [0, Q[ ou Q est le
premier ordinal non dénombrable (voir L3/ORDINAUX.PDF).

Sol.8) f étant continue et W ouvert, f*(W) est un ouvert de E x F, contenant A x B. Donc, pour tout
(X, y) de A x B, il existe un ouvert Uy, de E et un ouvert Vy, de F tel que :
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(X, ) € Uyy x Vyy < FHW)
Pour tout X, les V,y, y € B, constituent un recouvrement ouvert de B. Celui-ci étant compact, il
existe un sous-recouvrement fini, indicé par des éléments y;, ..., yn de B (n ainsi que les y; dépendent
de x) :

Bc nyl U nyz U ... U nyn
Notons Vy = Vyy, U Vyy, U ... U Vyy de sorte que, V x, B < Vi
Par ailleurs, posons Uy = Uy, M Uyy, m ... m Uy, ouvert possédant x. On a Uy x Vyx < (W) car
tout élément de Uy x Vy est dans I'un des Uy x Vyy,, donc dans Uy, x Vyy, qui est inclus dans fHwW).
Les Uy forment un recouvrement de A, et A étant compact, on peut en extraire un sous-
recouvrement fini, indicés par des élements xy, ..., X, de A :

Aclequzu...uUXp
Posons U = Uy, U Uy, U ... U pr etV =Vy NnVy,Nn..n pr. On a U et V qui sont ouverts,
AcU, B c V.U xV est inclus dans f*(W) car tout élément de U x V est dans l'un des Uy, x V,
donc dans Uy, x V., qui est inclus dans f1(W). Ainsi, on a bien f(U x V) ¢ W.

Sol.9) Posons Ap = E, et pour tout n > 0, A, = f(A, 1). Par récurrence, chaque A, est non vide,
compact, (image continue d'un compact pour n > 1), et A, < A,:. Comme E est compact,

A= f\ A, est un fermé non vide. Vérifions que f(A) = A.
Siy N f(A) alors dx e A,y =f(x), donc pour tout n > 0, comme X € An, Y € f(An) = Ansa, donc
y e ﬂAnﬂ—ﬂAn, maisonaaussiy €e Ao=Edoncy e ﬁAn—

Reuproquement, siy € A, alors, pourtoutn >0,y € Apsr = f(An), donc 3 X, € An, Y = f(xn). Soit F,
I'adhérence des {x, | p > n}. Les F, forment une suite décroissante de fermes non vide, donc, E étant
compact, leur intersection est non vide. Soit | appartenant a cette adhérence. Tout voisinage W de |
rencontre tout F, donc W possede I'un des x,, p > n. Il en résulte que y = f(l) car, par l'absurde, si ce
n'est pas le cas, il existe deux voisinages disjoints U et V respectivement de y et de f(I), qu'on peut
supposer ouverts. Donc f*(U) est un ouvert possédant tous les x, et f *(\V/) posséde |. On a aussi :
U N V) = UV =t(D) =T

f étant continue, f (V) est un voisinage W de 1. Il devrait donc contenir des éléments x, or ce n'est
pas le cas puisque ces derniers sont tous dans f*(U). D'ol une contradiction. Ainsi, y = f(l). Mais :

v n, lestadhérenta {x, |[p=>n} c U A, = A, car la famille (A,) décroit
p=n

donc WV n, | estadhérenta A,
donc Vvn,IleA, car les A, sont fermés

donc leMA=A
n=0
donc y=f1(l) € f(A)
On a bien montré que f(A) = A.

Sol.10) Représentons le plan projectif par un carré [0, 1] x [0, 1] en indiquant les cOtés opposés a et
b & identifier.
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b
Considérons un disque centré en I'un des points du plan projectif, par exemple l'un des points du
segment vertical rouge (*). Enlevons ce disque du plan projectif. On obtient :
b
az{i> ] + ai
C
o}

€

b

Déformer ce plan de fagon a obtenir une figure homéomorphe :

&
<

5.1 b aE

La figure finale obtenue, ou les segments supérieurs et inférieurs sont identifiés téte-béche, est la
définition du ruban de Mdbius. Inversement, on retrouve le plan projectif en "cousant” le bord d'un
disque le long du bord du ruban de Mdbius.

(*) Il convient de se convaincre gque tous les points du plan projectif jouent des réles identiques.
Considérer par exemple le découpage suivant d'un plan projectif en deux morceaux, puis son
recollage aprés déplacement d'un morceau et déformation homéomorphe, permettant, dans la
représentation qu'on se donne, de déplacer les points depuis le centre du disque jusqu'a la périphérie
(dans le plan projectif, il n'y a ni centre ni périphérie) :
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Sol.11) a) Soit € > 0. Pour tout x, lim fy(x) = 0 et f, >0, donc 3 N, 0 < fy(x) < &. Comme fy est
n—oo

continue, 3V e MX), Vy € V, 0 < fu(y) < &. Comme la suite (f,) est décroissante, on a a fortiori :

AN, IVe M), VyeV,vn=N,0<f(y)<e
N dépend de x, et on peut supposer V ouvert. La famille des V lorsque x parcourt E est un
recouvrement ouvert de E qui est compact. Il en existe un sous-recouvrement fini, correspondant
aux points Xy, ..., Xm €t aux nombres Ny, ..., Ny. Si on prend cette fois N = Max(Ny, ..., Np), alors N
ne dépend plus de x et, puisque tout y de E appartient a au moins un des Vj, on a:

3 N,‘v’ye E,OSfN(y)<8
A nouveau, la décroissance de (f,) permet de conclure :

AN, VyeE Vn>N,0<f(y)<e
ce qui est la définition de la convergence uniforme.
Dans le cas ou E est un espace métrique, on peut aussi raisonner par l'absurde. Si la convergence
n'est pas uniforme, on a:

N

N

de>0,VN,d3n>N,3x f,(x)>¢
x dépend de n. Notons le x,. On dispose donc d'une infinité de n tels que f,(x,) > €. On peut extraire
de cette suite (xn) une sous-suite (Xem) qui converge vers un nombre | car un espace meétrique
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compact vérifie la propriété de Bolzano-Weierstrass. La suite (f,) est décroissante, donc, pour tout p,
on a, pour n assez grand de fagcon que ¢(n) > Max(p, N) :

fo(Xom) 2 fom(Xom) > €
donc fy(l) > € en faisant tendre n vers l'infini.
On fait ensuite tendre p vers +co. On obtient 0 > ¢ ce qui est absurde.
b) Comme ci-dessus, si la convergence n'est pas uniforme, il y a une suite (x,) et une infinité de n et

tels que |fn(xn)| >¢. On peut extraire de cette suite (x,) une sous-suite (X)) qui converge vers un
nombre 1. On a alors & < |fom®em)| < |fom®om) — fomM| + [fom®)|. OF, la suite (f,) étant
équicontinue :

Ja>0,Vn,VxeB(l, o), |fom®) - fom)] <§

etcomme lim Xeom =1:
N—>o0

AN,V n=N, Xo(n) € B(l, o)
donc v n 2 N, [fomem) — for()] <§

Enfin, comme lim f,m()=0:
N—o0

AM, ¥ n=M, | fom®)] <%
donc, pour n > Max(N, M) :

& < [fornom)]| < [for(om) — fomM] + [for®)] < % + % =g
donc &< e cequiestabsurde.

c) Soit € > 0, et soit o le le nombre intervenant dans la définition de I'équicontinuité des f,. Pour tout
Xo adhérent a A, il existe x dans A tel que x € B(xo, o). On a alors, pour tout n :

|f0(X) — flx0)| < &
Par hypothése, lim f,(x) =0, donc 3 N, ¥ n> N, |f,(x)| <. Donc :
N—>00

v n =N, [f.xo)| < [fa(x0) — fa()] + | fa(¥)] < 2¢

Onamontré que : vV £>0,3 N,V n>N,|fi(xo)| <2
ce qui prouve que lim f,(xo) =0.
n—oo

Si I'équicontinuité n'est pas vérifiée, la conclusion peut étre fausse. Prendre par exemple E = [0, 1],
A =10, 1[, f,(x) = x". La suite (f,) converge simplement vers la fonction nulle sur A, mais pas sur
son adhérence E.

Sol.12) En premier lieu, & ne dépend pas des représentants choisis dans chaque orbite, car si X' = hx,
h e G, alors :

d(Gx', Gy) = Inf d(x, gy)
geG
= Inf_d(hx,
geG( ay)

= Inf_d(x, h™gy) car h™ est une isométrie
geG
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= !nfG d(x, g'y) en effectuant le renommage bijectif g — h™*g = ¢’
g'e

= 3(Gx, Gy)
Il en est de méme si y' = hy.
Vérifions que 6 est une distance. d est évidemment positive ou nulle. Puis, pour tout X, y, z.
d(Gx,Gy) =0« Inf d(x,gy)=0
geG

< x est adhérent a Gy
< X € Gy car Gy est fermé

< Gx =Gy
d(Gy, Gx) = Inf d(y, gx) = Inf d(gx,y)
geG geG
= ImE3 d(x, gty) car g est une isométrie
S
= IlnfG d(x,gy)=0 en effectuant le renommage bijectifg > g ' =g¢'
g'e
= 8(Gx, Gy)

V (g, h) e G? d(x, gz) < d(x, hy) + d(hy, gz), donc, en prenant la borne inférieure sur g :
3(Gx, Gz) < d(x, hy) + Imé d(hy, gz)
ge

<d(x, hy) + Imé d(gthy,z)  carg* estune isométrie
(S

<d(x, hy) + 5(Gz, Gy) aprés renommage bijectif de g — g *h
donc &(Gx, Gz) < 6(GX, Gy) + 8(Gz, Gy) en prenant la borne inférieur sur h
Il reste a montrer que la topologie quotient est la méme que celle définie par 3. Une base de
voisinages de Gx pour la distance 6 est donnée par les boules {Gy | 3(Gx, Gy) < €}. Mais :
d(Gx, Gy)<e< Inf d(x,gy)<e
geG

< 3geG,dx gy)<e
<3geG,digixy)<e

oye ké B(g'x, €)
ge
Si 7 est la projection canonique de E sur E/G, on vient de montrer que :
U B(g "%, 9) = 7 ({Gy | 3(Gx, GY) < )
ge

U B(g'x, €) est un ouvert de E comme réunion de boules ouvertes. Par définition de la topologie
geG

quotient, I'ensemble {Gy | 3(Gx, Gy) < €} est un ouvert pour la topologie quotient. On a ainsi montré
que tout ouvert de E/G pour la distance & est un ouvert de E/G pour la topologie quotient.
Réciproquement, un ouvert pour la topologie quotient a une image réciprogue U qui est un ouvert
de E saturé pour la relation d'équivalence définie par G. Un tel ouvert est réunion de boules ouvertes
B(x, ) de E, et étant saturé, U contient également les B(g™'x, €), g € G. Donc U est une réunion de
Lé B(g X, €). Donc l'ouvert initial est réunion de boules {Gy | 8(Gx, Gy) < €}. C'est un ouvert pour
gE

la distance 6.

Cet exercice permet de montrer par exemple que les espaces projectifs P" sont des espaces
métriques. De méme, le quotient d'un espace vectoriel normé par un sous-espace vectoriel fermé est
un espace vectoriel normé.
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Sol.13) a) Par I'absurde, soit A une partie non bornée de C" telle que {(c1(2), ..., on(2)) | Z € A}
soit bornée. A étant non bornée, pour tout entier m strictement positif, il existe Z = (zy, ..., z,) € A

tel que Sup |z| > m, donc I'un des z; est tel que |zi| > m. On peut donc définir ainsi une suite z(m)
1<i<n

de complexes telles que z(m) soit une composante d'un n-uplet Z(m) élément de A, telle que, pour

tout m:

|2(m)[ = m
et 2(m)" — 51(Z(M)) 2(M)™ " + 52(Z(m)) z(M)"* + ... + (-1)" 5n(Z(M)) = 0
donc, en divisant par z(m)" :

_o1(Z(m)) , o2(Z(m)) 1y On(Z(m)) _
1 2(m) + 2(m)? +..+(-1) 2(m)" 0
En faisant tendre m vers l'infini, et en tenant compte que lim z(m) = « et que les o;(Z(m)) sont
m-—oo

bornés, on obtient la contradiction 1 =0
b) Soit K compact de C". f étant continue et K fermé, f*(K) est fermé. C" étant un espace

vectoriel normé de dimension finie, pour montrer que A = f*(K) est compact, il suffit de montrer
qu'il est borné. Mais c'est exactement cette propriété qui a été montrée en a).

c) Soit F un fermé de C" et w adhérent a f(F). Montrons que w appartient a f(F) ce qui
montrera que f(F) est fermé. C" étant métrique, on utilise la caractérisation séquentielle des points
adhérents. Soit f(x,) une suite convergeant vers w, avec X, élément de F pour tout n. La partie
{f(xn) | n € N} U {w} est compacte, donc, d'aprés b), son image réciproque est compacte, et la
suite (xn) est élément de ce compact. Donc, d'aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass, il existe
une sous-suite (Xy(n)) convergente. Soit u sa limite. F étant fermé, on a u € F, et, f étant continue, on
a:

w=lim f(Xem) = f(u) € f(F)
N—oo
Donc f(F) est fermé.

d) Pour montrer que la réciproque de f est continue, il suffit de montrer que I'image
réciproque de tout fermé H de C"/$,, par cette réciproque, donc tout image directe de tout fermé de

C"/$, par f, est un fermé. Mais, par définition de la topologie quotient, H est I'image par la
projection canonique = d'un fermé F de C" (saturé pour la relation d'équivalence). On a alors :

F(H) = @) =(f on)(F) =1(F)

qui est fermé d'aprés le ). f est donc bien un homéomorphisme.

Cette exercice illustre une propriété de continuité des racines (a permutation prés) comme fonction

des coefficients du polyndémes. Ainsi, considérons le polynéme suivant :
P=(X—-i)’(X+2)=X3+2(1-i)X*— (1 +4i)X -2

Prenons des boules B(i, r) et B(-2, r) centrées en i et en — 2 de rayon r suffisamment petit pour

qu'elle soit disjointes. Alors, il existe o > 0 tel que, si on ajoute aux coefficients 2(1 — i), — (1 + 4i)

et —2 des complexes de module inférieur a a, alors deux des trois racines complexes du polynéme

résultant sont dans B(i, r) et la troisieme dans B(-2, r).

Sol.14) Montrons une propriété supplémentaire, utile pour la suite :
(v) Ac B = int(A) c int(B) pour toutes parties A et B de X
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En effet, si A < B, alors A = A n B, donc int(A) = int(A N B) = int(A) n int(B) d'aprés (ii), donc
int(A) c int(B).

Montrons maintenant que T est une topologie.

X e Tdaprés (i) et int(&) = & d'aprés (iii), donc & € T.

Montrons qu'une intersection finie d'éléments de T est un élément de T. Il suffit de le montrer pour

n
une intersection de deux éléments, la preuve pour une intersection finie quelconque M Ay
k=1

n n-1
s'obtenant ensuite facilement par récurrence en utilisant le fait que M Ax =M Ay N An. Soit Aet B
k=1 k=1

deux éléments de T, donc tels que int(A) = A et int(B) = B. D'aprés (ii), on a:
int(A N B) =int(A) nint(B)=ANB
donc A N B est élément de T
Montrons qu'une réunion quelconque d'éléments A; de T est élément de T Pour tout i, on a :

AicUA;
iel
donc int(A) cint(\U A)) d'apres (v)
iel
donc A cint(U A) car A; = int(A;) puisque A; € T
iel
L'inclusion précédente étant vraie pour tout i, on a donc :
U Aic int(U Ai)
iel iel

or int(UJ Aj)) < U A d'aprés (iii)
iel iel

Finalement, int(\L Aj) =\U Aidonc U A e T

iel iel iel

On a bien montré que T définissait une topologie.

Montrons que, pour cette topologie, l'intérieur ,8\ d'une partie A est int(A). Il suffit de montrer que
int(A) est le plus grand ouvert inclus dans A. C'est un ouvert car, d'aprés (iv), c'est un élément de 7.
Soit B un ouvert inclus dans A. On a B < A et int(B) = B. D'aprés (v), on a int(B) < int(A). Donc
B < int(A). int(A) est donc bien un ouvert, plus grand que tout ouvert inclus dans A. C'est l'intérieur
de A.
REMARQUE :
Par dualité, on peut aussi montrer qu'on peut définir une topologie par I'ensemble de ses fermés, a
partir d'une application cl : BX) — BX) vérifiant :

(i) cl(D) =

(i) cl(A U B) = cl(A) U cl(B) pour tout A et B inclus dans X

(iii) A < cl(A) pour tout A inclus dans X

(iv) cl(cl(A)) = cl(A) pour tout A inclus dans X
L'ensemble F = {A < X | cl(A) = A} est I'ensemble des fermés d'une topologie sur X, et pour cette

topologie, I'adhérence d'une partie A est cl(A). La démonstration, comparable a celle menée ci-
dessus pour les ouverts, est laissée au lecteur.
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o]
Sol.15) a) O Montrons que O = F : Soit x € 0. 3 B € Mx), B = O. Pour tout C € Mx), on a

BNCND=@ car D est dense et BN C e Mx), donc a fortiori, C n O N D # & donc
CFn D= donc a fortiori C n F = & donc x est adhérent a F, donc x € F car F est fermé. Ceci

O O
étant vrai pour tout x de O, on a donc O c F. O étant ouvert, O — F puisque F est le plus ouvert
contenu dans F.

0 Montronsquelgc6: Soitx ¢ F. 3B e Mx), B F.Pourtout C € MYx),onaBNC D=
donc a fortiori CNF D # & donc C n O n D # & donc a fortiori C n O = @ donc x € O, et
FcO.

Q Montrons que O — F : On a déja montré que O — F, or F est fermé donc O — F.

b) Prendre E= R, D=Q, 0 = ]é, V2[ U N2, 2\/2[ et F = [%, 2\2] U {32}, ona:

O0NnQ=FNnQ_ (utiliser le fait que \/5 est irrationnel)
@]
O#F= ]iz, 21/2[

\/_
E¢6:[%, 2\2]

0O =«F
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